Kapitel 17

Integraltransformationen und
Fourierreihen

17.1 Fouriertransformation von ' Funktionen

Wir werden in diesem Abschnitt einer Funktion aus dem Raum L' (R, A7), A, C) — wir schreiben
meist L' (R) dafiir — eine neue Funktion zuordnen. Zunichst sei bemerkt, dass fiir f € L'(R) und

£ € R wegen |f(&) exp(—i&d)| = |f(€)] auch & — f(&) exp(=i&l) in L(R) liegt, wodurch folgende
Definition Sinn macht.

17.1.1 Definition. Fiir f € L'(R) sei die Fouriertransformierte f : R — C von f definiert durch

\ 1
=— —i£2) dAE) .
VA(9) N fRf (&) exp(-igd) dA(E)

Wir erinnern an den Raum Cy(R, C) aller komplexwertigen, beschrinkten, stetigen und im Unendli-
chen verschwindenden! Funktionen aus Definition 12.17.6. Co(R, C) ist ein Unterraum des Raumes
Cp(R, C) aller komplexwertigen, beschrinkten und stetigen Funktionen, und letzterer ist wiederum
ein Unterraum des Raumes B(R, C) aller komplexwertigen, beschrinkten Funktionen. Wir haben in
Beispiel 9.1.9 gesehen, dass B(R, C) versehen mit der Supremumsnorm || f|lco = sup{|f(®)| : t € R}
ein Banachraum ist, und dass (Cp(R), ||.|l~) als abgeschlossener Teilraum ebenfalls ein Banachraum
ist.
Co(R,C) ist seinerseits in Cp(R, C) abgeschlossen und somit selbst ein Banachraum. Um das
einzusehen, sei (f;)qen eine Folge in Cy(R, C), die beziiglich ||.||«, also gleichmiBig, gegen f €
Cp(R, C) konvergiert. Nach Lemma 8.7.1 gilt
lim f(f)= lim lim f,(#) = lim lim f,(#) =0,

|t|—+00 |t]—+00 n—00 n—00 |f|—+o0
womit f € Cy(R, C); vgl. auch Fakta 12.17.7. Wir wollen noch bemerken, dass (Co(R), -, ||.|lco) mit
der punktweisen Multiplikation sogar eine Banachalgebra ist.
17.1.2 Satz. Fiir f,g € L'(R) und a,b € C gilt immer f,§ € Co(R, C), wobei (af + bg) = af + bg
und ||f||oo < ‘/Lz—nllflll. Also ist " : L'(R) — Co(R) eine beschriinkte lineare Abbildung mit einer
Abbildungsnorm kleiner oder gleich NS
Die Bedingung aus Definition 12.17.6 ist fiir X = R zu limy,+ f(f) = 0 dquivalent.
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Beweis. Aus der Linearitét des Integrals folgt sofort (a f/-i-\bg)(zj )=ua f (0) + bg(¢) fiir alle £ € R.
Weiters gilt wegen | /(&) exp(—i£0)| = | f(£)]

A 1 1
I < Elef(f)ld/l(f) = Ellflll, (17.1)

womit f eine beschriinkte, komplexwertige Funktion auf R ist.
Also ist " : L'(R) — B(R,C) eine lineare Abbildung, die wegen (17.1) beschrinkt mit einer
Abbildungsnorm kleiner oder gleich —— ist. Es bleibt zu zeigen, dass diese Abbildung sogar nach

Vam
Co(R, C) hinein abbildet. Fiir —co < ¢ < d < +cound ¢ # 0 gilt

i

— 1
Tiea) (@) = N fl exp(-iéd) dé = m{(GXP(—idO—eXP(—iCC)),

und infolge limyj— +co Tje.a)() = 0, womit T(. g € Co(R, C).
Wegen der Linearitit von "~ gilt fiir den Raum M aller Treppenfunktionen der Form Z;le @l a,

dass M C Co(R, C). GemiB Proposition 16.6.4 ist M dicht in L'(R), und wegen der Stetigkeit von
~: LYR) - B(R,C) folgt aus Satz 12.4.7

L'(R) = (M) C ct(M) C ct(Co(R, C)) = Co(R, C).
|

17.1.3 Bemerkung. Wegen der Stetigkeit von { — f(&) exp(—i&él) und der Integrierbarkeit von
& |f(&) exp(—i&d)| = |f(&)| folgt die Stetigkeit von f auch aus Lemma 14.15.3.

17.1.4 Fakta. Seien f € L'R)und r,t € R, r # 0.
1. Istauch g € L'(R), so gilt fiir alle € R

— 1

Foe) = — f f (& = g(n) dAG) exp(=iEd) dAE)
27 JR JR

= \/%7; ﬁ% fR f&—mexp(—i(€ —n)¢)dA&) g(n) exp(=ind) dA(n)
= V21 f(0R) .

2. Fiir die Funktion f, : R — C definiert durch f,(£) = f(¢ + 1), & € R, folgt f, € L'(R) mit
IIfellt = lIfll1 aus Korollar 16.6.6. Zudem gilt fiir alle € R

70 = \/%[ fR FE + D exp(—=ie) dA©)

= 5= [ F©@en(=ite - 00016 = expie0)f 0.

3. Setzen wir g(¢) = exp(ité) (&), ¢ € R, so folgt aus |exp(ité)| = 1 sofort g € L'(R) mit
llglls = lf1l;. Dabei gilt fiir alle £ € R

80 = \/%[ fR F(&) exp(ite) exp(—ié0) dAE)

i \/%rfﬂgf(f)exp(—if@—r))dﬂ(f) =fie-n.
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4. Fir g(&) = |rlf(ré), € € R, folgt aus (15.3) angewendet auf : & é dass g € L'(R), llgll, =
lf1l; und fiir alle £ € R

o0 = \/%r fR IFf(rE) exp(=i£0) dAE)

L e = L
- = fR F@exp(=ig2) da®) = f=0).

5. Setzen wir g(¢) = f(=¢€), &€ € R, so folgt g € L'(R) mit ||g]l; = ||fIl; und fiir alle € R

1 —_— 1 Y.
() = —— - —1ENH dAE) = — - 1£0)dA(¢) = .
8() mfRf( &) exp(=ié) dA(8) \/2_7TfRf( &) exp(i£4) dAg) = f({)

6. Definieren wir g : R — C durch g(¢) = —iéf(€), € € R, und nehmen g € L'(R) an, so ist
a% f(&) exp(—i&d) = g(€) exp(—iéQ) vom Betrag her durch [g(€)| gleichmiBig in ¢ beschrénkt.
Nach Lemma 14.15.4 gilt fiir alle £ € R

d , 1 . . .
%f &)= N fR FE(-DE exp(—1£L) dAE) = §(0).

7. Setzen wir f € C'(R,C) und f’ € L'(R) voraus, dann folgt zunéchst wegen Proposition
14.11.7, dass f” uneigentlich Riemann-integrierbar ist, wobei fiir x € R

f(x)=f(0)+f0 f'(t)dtx—)—ifof(oﬂfo_ f®dr.

Also existieren die Limites lim,_,. f(x). Diese Grenzwerte miissen aber verschwinden, da
anderenfalls f nicht integrierbar wire. Durch partielle Integration erhalten wir fiir / € R

N

N
+ i{f f() exp(—itl) dr.
=N -N

1=

N
f . J () exp(=itg) dt = (exp(-it) f(1))

Lassen wir N gegen +co streben, so folgt (f/T)({ ) =il f ().

17.1.5 Bemerkung. Die vorletzte Behauptung in Fakta 17.1.4 kann so interpretiert werden, dass f
umso Ofter ableitbar ist, desto schneller f im Unendlichen gegen Null konvergiert. Insbesondere
sind die Fouriertransformierten von Funktionen mit kompaktem Tréger beliebig oft ableitbar. In der
Tat ist f fiir einen kompakten Triiger K := supp(f) sogar auf ganz C fortsetzbar, da ja

A 1
=— —ier)d
IACS) mjl;f(f)exp( i£0) dA(§)

fiir alle ¢ € C integrierbar ist. Wir konnen hier Lemma 14.15.5 anwenden und sehen, dass { +— f(g“ )
auf ganz C holomorph ist, also f eine ganze Funktion ist.
17.1.6 Beispiel.

(i) Fir f = 19,17 berechnet man elementar

i

R 1 1
= — —i&o)dé = —i5)=1).
f \/ﬁfo exp(—ié) dé mg(exp( iH-1)
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(i) Um die Fouriertransformierte von f(¢) = (=i) - ¢ - L[o,1j(¢) zu bestimmen, verwenden wir Fakta
17.14, 6:

i (—i)exp(-i{){ —exp(-i) + 1
fo = § Ton) = N 7 )

17.1.7 Beispiel. Wir wollen die Fouriertransformierte der Funktion

V2

[ = V2m max(1 — ¢, 0)

berechnen, fiir die offensichtlich ||f]|; = V27t gilt. Wir zerlegen exp(—i£{) in Real- und Imaginérteil,
also exp(—i€l) = cos(é0) — isin(£Z). Da fiir festes ¢ € R die Funktion & — f(£) sin(£() ungerade
ist, verschwindet das Integral dariiber. Also gilt fiir £ # 0

1 1
fo = f 0~ exp(-ict) 1) = f (1 = [x) cos(x¢) dx = 2 fo (1 = x) cos(x0) dx

B sin(x0) ! ! sin(x{) in% 2
=2(1-x) 7 0+2](; 7 gz(l—cos(é’))—( % ) .
1
: i
’_371 ET —Lr ‘0 71? ; 3‘7r

Diese Funktion liegt auch in L' (R) und hat damit ihrerseits eine Fouriertransformierte:

A
N

fo= = f — SO exp(-ie0) da). (172)

Wir zerlegen wieder exp(—i£{) in Real- und Imaginirteil. Da & — (Cos(f) D;

Funktion ist, verschwindet das Integral dariiber. Also gilt

—>—1sin(£¢) eine ungerade

fo = = f — ) o) da®)
- E fR 25 (2(coste0) = 1) = (costec + 1) = 1) = (costed = 1) = 1)) (@

Fiir £ ¢ {—1,0, 1} stimmt das iiberein mit

1 211 (cos(éd) - 1)
dAa
Vo (fR €7 ©
I + 1*(cos(&(¢ + 1)) - 1) I = 1(cos(&(Z — 1)) - 1)
- 2 d/l(é:) - 2
R €+ 1) (€ - 1)

d/l(f)) :
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Wegen (15.3) gleicht das dem Ausdruck

1 (f 2I{I(COS§71)—1)d/1(n)
R n

Vam
) f|{+1|(0028(77)—1) a0 - f £~ 1i(cost) - 1) cu(m):
R n ® 1

1 cos(n) — 1
= 2|Z] - 1=1Z-1))- dAa
QI =1+ 1 =18=1D mfR 7 (m

1
=QUI -+ 1 -1C-1) — - (-7,
Q=1+ 1 =1¢=1D N (=m)

da mittels partieller Integration und wegen Beispiel 8.7.14

+00 1-— +00 1
f C(Q)S(X) dr = f sin x dr = 7'_['
0 X 0 X 2

AuBerdem zeigt man leicht durch Fallunterscheidung, dass

0, falls |£] > 1,
Q-1+ 1 =1 = 1) ={2(1-0), falls £€(0,1),
2(1+¢), falls £€(-1,0).
Somit gilt A
() = V2 max(1 = 1¢1,0) = (), £ ¢1{-1,0,1},

Wegen der Stetigkeit von f und f stimmen diese Funktionen auf ganz R iiberein.

17.1.8 Beispiel. Sei f(¢) = V27t max(1 — |£], 0) die Funktion aus Beispiel 17.1.7 und sei

S S
86 =) 5 fE=2m)= ) = ful).
n=0 n=0

Da f(¢ — 2n) auBerhalb von (2n — 1,2n + 1) verschwindet, ist fiir ein festes & € R hochstens ein
Summand von g(¢) ungleich Null. Insbesondere konvergiert obige Funktionenreihe punktweise.
Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

lglh = ) 5 fRf(g 2O = ) 5 Vam =22,
n=0

n=0

Wegen

N 1 0 | - | |
=255 Fall =1 ) 35 ste =206l = 3 3 VIm= o Vam

n=N+1 n=N+1

konvergiert die Folge sy(&) der Partialsummen in L'(R) beziiglich ||.||; gegen g. Wegen Satz 17.1.2
konvergiert infolge die Folge (siehe Fakta 17.1.4, 2, sowie Beispiel 17.1.7)

_ N1, | a2
WO = D 3n Janl&) = ) 5 exp(=i2nd) (&) = (1 = cos(@)
n=0

n
n=0 2

- (exp(;zg) )N +1

exp(—i20)
_ iz
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der Fouriertransformierten der Partialsummen beziiglich ||.||«, also gleichmé@Big, im Banachraum
Co(R,C) gegen 2({). Also gilt

. 4 1 —cos({)
8D =% 5"~
&& 2 —exp(-i20)
17.1.9 Bemerkung (*). Setzen wir m := \/#27[/1 sowie |||.lIl; := \/Lz—ﬂll.lh, dann stimmt

L'(R, A(T), A,C) mit L'(R, A(T), m,C) als Vektorraum iiberein. Klarerweise ist die 1-Norm
II.1ll1, die zum MaB m gehort, dquivalent zu ||.||;.

Weiters iiberpriift man leicht, dass (L'(R), «, |||.|ll;), wobei f *x g = \/#27[ f = g, ebenfalls eine
Banachalgebra ist. Die Fouriertransformation von f hat dann die Form

fo = fR f(&) exp(=ied) dm(€),

und aus Satz 17.1.2 folgt, dass f — f eine beschriinkte lineare Abbildung mit Abbildungsnorm < 1
von (L'(R), |II.|ll;) nach (Co(R, C), ||.|le0) ist. Dariiber hinaus folgt aus Fakta 17.1.4, 1, dass diese Ab-
bildung sogar mit den multiplikativen Strukturen vertrédglich ist. Also ist die Fouriertransformation
ein beschrinkter Banachalgebren-Homomorphismus von (LY(R), %, [IIlIl) nach (Co(R, C), -, |I./leo)-

I‘2 . . . . . .
17.1.10 Beispiel. Die Funktion f(¢) = e™ 7 liegt in L'(R) mit || flli = V2m; siehe Beispiel 8.7.13.
Wie man aus Lemma 14.15.4 leicht folgert, ist die komplexwertige Funktion

2
F(x) := fexp(—% +irx)dA(t), x€eR,
R

stetig differenzierbar und erfiillt F’(x) + xF(x) = 0, x € R. Lost man diese Differentialgleichung
und beachtet F(0) = ||f]|; = V2, so folgt F(x) = V27 exp(—%z), wodurch

2 2
fo = \/%T fR e exp(—ir) dA(r) = %F(—o = exp-5) = /).

17.1.11 Bemerkung (*). GemiB Lemma 16.7.4 hat L' (R) eine approximative Einheit. Nun werden
wir sehen, dass es eine Einheit ¢ im Sinne von f * e = f fiir alle f nicht geben kann.

In der Tat folgt aus f * e = f fiir die Funktion f(¢) = exp(—%) wegen f = f die Gleichung
27 f -e = f (e Co(R,C)), was wiederum ¢ = \/#27[ zur Folge hitte. Diese Funktion liegt im
Widerspruch zu Satz 17.1.2 aber nicht in Cy(R, C).

Die schlagende Eigenschaft der Fouriertransformation ist, dass sie fast involutorisch ist, also dass
sie zweimal auf eine Funktion angewendet — falls das moglich ist — fast die Funktion ergibt, mit der
man gestartet ist.

17.1.12 Satz. Ist f € L'(R) derart, dass auch f e L'(R), so gilt

F&) = f(=&) fiir Afastalle £€R.

Beweis. Wir setzen

kn(¢) = V21t max(n — n?|£],0),
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und folgern wegen k,(¢) = nk1(n€) aus Beispiel 17.1.7 und Fakta 17.1.4, 4, dass fiir { e R

~ Sin % g R A PN n—oo
kn({) = 7 , kn =k, unddaher |k,(D) <1, k() — 1.
2n

Somit folgt k,f € L'(R), wobei wegen des Satzes von der beschrinkten Konvergenz, Satz 14.6.5,
af = Flli = f|f| N, = 11d2 =50,
R

Wegen Satz 17.1.2 und der Tatsache, dass eine lineare Abbildung genau dann stetig ist, wenn sie
beschriinkt ist, gilt infolge &, /(&) — f(£) im Banachraum Cy(R, C), also gleichmiBig.
Andererseits folgt aus dem Satz von Fubini und aus lAc,,(n) = k,(n) = k,(—n)

= 1 ~ ~
Lo = —= fR kO () exp(=iE0) Q)
1 n
- f Rl0) exp(—ic0) f Fn) exp(=ing) dAGp) dAQ)
™ Jr R
1 R
- f ) f k() exp (— i€ + ) dAQ) dA)
T JR R

1 f 2 1
=—— | S k(& +1)dA() = —=ky * f(=).
V21t JR " V27 "
Nun erfiillt aber \/#ankn die Voraussetzungen von Lemma 16.7.4, wodurch lAcn f &) — f(=&in L'(R)
beziiglich ||.||; fiir n — oo.
Da auch &, f — f fiir n — oo und zwar gleichmiBig auf R, konvergiert ein und dieselbe Folge im

MaB gegen f und f(-.); siehe Fakta 16.4.3, 7. GemiB Fakta 16.4.3, 1, gilt dann f(&) = f(=&) fiir
A-fast alle £ € R. a

Aus Satz 17.1.12 erkennen wir, warum bei der Definition der Fouriertransformation die Konstante

\/#271 auftaucht. Ohne diese Konstante wiirde nimlich nicht f(f) = f(=¢) gelten.

17.1.13 Korollar. Die Fouriertransformation ist injektiv. Sind also f,g € L'(R) mit f # g als
Elemente von L'(R), so folgt f # &.

Beweis. Wire namlich f = g, so wiren f — g und f -2=( f/—\g) = 0 beide in L!(R). Also miisste
nach Satz 17.1.12 (f — g) = 0 = 0 gleich (f — g)(-.) sein. a

17.1.14 Beispiel.
[2
(i) Fiir n € NU {0} liegt die Funktion #*-e~7 in L!(R). Um das einzusehen, sei zunichst bemerkt,
dass fiir || > 2

I

12 1]
e < |- e M=) et et (17.3)
Aus der Regel von de L’Hospital, Satz 7.2.14, folgert man limy— . [t"] - e*% = 0. Also gilt
£ - e‘% < 1 auBlerhalb eines bestimmten kompakten Intervalls [-K, K], und wegen (17.3)
12
ist * - e~z iiber R \ [-K, K] nach dem Lebesgue-Mal integrierbar. Auf [—K, K] ist diese

2
Funktion stetig und daher beschridnkt. Somit ist ¢ - e~ auch iiber [-K, K] integrierbar.
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(i1)) Wir behaupten, dass fiir jedes Polynom p € C[t] mit Grad kleiner oder gleich n € N U {0}

die Fouriertransformierte der Funktion p(7) - e~ 2 auch von der Form g({) - e~ [2 mit einem
Polynom ¢ € C[{] mit Grad kleiner oder gleich 7 ist.

Fiir n = 0 folgt diese Behauptung sofort aus Beispiel 17.1.10. Wir nehmen an, dass sie fiir
Polynome vom Grad kleiner oder gleich n gilt, und betrachten ein Polynom p(#) vom Grad
kleiner oder gleich n + 1. Wir schreiben es als p(¢) = ag + ¢ - r(¢) fiir ein ap € C und einem
Polynom r(#) vom Grad kleiner oder gleich n. Aus Fakta 17.1.4 folgt

- 12 /-t7 d - t2
[p(n) -e”2]() = aole” 27 1(2) + id_g[r(t) e 2](0).

Wegen der Induktionsvoraussetzung stimmt das mit

_Z . < _Z . 2, 2
ape” 2 +i(u()-e 7)Y =ape™? +iu' (&) e 2 —ilu(l) e 2

. . e
= (ao +1u/($) —idu()) - €™ 2
iiberein, wobei u(¢) ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich n ist. Da dann ag+iu’({)—i{u({)

ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich n + 1 ist, haben wir durch vollstidndige Induktion
die Behauptung gezeigt.

(i11) Offensichtlich ist der Funktionenraum
2

P = 1{p)- e 7 p(t) € C[t] mit Grad strikt kleiner als n}

ein linearer Teilraum von L!'(R) von der Dimension n. Wir haben eben gesehen, dass die
Fouriertransformation #,, in $,, abbildet. Also ist " : £, — P, eine nach Korollar 17.1.13
injektive und daher auch surjektive lineare Abbildung.

2 . . . 2
Ist p(t) vom Grad n, und g({) - e~ 2 die Fouriertransformierte von p(¢) - e‘%, so muss der
2

. . . . . .. _&
Grad von ¢({) genau n sein. Wire dieser echt kleiner, also gleich k < n, so wire g({) - e~ 2
wegen der Surjektivitit von ": Pyi; — Pr41 auch Bild unter der Fouriertransformation einer

2
Funktion aus $. 1. Ein Gradvergleich zeigt, dass diese Funktion ungleich p(t) - e~ 7 ist. Also
wire die Fouriertransformation nicht injektiv.

17.2 Fouriertransformation von ? Funktionen

Das Ziel in diesem Abschnitt ist es, die Fouriertransformierte auch fiir Funktionen aus L?(R) :=
L*(R, A(T), A, C) zu definieren.

17.2.1 Definition. Die Schwartz Klasse sei die folgende Menge komplexwertiger Funktionen auf R

SR) :={f € C*(R,C) : sup |x"f™(x)| < +co fiiralle n,m € NU{0}}.

xeR

17.2.2 Beispiel. Ist f € C*(R, C) und hat f kompakten Triger, so haben auch alle Ableitungen von
f kompakten Triiger. Also sind alle Funktionen der Bauart x — x" ™ (x) beschriinkt und liegen
infolge in S(R). Somit gilt C (R, C) € S(R). Eine C*(R, C)-Funktion, die in S(R) aber nicht in

Coo(R, C) liegt, ist etwa f(x) = e -,
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17.2.3 Lemma. Die Menge S(R) bildet einen Vektorraum von Funktionen mit den zusdtzlichen
Eigenschaften, dass mit f,g € S(R) immer auch f - g, f sowie x — (xX' f(x)® und x — x' f®(x)
fiir alle k,1 € N U {0} in S(R) liegen. Zudem gilt S(R) C L'(R) N L*(R), wobei S(R) dicht in LP(R)
beziiglich ||.||, fiir p = 1,2 enthalten ist.

Beweis. Dass S(R) ein Vektorraum ist, der mit f auch f enthilt, folgt unmittelbar aus der Tatsache,
dass fir @, 8 € C mit f, g auch e f + g und fin C*(R) liegen, wobei (a.f + Bg)"™ = af™ + gg™
und () = fm_Fir f,g € S(R) ist bekannterweise mit f und g auch f - g unendlich oft

differenzierbar, wobei
n

(f - @)™ = Z (m) £ gm=i)
=0\
Mit Hilfe dieser Formel erhalten wir f - g € S(R) sowie (x = (x'f(x))®), (x = x'fP(x)) € SR).
Insbesondere folgt aus f € S(R) auch (x — (1 + x*)f(x)) € S(R), und damit die Beschriinktheit
der Funktion x — (1 + x%) f(x) auf R. Also ist

1
1+ x2

F0) = (1+x)f(x)

Produkt einer beschrinkten Funktion und einer Funktion aus L!(R) N L*(R) und liegt folglich in
L'(R) N L*(R). Zusammen mit Beispiel 17.2.2 erhalten wir Cq(R, C) € S(R) € LP(R) fiir p = 1,2,
wobei wegen Korollar 16.6.5 der Raum C)(R, C) und infolge auch S(R) dicht in LP(R) beziiglich
1111, ist. d

Gemil Lemma 17.2.3 hat jede Funktion aus S(R) eine Fouriertransformierte.

17.2.4 Lemma. Fiir f € S(R) gilt f € S(R), und die Abbildung "|sw) ist eine lineare Bijektion auf
S(R), wobei f(x) = f(—x) fiir alle x € R.

Beweis. Nach Lemma 17.2.3 gilt (x = —ixf(x)) € S(R) € L'(R) fiir f € S(R). Also hat diese
Funktion eine Fouriertransformierte, wobei nach Fakta 17.1.4, 6, f differenzierbar ist mit

d " —_—
%f(é ) = —1xf(x)().
Wendet man diese Schlussweise auf (x — —ixf(x)), (x = (—ix)?f(x)) und so weiter an, dann folgt
f e C™R,C)und
dm A —
Wf () = (1" f()()
fiir beliebiges m € N U {0}, womit f € C*[R,0).
Fiir n € N U {0} liegt auch x — [(=ix)" f(x)]® in der Schwartz Klasse und folglich in L'(R).
Wiederholte Anwendung von Fakta 17.1.4, 7, zeigt, dass die Fouriertransformierte von x +
[(—ix)" f(x)]™ die Funktion ¢ > i"Z"[(=ix)"f(x)](0) = "¢"(f(£))™ ist. Insbesondere liegt ¢ —
7( f ()™ in Cy(R, C) und ist damit beschrinkt, womit f € S(R).
Aus Satz 17.1.12 wissen wir, dass f = f(—.) A-fast iiberall. Nach Fakta 14.11.3, 5, gilt diese
Gleichheit auf einer dichten Menge. Wegen der Stetigkeit von f und von f(-.) stimmen diese

S

Funktionen auf ganz R tiberein. Da f +— f(-—.) eine Bijektion auf S(R) ist, muss wegen f(-.) = f
auch “|sr) eine Bijektion auf S(R) sein. a
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17.2.5 Lemma. Fiir f,g € S(R) gilt
ff-gdhffédﬂ und ||flla = I fll>-
R R

Beweis. Da (s,1) — f(s)g(f) auf R? nach 1, integrierbar ist, folgt nach dem Satz von Fubini, Satz
14.14.4, nach Fakta 17.1.4, 5, sowie Lemma 17.2.4

fR F(O&(r) daw) = \/%T fR fR f(s) exp(=ist) §() dA(s) dA(r)
- fR (s) \/12_71 fR exp(—is) (1) dA) dA(s)

- f F(5) B(=s) dA(s) = f fgda.
R R

112 = |l f |l2 erhalten wir daraus, wenn man f = g setzt und die Quadratwurzel zieht. a

17.2.6 Satz. Es gibt eine eindeutige, lineare, bijektive und isometrische Abbildung
U: L*R) — L*R),

die "|s@w) : S(R) — S(R) fortsetzt. Diese Abbildung erfiillt U(f) = f fiir f € L'(R) N L*(R). Fiir
f.g € L*(R) gilt zudem
UoU(f) = f(-),

und (Uf,Ug) = (f.8), wobei (f,8) = [, fgda.

Beweis. Da “|sr) : S(R) — S(R) gemiB Lemma 17.2.4 sowie Lemma 17.2.5 linear, bijektiv und
isometrisch beziiglich ||.|| ist und gemiB Lemma 17.2.3 sowie Lemma 17.2.4 in L>(R) dichten
Definitionsbereich und dichten Bildbereich hat, ist aus der Funktionalanalysis bekannt, dass sich
eindeutig zu einem U, wie oben beschrieben, fortsetzen ldsst. Der Vollstindigkeit halber wollen
wir das hier auch explizit zeigen.

Zu f € L*(R) gibt es wegen der Dichtheit von S(R) in L*(R) beziiglich ||.||> eine Folge (f;,)nen aus
S(R) mit lim, . f, = f. Wegen

o = Fulle = 1 f = Fulle = I fo = fiull2

ist mit ( f;,)pery auch (f,)nerr eine Cauchy-Folge und wegen der Vollstindigkeit von L2(R) konvergent.
Also existiert U f := limy_,e0 fy.

Diese Definition hdngt nicht von der konkreten Folge (f;)en ab, denn ist (g,),en eine weitere Folge
aus S(R) mit lim,,_,o, g, = f, und betrachtet man die gemischte Folge (%,),en von (f)nen und
(8n)nen, also hy = fi,hy = g1, h3 = fo,ha = go, ..., dann folgt lim, . 1, = f. Wie oben gezeigt
konvergiert daher die Folge (}Azn)neN. Als Teilfolgen von (fzn)neN konvergieren ( f,,),,eN und (2,,)nen

~

auch gegen lim,,_, h,, womit
Uf = lim f, = lim h, = lim g,.
n—00 n—oo n—00

Fir f € S(R) kénnen wir f, := f setzen und erhalten Uf = lim,_,o f = f. Also ist U eine
Fortsetzung von "|g).
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Aus der Linearitit von Grenzwertbildung und * folgt die Linearitit von U : L> — L?. Die
Isometrieeigenschaft erhalten wir aus

IUAll2 =1l lim fulla = lim [|fyll> = lim [Ifyll = [1fll2-

Insbesondere ist U beschrinkt; vgl. Definition 9.2.4. Fiir £, g € L*(R) gilt auch

3

4(f,9) = Y illf +ilgl =

3
VIU(f +i/g)l3 = 4Uf, Ug).
Jj=0 Jj=0

Als Hintereinanderausfiihrung zweier linearer und beschrinkter Funktionen ist die Abbildung
Uo U : L*(R) —» L*(R) selber linear und beschriinkt und wegen Satz 9.2.6 auch stetig. Aullerdem
gilt fiir f € S(R), dass Uf = f € S(R) und wegen Lemma 17.2.4

UoU(f)=Uf) =f=f(-).

Also stimmt U o U auf der in L?>(R) dichten Teilmenge S(R) iiberein mit der offensichtlich linearen,
bijektiven und isometrischen Abbildung f +— f(-.) von L?>(R) nach L?>(R). Nach Lemma 12.4.8
stimmen dann U o U und f +— f(-.) auf ganz L2(R) iiberein, womit sich U auch als bijektiv
herausstellt.

Fiir die Eindeutigkeit der Fortsetzung sei V eine weitere beschrinkte und lineare Fortsetzung von
"|s®)- Somit sind U und V beide stetig auf L*(R) und stimmen auf der dichten Menge S(R) tiberein.
Wieder nach Lemma 12.4.8 folgt U = V.

Fiir ein messbares und beschrinktes f : R — C mit kompaktem Triger liegt £ im Raum L'(R) N
L*(R). Ist die Funktion ks : R — R wie in Definition 15.8.5, so folgt aus Lemma 16.7.4, dass
limy, -0 ||k% * f— flli = 0. Weil krll * f nach (15.34) durch || f]|, beschrinkt ist gilt auch

IIk,g*f—f||§=f|k;*f—flzdﬂs2-||flloo-f|k;1*f—fld/l"i?O-

Nach Lemma 15.8.3 verschwindet k1 * f auBlerhalb von K + K2(0), und nach Fakta 15.8.1 ist es
unendlich oft differenzierbar. Also gilt k1 * f € C{(R, C) € S(R). Nach Konstruktion von U gilt

beziiglich ||.||2
Uf=limk *f.

n—oo n

Aufgrund der Beschrinktheit und der damit einhergehenden Stetigkeit der linearen Abbildung
*: L'(R) = Cy(R, C) erhalten wir beziiglich ||. |
f=1limk *f.

n—oo n

Nach Fakta 16.4.3, 7, konvergiert (kl/*\f)neN im Mal gegen U f und f , was nach Fakta 16.4.3, 1,

Uf = f A-fast iiberall zur Folge hat.

Ist schlieBlich f € L'(R) N L?(R), so schlieBen wir aus dem Satz von der beschriinkten Konvergenz,
dass f;, := ]l[_n’n]m FUKEO) f fiir n — oo beziiglich ||.||; und beziiglich ||.||, gegen f konvergiert.
Da f, beschrinkt ist und kompakten Triger hat, gilt nach dem oben Gezeigten U(f,) = ﬁ A-fast
iiberall. Wegen der Beschrinktheit von U folgt U(f,) — U(f) beziiglich ||.||2, und wegen der
Beschrinktheit von : L'(R) — Cy(R, C) folgt ﬁ — f beziiglich ||.||, Was wegen Fakta 16.4.3, 7
und 1, die Gleichheit U f = f A-fast tiberall nach sich zieht. a
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17.2.7 Bemerkung. Mit ganz wenigen Adaptionen lisst sich die Fouriertransformation auch auf
Funktionen f € L'(R¢, A(T“), A4, C) definieren. Fiir z € R? setzt man

A

f@):=

J(x) exp(—i
Rd ;

x;zj) dAg(x).

d
d
2 =

(2m)

Es gelten dabei alle oben gebrachten Resultate, wobei die jeweiligen Beweise dhnlich den hier
gebrachten sind.

17.3 Laplacetransformation

Sei f : [0, +00) — C eine messbare Funktion. Wir nehmen an, dass es ein s € R derart gibt, dass
exp(—st) f(t) als Funktion von ¢ € [0, +00) beziiglich des Lebesgueschen Mal3es integrierbar ist, also
in L'0, +00) := L([0, +00), AT ")j0,+00)> dal a7 1)y, C) liegt. Fiir r > s folgt | exp(=r1) f(1)] <
|exp(—st) f(¢)| und infolge (¢ — exp(—ri)f(r)) € L0, +00). Allgemeiner folgt fiir z € C mit
Rez> s

lexp(=z0) f(D)] = exp(—=Re(2)1) | f ()] < |exp(=s1) f(1)],

womit auch ¢ — exp(—zf)f(¢) in L'[0, +co) liegt. Wegen dieser Uberlegungen macht folgende
Definition Sinn.

17.3.1 Definition. Sei f : [0,+c0) — C messbar. Liegt ¢t — exp(—st)f(¢) fiir kein s € R in
L'[0, +00), so setzen wir o(f) := +00. Anderenfalls sei o°(f) € [—o0, +00) das Infimum aller jener
Zahlen s € R, fiir die (¢ — exp(—s1)f(1)) € L'[0, +o0) erfiillen. Wir definieren die Laplacetransfor-
mierte L(f) : (o(f), +00) — C von f durch

LX) = L e 4.
Weiters sei L.(f) : {z € C: Rez > o(f)} — C die Fortsetzung von L(f) definiert durch

L)) = f

J(@) exp(—zt)dA(1).
[0,+00)
17.3.2 Bemerkung. Fiir s = o°(f) kann f[o +o0) f () exp(—st) dA(t) existieren, muss es aber nicht.

17.3.3 Beispiel. Als einfaches Beispiel betrachte die Konstante Funktion 1 auf [0, +00). Da f —
exp(—st) genau fiir s € (0, +00) iiber [0, +c0) integrierbar ist, gilt o7(1) = 0 und fiir Rez > o(1) = 0

L(M)(2) = f exp(—zt)dt = l.
0 z

17.3.4 Proposition. Fiir Funktionen f, g wie in Definition 17.3.1, n,b € Cmitn # O und a €
(0, +00) gelten folgende Aussagen.

(i) Lc0)=0.
(ii) omf) = o(f) und Lnf) = nL(f).
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(iii) o(f + g < max(o(f),0(8)) und L(f + g)(2) = L)) + Lc(8)(2) fiir alle komplexen z mit
Re z > max(o(f), o(g)).

(iv) Fiir reellwertige f gilt Lo(f)Z) = L(f)). Insbesondere ist auch L(f) reellwertig.
(v) Fiir g(t) = f(at) folgt 0(g) = ao(f) und aL.(g)(z) = L(f)(%).

(vi) Fiir g(t) = (1) exp(th) folgt o(g) = o°(f) + Re b und Le(g)(@) = L)z~ b).

(vii) L.(f) ist eine auf ganz {z € C : Rez > o(f)} holomorphe Funktion.

Beweis. Alle Punkte bis auf den letzten sind elementar nachzupriifen. Diesen konnten wir leicht
mit Hilfe von Lemma 14.15.5 beweisen. In der Tat gilt

L()@) = f J () exp(=zx) dA(x),
| S—

0,+00
[ ) =:h(z,x)

wobei z — h(z, x) fiir alle x € [0, +00) auf {z € C : Re z > o°(f)} holomorph ist, x — h(z, x) fiir alle
komplexen z mit Re z > o(f) integrierbar ist, und wobei

|h(z, X)| < [f(x)] exp(— (6 + o(f)x) fiiralle x e [0,+oc0)

und z € C mit Rez > ¢ + o(f) fiir jedes 6 > 0. Da jede kompakte Teilmenge K der Menge

{zeC:Rez>0o(f)}in{z € C:Rez > d + o(f)} fiir ein hinreichend kleines 6 > 0 enthalten ist,
sind alle Voraussetzungen von Lemma 14.15.5 erfiillt und £.(f) damit holomorph. a

Fiir Rez > o(f) schreiben wir z als a + ib, a, b € R und sehen, dass

L(f)a+ib) = f 1[040 f (¢) exp(—at) exp(—ibr) dA(r) (17.4)
R

betrachtet als Funktion der reellen Variablen b mit der Fouriertransformierten der Funktion ¢ —
V27f(t) exp(—at) 1o +o0) libereinstimmt.

17.3.5 Proposition. Sind f, g : [0, +c0) — C messbare Funktionen mit endlichen o(f), o(g) und
gilt L()(2) = LA(2)(2), z € M, fiir eine Menge M C {z € C : Rez > max(c(f),o(g))} mit
Héiufungspunkt in {z € C : Rez > max(o(f),o(g))}, so folgt f = g fastiiberall. Insbesondere ist
die Laplacetransformation injektiv.

Beweis. Wegen der Voraussetzung folgt aus dem Identitétssatz, Satz 11.6.23, dass L.(f)(z) und
L:(g)(z) auf {z € C : Rez > max(c(f),o(g))} tibereinstimmen. Ist a > max(o(f), o (g)),
so stimmen nach (17.4) die Fouriertransformierten von V27 f(@) exp(—at) 1jp+e0) und von
\V2m g(H) exp(—at) Lo+ liberein. Wegen Korollar 17.1.13 folgt die Behauptung. a

17.3.6 Bemerkung. Wir wollen noch zwei wichtige Eigenschaften der Laplacetransformation
erwihnen, die sich entweder mit Hilfe von (17.4) oder direkt verifizieren lassen.

Die erste besagt, dass fiir messbare f, g : [0, +o00) — C immer o(f * g) < max(c(f),o(g)). Dabei
gilt Le(f * 8)(2) = L(f)Lc(8)(2) fiir Rez > max(o(f), 0(g)). Wegen

g = f($)gt = 5)da(s) = e” f (f()e™) (gt = 5)e ") da(s)
[0,7] [0,7]
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ist f * g auch definiert, wenn f und g nicht notwendigerweise integrierbar sind, sondern nur f und
g eine Laplacetransformierte haben.
SchlieBlich gilt fiir f € C¥[0, +0) derart, dass fif..., f(k) alle eine Laplacetransformierte haben

.....

k=1
L(f)D) = X L(H@ = ) FPOF.
j=0
Diese Eigenschaft der Laplacetransformation kann zur Lésung gewisser Differentialgleichungen
verwendet werden.

17.4 Fourierreihen

17.4.1 Definition. Sei H ein Vektorraum iiber R oder Cund (., .) : HxH — R (C) ein Skalarprodukt,
also (., .) bilinear im reellen Fall und sesquilinear im komplexen Fall, (x,y) = m und (x,x) >0
fiir x,y € H, wobei (x,x) = 0 genau dann, wenn x = 0. Unter diesen Umsténden nennen wir
(H,(.,.)) einen Skalarproduktraum. Zudem setzen wir fiir x € H

llxll.y := V(x, x).

Wenn keine Verwirrung auftreten kann, schreiben wir meist ||x|| anstelle von ||x]| ).
Ist der geméB dem folgenden Lemma 17.4.2 normierte Raum (H, ||.||..)) ein Banachraum, so nennt
man (H, (.,.)) einen Hilbertraum.

17.4.2 Lemma. Fiir einen Skalarproduktraum (H, (., .)) gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
P < (0,0 - (0,y) fiiralle x,y € H. (17.5)
und |||, bildet eine Norm auf H; siehe Definition 9.1.1.

Beweis. Um (17.5) zu zeigen, konnen (x,y) # 0 annehmen, da anderenfalls die Ungleichung
stimmt. In diesem Fall gilt x # 0. Indem wir nétigenfalls x durch % - x ersetzen, womit sich auf
beiden Seiten von (17.5) nichts dndert, kénnen wir sogar (x,y) > 0 annehmen. Fiir x,y € H und
alle r € R gilt dann

O<(x+ytx+y = tz(x,x)+t-2(x,y)+ v, y).

Setzen wir 1 = — 15, so folgt 0 < —(();y)g)z + (y,y), womit (17.5) bewiesen ist.
Es bleibt zu zeigen, dass ||.|| eine Norm ist. Offenbar gilt ||x|| > 0, wobei V(x, x) = ||x|| = 0 genau
dann, wenn x = 0, da (., .) positiv definit ist. Zudem gilt ||a x|| = Vaa (x, x) = |a|||x||. SchlieBlich

folgt wegen |(x,y) + (v, 0)| < [(x, ) + |(y, ©)| < 2lIx] |lyll die Ungleichung

(x.y)

o + 1% = (e + v, x + ) = [P + (6 y) + 0, %) + Iyl < ]+ [IylD? .
a
17.4.3 Beispiel.

(i) Versehen wir etwa C? mit dem natiirlichen Skalarprodukt (x,y) := Z?zl X;yj, so ist die von
(.,.) erzeugte Norm gerade ||.||> und (C%, (., .)) ist ein Hilbertraum. Entsprechend ist R mit
(x,y) = Z?:] x;y; ein Hilbertraum.
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(i) Fiir einen MafBraum (Q, A, ) sind Lz(Q, A, u, C) bzw. LZ(Q, A, u, R) versehen mit

wm:%ﬂﬁw

Banachriume. Aus der Holdersche Ungleichung (16.2) fiir p = g = 2 folgt, dass fiir f, g €
LX(Q, A, u,Cybzw. f, g € LX(Q, A, U, R) die Funktion f - g integrierbar ist. Also ist

(9= [ fedu

eine wohldefinierte Zahl in C bzw. R. Man zeigt unschwer, dass (., .) ein Skalarprodukt ist,
wobei die von (., .) erzeugte Norm gerade ||.||» ist. Insbesondere ist L*(Q, A, u, C) versehen
mit (.,.) ein Hilbertraum. Dasselbe gilt fiir LX(Q, A, u, R).

(ii1) Fiir Q # 0 versehen mit der o-Algebra P(Q) aller Teilmengen von Q und mit dem Zdhlmaf
1 PQ) — [0,+00], u(A) := Yjiea 1, schreibt man meist £2(Q,R) bzw. £2(Q,C) statt
L2(Q, P(Q), i1, R) bzw. L*(Q, P(Q), u, C); siehe Beispiel 16.3.3. Dabei gilt

((ZKkeq, Wikeq) = ZZk Wik

keQ

fiir (z)req> Wikeq aus £2(Q, R) bzw. £2(Q, C); siehe Beispiel 14.6.3.

17.4.4 Definition. Sei (H, (.,.)) ein Skalarproduktraum. Eine indizierte Menge {e; : i € I} von
nichtverschwindenden Elementen aus H heillt Orthogonalsystem, wenn (e;, e;) = O fiir alle i, j €
I, i # j. Ein Orthogonalsystem heilit Orthonormalsystem, wenn zusitzlich |le;|| = 1 fiir alle i € 1.

Offenbar lisst sich jedes Orthogonalsystem {e; : i € I} durch Normierung in das Orthonormalsystem
{ﬁei : i € I} uiberfiihren.

Aus der Linearen Algebra ist die folgende Proposition 17.4.5 bekannt. Wir bringen im Folgenden
der Vollstindigkeit halber den Beweis. Dazu sei an den Begriff einer Projektion erinnert. Das ist
eine lineare Abbildung P : H — H mit P o P = P. Fiir eine solche Projektion ist H die direkte
Summe von P(H) und ker P. Weiters bezeichnen wir im Folgenden fiir einen Hilbertraum H mit
M~ das orthogonale Komplement einer eine Teilmenge M, also

M*={xeH:(x,y)=0 fiiralle ye M}.

17.4.5 Proposition. Sei I endlich und {e; : i € I} ein Orthonormalsystem in einem Skalarproduk-
traum (H, (., .)) iiber R oder iiber C. Dann ist {e; : i € I} linear unabhdingig, es gilt

H = span{e; : i € I} @ spanfe; : i € I},

und
P:H—> H, P := Z(x, ej)e;

iel

ist die Projektion mit P(H) = span{e; : i € I} und ker P = P(H)™*.
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Beweis. Offenbar ist P : H — H definiert durch P(x) := };c/(x, e;) e; linear. Weiters gilt2

P(P() = D () (x.eej e (17.6)
iel  jel
= (x,ej)(ej,ei)ei = ) (x,e)e = Px,

womit P eine Projektion ist. Wie aus der Linearen Algebra bekannt, ist H somit die direkte Summe
von ker P und von ran P. Offenbar gilt ran P C spanfe; : i € I} und wegen Pe; = e; sogar
ran P = spanfe; : i € I}. Aus (3 ciej, e)) = c; fiir reelle bzw. komplexe Zahlen ¢; folgt die lineare
Unabhingigkeit von {e; : i € I}. Folglich gilt Px = 0 genau dann, wenn (x,¢;) = O fiiralle i € I,
was aber zu x € spanfe; : i € I} dquivalent ist. |

17.4.6 Bemerkung. Eine Projektion P : H — H auf einem Skalarproduktraum (#, (., .)) nennt
man orthogonale Projektion, wenn P(H) orthogonal auf ker P steht, also wenn ker P C P(H)*.
Weil H die direkte Summe von P(H) und ker P ist, gilt in dem Fall sogar ker P = P(H)".

17.4.7 Lemma. Mit der Notation aus Proposition 17.4.5 gilt IxI?> = ||Px||*> + ||(I — P)x||* und infolge
[|Px|| < ||xI| fiiralle xe€ H. (17.7)

Zudem gilt || Yic; cieill” = Sierlcil fiir c1, ..., ¢y aus R bzw. C, womit ||Px|I> = s [(x, )| fiir
alle x € H. Schlieflich ist ) ;c;(x, e;) e; der eindeutige Vektor in spanfe; : i € I} mit minimalem
Abstand zu x fiir jedes x € H.

Beweis. Sind u,v € H mit uLlv, so gilt (u + v,u +v) = (u,u) + (v,v). Wenden wir diese Tatsache
auf u = Pxund v = (I — P)x (€ ker P) an, so erhalten wir die erste Gleichung. Wenden wir sie
n-mal auf die Summe cje; + - - - + c,e, an, und beachten, dass ||cjej||2 = |cj|2, so folgt die zweite
Gleichung.

Um die letzte Behauptung zu zeigen, sei y € span{e; : i € I} beliebig. Der Abstand zum Quadrat
von y zu x ist wegen (x — Px) € ker Pund y — Px € P(H)

(x=y,x=y)=(x—-Px+(Px—-y),x—Px+(Px-y))
=x-Px,x—Px)+(Px—y,Px—y) = ||)C—Px||2 + ||Px—y||2.

Also gilt immer ||x — y|| > |lx — Px|| auBer im Fall ||Px — y||> = 0 bzw. y = Px. |

Wir betrachten Orthonormalsystem {e; : i € I} mit beliebig gro3er Indexmenge /. Fiir B € E(I), also
fiir ein endliches B C I, ist (¢;);ep ein endliches Orthonormalsystem. Die orthogonale Projektion
Pp: H— H mit P(H) = span{e; : i € B} ist nach Proposition 17.4.5 gegeben durch

PBX = Z(X’ ek) €k,
keB
aus Lemma 17.4.7 wissen wir
I = 11 = Pa)xll® + > 1, el (17.8)
keB

Wir erhalten somit folgenden Satz.

2Hier steht 6; ; fiir das Kronecker Delta, also ¢;; = O fiir i # jund 6; = 1.
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17.4.8 Satz. Sei (H,(.,.)) ein Skalarproduktraum iiber R oder C und {e; : i € I} ein Orthonormal-
system. Fiir ein x € H gilt Y1 |(x, e;)* < +00, also liegt ((x, €;)),.; in t*(I,R) bzw. £3(1,C).
Auflerdem konvergiert Y, ;c;(x,e;) e; im Sinne von Definition 9.3.4 unbedingt in H beziiglich ||.||
gegen x genau dann, wenn Yy |(x, e = |IxlI~

Im Falle I = N erkennen wir leicht, wenn wir B = {1,..., N} in (17.8) betrachten, dass die Aussagen
in Satz 17.4.8 richtig bleiben, wenn wir statt der unbedingten die klassische Konvergenz einer
Reihe meinen; vgl. Fakta 9.3.5.

17.4.9 Definition. Man bezeichnet ) ;c;(x, e;) e; als Fourierreihe von x beziiglich des Orthonormal-
systems {e; : i € I}, ob sie nun konvergiert, oder nicht. Konvergiert die Fourierreihe von jedem
x € H gegen x, so heilt {e; : i € I} Orthonormalbasis von H.

17.4.10 Proposition. Mit der Notation aus Satz 17.4.8 ist {e; : i € I} genau dann eine Orthonor-
malbasis von H, wenn die lineare Hiille von {e; : i € I} dicht in H ist.

Beweis. Da das Netz ( X rep(x, ex) ex) es(ry In spanfe; @ i € I} liegt, folgt aus der Orthonormalbasis-
eigenschaft, dass span{e; : i € I} dicht in H liegt.

Umgekehrt folgt aus der Dichtheit span{e;}ics, dass es zu € > 0 ein X ;4 arex € spanfe; : i € I} mit
A € &(I) und skalaren aj derart gibt, dass ||x — > rea arexll < €. Mit (17.7) folgt fiir A € B € E(1)

wegen Pp(Yres @ker) = Xgea ki

b= Ppxll < Ilx = ) axerll + 1P axer = DIl < 2llx = > axexl] < 2e.

keA keA keA
Wir schlieBen damit auf }};;(x, e;) e; = x; vgl. Definition 9.3.4. a
Fiir Hilbertraume erhalten wir folgendes, schones Resultat.

17.4.11 Satz. Sei (H,(.,.)) ein Hilbertraum iiber R oder C und {e; : i € I} eine Orthonormalbasis
von H. Dann ist die Abbildung  : H — 2(I,R) bzw. y : H — (*(1,C) definiert durch

Y(x) = ((X, ei)),'el
linear, bijektiv und isometrisch, wobei (l/‘l((ci)iel) = Yics Cie; fiir alle (c;)ier € (1, R) (£%(1,C)).

Beweis. Dass ¢y den Raum H isometrisch nach £2(N, R) bzw. ¢*(N, C) hinein abbildet, folgt aus
Satz 17.4.8. Die Linearitit ist auch klar. Um die Surjektivitit zu zeigen, sei (c;)ic; aus £2(N, R) bzw.
{>(N, C). Fiir A, B € &) gilt

> aer Yo

keA keB

2 2

> aa

keAAB

2
= > el =

keAAB

2 2
Dl = e

keA keB

. (17.9)

Da c;|?, also das Netz (Xkea |ck|2)A€8(1) konvergiert, ist es ein Cauchy-Netz. Wegen (17.9) ist
auch ( Xrea cxex) scg(r) €in Cauchy-Netz und zwar in H beziiglich ||.|l. Da H ein Hilbertraum ist,
konvergiert dieses Netz und damit };; c;e;; siehe Lemma 5.3.11. Da wegen |(x, ex)| < ||x]| |lexl| die
lineare Abbildung x — (x, ex) von H nach R bzw. C beschrinkt und infolge stetig ist, folgt

(Z ciej,er) = Z ci(ei,ex) = ck,

i€l i€l

womit Y(3 e ciei) = (Ci)ier- 4
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Im Falle I = N gelten die Aussagen in Satz 17.4.11 auch, wenn wir statt der unbedingten von
2.l cie; die klassische Konvergenz von }°, c;e; meinen.

17.4.12 Korollar. Sei (H, (.,.)) ein Hilbertraum und {e; : i € I} ein Orthogonalsystem. Dann ist

Px := Z(x, e)e;

iel

eine wohldefinierte lineare Abbildung P : H — H. Sie ist eine orthogonale Projektion mit
Bildbereich P(H) = cl(span{e; : i € I}).

Beweis. Nach Proposition 17.4.10 ist {e; : i € I} eine Orthonormalbasis des Hilbertraumes X :=
cl(span{e; : i € I}); sieche Lemma 9.1.8. Gemil} Satz 17.4.8 liegt ((x, ¢;)),.; in £2(1,R) bzw. £3(1,C),
weshalb 3.c/(x, ;) e; = ! (((x, €i));c 1) ein wohldefiniertes Element des Hilbertraumes (X, (., .)) ist,
wobei ¥ : X — €2(I,R) bzw. ¢ : X — *(I,C) die Abbildung aus Satz 17.4.11 angewendet auf X
1st.

Nach Satz 17.4.11 gilt auch Px = ¢~ (¢(x)) = x fiir x € X, was P o P = P und P(H) = X nach sich
zieht. SchlieBlich gilt wegen der Bijektivitit von ¢, dass Px = zﬁ"(((x, ei))ie,) = 0 genau dann,
wenn x € {e; : i € I}*, wobei {e; : i € I}* = X+ = P(H)* wie aus der Linearitiit und Stetigkeit von
x = (x,e;) folgt. a

17.4.13 Proposition. Ist (H, (.,.)) ein Hilbertraum und {f; : j € J} ein Orthogonalsystem darin, so
gibt es immer eine Orthonormalbasis von H, welche alle Vektor aus {f; : j € J} enthdilt.

Weiters gibt es zu jedem abgeschlossenen Teilraum X von H eine orthogonale Projektion P : H — H
mit P(H) = X.

Beweis. Wir schreiben {f; : j € J} als Teilmenge F' von H und bezeichnen mit M die Menge aller
Orthogonalsysteme in H, welche F' umfassen. Versehen mit C ist M eine halbgeordnete Menge.
Von einer durch C total geordnete Teilmenge N' € M iiberzeugt man leicht, dass (Jgcn E ein F
umfassendes Orthonormalsystem in H ist, also eine obere Schranke von A in M bildet. Nach dem
Lemma von Zorn, Satz A.2.5, hat M ein maximales Element E = {e; : i € I}.

Wir nehmen an, {¢; : i € I} wire keine Orthonormalbasis. Bezeichnet P die dazugehorige orthogona-
le Projektion aus Korollar 17.4.12, so konnen wir H als direkte Summe von dem echten Unterraum
P(H) = cl(spanfe; : i € I}) und von P(H)* schreiben. Weil damit P(H) nicht der Nullraum wiire,
gibt es ein e € P(H)* mit ||| = 1. Geben wir e zu {e; : i € I} hinzu, so erhalten wir ein echt
groBeres Element von M als {e; : i € I}, was der Maximalitit von E widerspricht.

Ist schlieBlich X ein abgeschlossener Teilraum von H, so ist dieser fiir sich ein Hilbertraum und
hat nach dem eben bewiesenen eine Orthonormalbasis {e; : i € I}. Nach Proposition 17.4.10 gilt
X = cl(span{e; : i € I}). Die Existenz einer orthogonalen Projektion P : H — H mit P(H) = X
folgt aus Korollar 17.4.12. a

17.5 Fourierreihen auf L[, 7t

Wir betrachten hier den Hilbertraum L*([—7t, 7t], A(T! N=rml> %[/ll AT ) C) versehen mit

1
(frg) = —f[ 7-gal

27
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und schreiben kurz L2[—m, 7t] dafiir. Sind m, n € Z, so gilt

7T

(exp(ni.), exp(mi.)) = %{ f exp(nit) - exp(mir) dt

-7t

lf” (« ity dr 1, falls m=n,
= — X n—mi =
m ) P 0, falls m#n.

Also bildet {e, : n € Z} mit e,(f) := exp(nit) ein Orthonormalsystem in L*[—7r, 7t].
17.5.1 Lemma. Das Orthonormalsystem {e, : n € Z} ist eine Orthonormalbasis in L*[-m, 7).

Beweis. Zu f € L*[—m, 7] und jedem € > O gibt es nach Korollar 16.6.5 ein g € Coo((=mt, ), C)
mit || f — gl < €. Weil [-7, 1) > ¢ — exp(it) € T bijektiv ist, gibt es eine Funktion ¢ : T — C mit
g(t) = ¢(exp(ir)) fiir ¢t € (-7, 1) und ¢p(—1) = 0.

Wihlen wir @ > 0 mit supp(g) C (—a, +a) C [-a, +a] C (-7, ), so gilt ¢({) = O fiir £ in der
kompakten Menge exp (i - ([-7t, —a] U [+a, +71])), womit ¢ auf dieser Menge stetig ist. Wegen
Korollar 12.12.10, angewendet auf exp(i.) : [-a,+a] — exp(i - [-a, +]), ist ¢ auch auf der
kompakten Menge exp(i-[—a, +a]) stetig. Infolge ist ¢ auf ganz T = exp (i-([-7, —a]U[+a, +7]))U
exp( - [-a, +a]) stetig; vgl. Lemma 12.7.4.

Nach Beispiel 12.18.10 gibt es eine Funktion der Bauart Z;iv_ ~ Cnd" mit

+N
sup | Z ¢y exp(nit) — g(t)| = s{tgg

S %4 "

+N
a0 <e.

n=-N

Somit ist das trigonometrische Polynom /h(f) = Z;{iv_ N Cn €xp(nit) ein Element aus der linearen

Hiille von {e, : n € Z} mit ||g — Al < €. Wegen |lg — hl3 = 5= - gl>da < ||g — hl|%, folgt
[lf — hll; < 2¢€, womit die lineare Hiille von {e, : n € Z} dicht in L*[-m, 7t liegt. Wir erhalten die
Aussage daher aus Proposition 17.4.10. a

Nach Satz 17.4.11 stellt f +— (c,)nez mit den Fourierkoeffizienten

cn = (f,exp(ni.)) = %{ f f(@®) exp(—nir)dA() fir neZ, (17.10)

[-mt,m]

eine lineare, isometrische Bijektion von L*[-m, 7] auf KZ(Z, C) dar, wobei die Fourierreihe

Z ¢ exp(nif) (17.11)

nez

beziiglich der von (., .) induzierten Norm ||.||, gegen f konvergiert. Man beachte dabei, dass>fiir
(¢wlnez € €3(Z,C)
lim ¢, =0. (17.12)

n—=+oo

Interessant ist die Frage, ob (17.11) vielleicht auch in einem anderen Sinn, etwa im Sinne der
punktweisen oder gleichméBigen Konvergenz, konvergiert.

3Siehe Proposition 3.9.7.
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17.5.2 Bemerkung. Fassen wir in (17.11) die Summanden +n und —n zusammenfassen und
beachten (17.12), so erkennen wir, dass (17.11) genau dann konvergiert, wenn die Funktionenreihe

co + Z (cm exp(mit) + c_,, exp(—mit))

m=1

=ty ((cm T ) cos(mt) + i(Cy — Cop) sin(mt)) (17.13)

=y =:by,

es tut, und zwar gilt diese Aquivalenz jeweils im punktweisen Sinn, im gleichmiBigen Sinn, oder
beziiglich ||.||2. Man rechnet leicht nach, dass dabei fiir m € N

ay = Tl[ f f(®) cos(mt) dA(t), b, = % f f(®) sin(mr) dA(z) .
[—mt,7mT

84| [-mtm]

Aus (17.12) erhalten wir
lima,=0 und limb,=0. (17.14)

n—00 n—00
Beachte, dass fiir reellwertige Funktionen f offenbar ¢,, = c_, gilt, und damit die a,, und die by,
sowie ¢ alle reell sind. Weiters gilt fiir gerade Funktionen, also f(t) = f(-t), t € [—m, 7t], immer
b, = 0 und somit ¢,,, = c_,,,, und fiir ungerade Funktionen, also f(t) = —f(-t), t € [-m, 7t], immer
a, = 0 sowie ¢p = 0 und infolge ¢, = —c_,, fiir m € N.

17.5.3 Beispiel. Betrachte die Funktion

+Z—T , falls x € (0, 7],
f(x):=<5 0, falls x€{0,—m, +7},
%‘, falls x € [-7,0).

Da die Funktion ungerade ist, gilt ¢o = 0 sowie a,,, = 0 bzw. ¢;, = —c_,, = % Die Reihe in (17.13)
wird also eine reine Sinusreihe. Man berechnet elementar, dass b,, = O fiir gerade m € N und
by, = % fiir ungerade m € N. Also hat (17.13) fiir diese Funktion die Form

[ee]

Z sin(2k — 1)t

e~ 2k-1

Diese Reihe konvergiert beziiglich ||.||, gegen f. Wir konnen aber bis jetzt nichts iiber die Konver-
genz dieser Reihe, also der Folge der Partialsummen

N

sin((2k — 1)t
an(D) = Z% N=123,...
k=1

im punktweisen Sinne geschweige denn im gleichmifBigen Sinne aussagen.
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Wir wenden uns der Frage nach punktweiser Konvergenz der Fourierreihe zu. Sei zunichst f(x) ein
trigonometrisches Polynom vom Grad < N; siehe Bemerkung 6.10.3. Da die k-te Partialsumme
k k
si(x) = co + Z (cm exp(mix) + c—p exp(—mix)) = co + Z(am cos mx + by, sin mx)

m=1 m=1

der Reihe in (17.13) gerade die Projektion P(f) aus Proposition 17.4.5 von f auf die lineare Hiille
von exp(mi.), m € {—k, ..., +k} ist, folgt sx(x) = f(x) fir k > N. Also konvergiert (s;(x))reny gegen
f(x) fur alle x.

Die k-te Partialsumme s;(x) der Reihe in (17.13) fiir eine beliebige Funktion f € L*[—7t, 7] ldsst
sich folgendermalen umschreiben

k
%{ f fda + %‘;( f F(8) exp(=mir) dA(1) - exp(mix)+

[—mt,m] [—7,m]

f F(6) exp(mit) dA(T) - exp(—mix)) -

[,

k
_ %{ f £(0) - ( > explnicx - t)))d/l(t).
[—7t,7]

n=—k

Fiir k € N U {0} setzten wir Dy(?) := Zﬁ:_k exp(nit) und erhalten

1
sk(x) = 7 f J(@) Di(x —1)dA(1). (17.15)
[-7m]

Die Funktion Dy(#) heiflt Dirichlet-Kern und ist 27t periodisch. Man sieht leicht mit Hilfe der
Formel (1 —g)(1 + g+ ---+¢™) = (1 — ¢"*1), dass sich Dy, schreiben lisst als

k
. 1
Di(t) = Z e = exp(—kif)

n=—k
_exp((—k — i) —exp((k + )ir) _ sin ((k+ §)1)
) exp(—3i) — exp(3ir) - sind

—exp((2k + 1)ir)
1 —exp(ir)

(17.16)

t
= (coskt+cot§ - sinkr).



324 17 Integraltransformationen und Fourierreihen

Abbildung 17.1: Dirichlet-Kern

Nehmen wir uns eine Funktion f € L?>[—, 7t] her, vernachlissigen den Funktionswert bei 7t und
setzen f|_rm auf ganz R zu einer 27t-periodischen* Funktion f. fort, so konnen wir (17.15) in der
Form !
si(x) = o f fo(x + 1) Dp(2) dA(r) (17.17)
(-]

schreiben. Man beachte, dass dieser Ausdruck fiir alle x € R existiert und wie f. auch 27-periodisch

ist. Wegen
7T
f Dy()dt =27

T
konvergiert die Folge der Partialsummen s in einem Punkt x gegen ein s(x) € C genau dann, wenn

f (f-(x + 1) = s(x)) Di(2) dA(2) piiry 0. (17.18)
(-]
Folgender Satz liefert uns ein hinreichendes und einfach nachzupriifendes Kriterium fiir die Kon-

vergenz der Folge (si(x))ren.

17.5.4 Satz. Sei f € L*[-m, m) und f. die 2m-periodische Fortsetzung von f =m0 auf ganz R.
Existieren fiir festes x € R die einseitigen Limites

Soet) = lim £ und f(x-) = lim f.(1)

sowie die verallgemeinerten einseitigen Ableitungen

fox+h) = fo(x+)

Sox+h) - fi(x-)
h b

h

! = li d ./ (x-):= li
$en) = i, nd £ = Jig,

4Eine Funktion 4 : R — C heifit 27t-periodisch, wenn h(x) = h(x + 2m) fiir alle x € R.
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dann folgt
Jim s() = w (17.19)

Beweis. Wegen (17.18) lisst sich die gewiinschte Beziehung (17.19) umformulieren zu’

Jim f (ﬁ(wz)—%) Du(t) dA(r)
(-]

= lim f(f~(X+t)+f~(x—t)—f~(X+)—f~(x—))Dk(t)d/1(t)=0-

k— o0

[0.7]

Mit Hilfe von (17.16) sehen wir, dass dieses Integral tibereinstimmt mit

f (Fo(x+ D) + fulx = 1) = fo(x+) = f-(x=)) - cos kt dA()

(0.m)

+ f(ﬂ(x”)+f~(x_'t)[_f~(x+)_f~(x_) cos - |- sinkrda@). (17.20)
sin 5 2

0,

Die Funktion in der Klammer im ersten Integral ist offenbar in L*[-7t, 7). Das erste Integral
ist also bis auf eine von k unabhéngige multiplikative Konstante die Summe c_; + ¢, = a; der
Fourierkoeffizienten der Funktion

(S + D+ fulx = 1) = fulxt) = fo(x=) - Lo »

konvergiert daher fiir k — oo gegen Null; siehe (17.12).
Die Funktion g in der Klammer des zweiten Integrals erfiillt
i SO = ) = )

- COS - =
t—0+ Sin % 2

lim (L&D =00 fE=-D- )t
im + .

-0+ t t sin 5

- COS é =2(fL(x+) — fL(x-)).

Insbesondere ist g - 1 (o auf einem hinreichend kleinen Intervall (0, 8] beschrinkt. Auf (6, 7r)
tibertrigt sich die Tatsache, dass  — f.(x + f) + f.(x — f) quadratisch integrierbar ist, auf g - L(gx).
Insgesamt liegt g - 1 (o) in L*[-m, 7). Also gleicht das zweite Integral in (17.20) wieder bis auf
eine multiplikative Konstante der Differenz c; — c_; = —1 by der Fourierkoeffizienten der Funktion
g - L0, und konvergiert daher gegen Null. a

17.5.5 Bemerkung. Ist / gemal Definition 11.1.9 stiickweise stetig differenzierbar auf [—7, 7], so
sind die Voraussetzungen von Satz 17.5.4 fiir alle x € R erfiillt. Also konvergiert die Fourierreihe
bei Stetigkeitspunkten x von f. gegen f.(x) und sonst gegen M

SMan beachte, dass Dy (¢) eine gerade Funktion ist.
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17.5.6 Beispiel. Wir betrachten f(x) = |x|, x € [-m, 7t]. Die 27-periodische Fortsetzung dieser
Funktion, die sogenannte Sdgezahnfunktion, ist stiickweise stetig differenzierbar. Also konvergiert
die Fourierreihe punktweise gegen f. Da f gerade ist, gilt b,, = 0 und damit ¢,, = c_; vgl
Bemerkung 17.5.2. Fiir m > 0 gilt zudem

am 1 [ 1 (™
Cm=Cpm=—=— |t cosmtdt = — tcosmtdt
2 2nJ_, 7 Jo

1 ” 1 1
= ——f sinmrdt = ——(cosmm —cos0) = —((-1)" - 1),
mt Jo m27 m27

sowie ¢y = ﬁ jj; le|dt = g Also erhalten wir fiir jedes x € [, 7]

7 1 \ Lo 4o 1
=+ ne;fm S ((=1)" = Dexp(nix) = 5 ~ ;m; Ermr (2m - 1)x).

Insbesondere gilt fiir x = 0

17.5.7 Bemerkung. Fir f € L*([-7,7], AT 1)[_”], %/llﬂ(Tl)Hﬂ,C) mit einem 7 > 0 liegt
[-m,m] 2t > f(7—TT -t) € Cin L*[-m, 7). In der Fourierreihe dieser Funktion in der Form
(17.11) bzw. in der Form (17.13) kénnen wir wieder ¢ = § x riicksubstituieren und erhalten eine
Fourierreihe der Form

Z Cp €XPp (niE x) =co+ i (am cos (mﬂ—x) + by, sin (mﬂ))
nez T m=1 T T
mit
o = o f F(x) exp(=niZx) dA(x) ,
2t T

[-7.7]

1 1 s
a, = - f f(x) cos (mfx) dA(x), by =-— f f(x)sin (m—x) dA(x).
T T T T
[-7,7] [-7,7]
Hat man zum Beispiel eine Funktion g(x) am Intervall [0, 1] gegeben und mochte man diese in

eine reine Sinusreihe entwickeln, so geht man folgendermallen vor. Zunichst definiert man eine
Funktion f auf [-1, 1], indem man g ungerade fortsetzt, also

-g(-x), falls xe[-1,0),
fx) =3 0, falls x =0,
g(x), falls x € (0,1].

Diese Funktion entwickelt man auf [—1, 1] in eine Fourierreihe. Das ist eine reine Sinusreihe, da wir
f ja als ungerade definiert haben. Eingeschrinkt auf [0, 1] erhalten wir die gewiinschte Entwicklung
von g.



17.6 GleichmiBige Konvergenz von Fourierreihen* 327

17.5.8 Satz (Lokalisationsprinzip*). Fiir jedes § > 0, x € R, g € L*[—m, 7] und fiir die 2m-
periodische Fortsetzung g.. von gli—n ) auf R gilt

lim f g~(x + 1) Di()dA(r) = 0. (17.21)

k—o0
[—7mt,—0]U[d,m]

Somit hingt das Verhalten der Partialsummen si(x) einer Funktion f € L*[—7t, 7] nur von den
Werten von f.. lokal bei x ab. Genauer gesagt konvergiert si(x) gegen einen Wert s(x) genau dann,
wenn

Jim f (f-(x + 1) — s(x)) De(®) dA(1) = 0. (17.22)

[=6.6]

Beweis. Die Funktionen

0 g-(t+x), falls te[-m —-8)U(+6,+m],
a(t) :=
0, falls t € [-0, +6],

B(t) = g-(t+x)cott, falls t € [-m,—6) U (+6,+m],
o, falls 1 € [~6, +6],

liegen in L*[—m, 7], da cot % auf [—7t, —8] U [+6, +7] stetig und infolge beschrinkt ist. Mit (17.16)
erhalten wir

g~(t + x) Di(t) dA(t) = f a(t)cos ktdr + f B(t) sinkt dA(t) .

[—7t,—6]ulo,m] [—t,7] [—7t,mT]

Die rechte Seite ist die Summe von Fourierkoeffizienten von L?[—7t, 7t]-Funktionen, was gemif
(17.12) die Konvergenz dieses Ausdrucks gegen Null impliziert. SchlieBlich folgt (17.22) mit
g(®) := f(t) — s(x) aus (17.18) und (17.21). a

17.5.9 Bemerkung. Das Lokalisationsprinzip zeigt einen grundlegenden Unterschied zwischen
trigonometrischen Reihen und Potenzreihen auf. Stimmen ndmlich zwei Funktionen in einer
Umgebung des Entwicklungspunktes iiberein, so haben sie die selbe Taylorreihe. Dagegen folgt fiir
die entsprechenden Fourierreihen nur, dass sie sich lokal bei diesem Punkt gleich verhalten.

17.6 GleichméBige Konvergenz von Fourierreihen®

Falls die Fourierreihe }’,c7 ¢, exp(nif) einer Funktion f € L[*[-7t, 7] auf [—7, 7] und wegen der
2m-Periodizitidt damit auf R gleichméBig konvergiert, so ist die Grenzfunktion als gleichméBi-
ger Grenzwert stetiger Funktionen sicherlich stetig. Damit die Fourierreihe f als gleichméBigen
Grenzwert hat, ist es also notwendig, dass auch f stetig ist.

Fiir ein hinreichendes Kriterium betrachten wir ein stetiges und stiickweise stetig differenzierbares
f [, ] = Cmit f(—7) = f(7). Insbesondere gibt es eine Zerlegung -t =ty <t} < -+ <t, =
7t von [—7t, 7t] derart, dass f|i;;_, ;) stetig differenzierbar ist; siche Definition 11.1.9 und danach.
Infolge ist f beschridnkt und liegt daher in L*[-7t, 7t]. Wir definieren g : [-m,m] —» C durch
g(x) = f'(x), wenn f bei x differenzierbar ist, und durch g(x) = 0 sonst. Also gilt g(x) = f”(x) fiir
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alle x € [-m, ]\ {ty,...,t,}, und g|(tj,1,tj) hat die stetige Fortsetzung (fl[z,,l,z.,-])' auf [#;_1,¢;], womit
auch g beschrinkt ist und daher in L*[-m, 7t liegt.
Bezeichnen vy, n € Z, die Fourierkoeffizienten von g, so folgt mittels partieller Integration

1 n
g(t)exp(—nit)d/l(t)=§tz f(fl[z,-l,t,J)'(t)eXp(—nit)d/l(t)

[~77] =5

y":%

1 n
= 5 Z (f(tj) exp(—nit;) — f(tj-1) exp(—nitj_1))
=1

1 n
_ Z f fltty10(0) (=in) exp(—nir) dA(t)

27 —
T2 o]

= f(m) exp(—nim) — f(—m) exp(nim) + inc, = incy .
Aus diesen Uberlegungen ergibt sich folgender Satz.

17.6.1 Satz. Ist f : [-m, 1] — C stetig und stiickweise stetig differenzierbar mit f(—m) = f(m),
so konvergiert ihre Fourierreihe Y ,,c7 c, exp(nit) absolut als Funktionenreihe und somit auch
gleichmdfig gegen die 2Tt-periodische Fortsetzung f.. von f|_mm).

Beweis. Wir verwenden obige Notation. Nach Satz 17.4.8 ist die Folge der Fourierkoeffizienten
(Yn)nez von g quadratisch summierbar, also ),z I)/,,Iz. Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung,
Lemma 3.1.4, folgt

N N N N 1 N .
_ Incy| _ [l 1z 2\2
lcal = ] = ] < ( _2) ( [Vnl ) s
n=—N n=—N n=—N n=—N n n=—N
n#0 n#0 n#0 n#0 n#0

womit fiir N — oo

1

D e expridle= D lel<( Y =) (Y )" < +eo.

neZ\{0} neZ\{0} nezZ\{0} neZ\{0}

Nach Korollar 6.8.4 konvergiert die Fourierreihe ), ¢, exp(ni.) absolut als Funktionenreihe und
damit auch gleichméBig auf R und zwar wegen Satz 17.5.4 gegen f.. a

17.7 Ubungsaufgaben

17.1 Fiir f € L'(R) mit kompaktem Triger zeige man, dass sich f zu einer auf ganz C definierten
und holomorphen Funktion fortsetzen 14sst!

17.2 Sei f(r) = e, Berechnen Sie die Fouriertransformierte f(g’ ). Weiters bestimme man
[i7le™"1(¢) sowie [re71](2).
Hinweis: Fakta 17.1.4 konnte hilfreich sein.

17.3 Man berechne fiir a > 0 die Fouriertransformierte von f(x) = 1|_,4(x) und von f(x) =
sgn(x)1[-1,17(x). Geben Sie auch an, ob dabei f € L'(R) und/oder f e L*(R).
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17.4

17.5

17.6

17.7

17.8

17.9

17.10

17.11

17.12

17.13

17.14

Man berechne die Fouriertransformierte von f(x) = €™ - 10 +)(x) und bestimme damit die
Fouriertransformierte von sgn(x) - e M.

Man bestimme die Fouriertransformierte von f(x) = —L_ sowie von

4
1+x2 34+2x+x2"

Hinweis: Fakta 17.1.4 konnte hilfreich sein fiir die zweite Funktion.

Sei f € L!(R) stetig und derart, dass f|g\ s stetig differenzierbar ist, wobei M C R endlich ist.
Sei g := f” auf R\ M und sei g irgendwie auf R fortgesetzt. Wir nehmen an, dass g € L'(R).
Zeigen Sie, dass dann limy— 4 f(f) = 0 und §({) = igf(g).

Mit Hilfe dieser Tatsache bestimme man schlieBlich, welche Funktion f : R — C aus L'(R)
als Fouriertransformierte die Funktion hat.

b
3+2y+y?

Bestimmen Sie U(f) fiir f(x) = % und f(x) = % wobei U(f) gemiB Satz 17.2.6
definiert ist. Beachten Sie dabei, dass diese Funktion nicht integrierbar sind, aber dass sie in
Lr(R) liegen.

Hinweis: Fakta 17.1.4, Beispiel 17.1.7 und Ubungsaufgabe 15.35.
Zeigen Sie, dass fiir die Fouriertransformation ~ aus Bemerkung 17.2.7 gilt, dass sie eine

beschrinkte lineare Abbildung von Ll(Rd,ﬂ(‘T d), A4,C) nach Co(Rd, C) abgibt; vgl. Satz
17.1.2.

Zeigen Sie fiir die Fouriertransformation = aus Bemerkung 17.2.7, dass f €
L'®R, AT, 24,C) und f(2) = T1%, fi(z)), wenn f(x) = TI%, fi(x)) mit fi,..., fa €
L'R, AT"),4,C).

Weiters bestimme man f(z) fir f(x) = (27()% H?Zl max(n; — n?lle) mit ny,...,ny € Nund

schlieBlich auch f(w), falls £ € L'(RY, AT?), A4, C).

Formulieren und beweisen Sie die zu Satz 17.1.12 und Korollar 17.1.13 analogen Resultate
fiir die Fouriertransformation “: L'(R?, A(T¢), A4, C) = Co(R¢, C) aus Bemerkung 17.2.7.

Man berechne o(f) und L.(f)(z) fiir £(¢) = ¢* und fiir f(¢) = "¢"’ mitw € Cund n € N.

Seiena > 0,b € Rund f : [0, +00) — C messbar.

Zeigen Sie, dass 0(g) = o(f) und L.(g)(z) = e L.(f)(z), wenn g(x) = 0 fiir 0 < x < @ und
g(x) = f(x—a)fira < x.

Zeigen Sie weiters, dass 0(g) = o(f) + Reb und L.(g)(z) = L.(f)(z — b), wenn g(x) =
f(x)exp(xD).

Man berechne o(f) und L.(f)(z) fiir f(¢) = sin wt sowie fiir f(f) = cos wt, wobei w € C.

Zeigen Sie, dass fiir messbare f, g : [0, +00) — C die Ungleichung o(f*g) < max(c(f), o(g))
gilt. Fiir z € C mit Re z > max(o(f), 0(g)) zeige man auch

L(f *9)2) = L(HL(g)N2).
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17.16

17.17

17.18

k-1

L)) = L L@ = ) FPO0F
j=0

Bemerkung: Dieser Sachverhalt kann dazu verwendet werden, um Differentialgleichungen zu
16sen. Erfiillt namlich f € C*[0, +0) eine Differentialgleichung der Form

af” +bf" +cf =g, f(0)=dy, f(0) = da,

fiir Konstante a, b, ¢, d;, d> € C und einer Laplacetransformierbaren Funktion g, so folgt fiir
hinreichend grofles Re z

L(9)@) = aLc(f")@) + bLAf)2) + L))
= (2 L)) = 2£(0) = f/(0) + b L@ = F(0)) + cL(F)z) -

Daraus folgt
Lc(f)(Z) _ .Ec(g)(z) +2ad12 + ad, + bd, .
azz +bz+c

Um f zu erhalten, muss man noch die Inverse Laplacetransformierte der rechten Seite
suchen, also eine Funktion, deren Laplacetransformierte genau die rechte Seite ist. Sollte
die rechte Seite eine rationale Funktion sein, so wendet man dafiir zunidchst komplexe
Partialbruchzerlegung an. In der Praxis verwendet man meist Transformationstabellen. Auch
Gleichungen hoherer Ordnung lassen sich so behandeln.

Losen Sie mit Hilfe der Laplacetransformierten folgende Differentialgleichung:
f7@) +4f(t) =cos2t, f(0)=0, f'(0)=1.
Losen Sie mit Hilfe der Laplacetransformierten folgende Differentialgleichung:

f7@+4f@®) =h@), f0)=1,f(0)=0,
wobei h(t) = 4110 7)) + 471 [ 400) (7).
Hinweis: Schreiben sie A(f) als 4t — 4(t — 70) 19 100)(2).

Sei u ein endliches BorelmaB auf (R, A(7')). Man zeige, dass die Fouriertransformierte

Q) = \/%[ fR exp(—ixd) du(x)

des MaB3es u eine stetige Funktion auf R abgibt. Weiters zeige man, dass fiir beliebige n € N
und tq,...,1, ERundfl,...,é‘n eC

n

Z E&jf(ty—1) 2 0.

ij=1
Anmerkung: Letztere Eigenschaft ist dquivalent dazu, dass fiir 7, ..., #, € R die n X n-Matrix
(= 1)) j=1 Positiv semidefinit ist.
Funktionen mit dieser Eigenschaft heilen positiv definit. Es gilt der Satz von Bochner, der
besagt, dass jede stetige positiv definite Funktion die Fouriertransformierte eines eindeutig
bestimmten Mafes ist.
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17.19

17.20

17.21

17.22

17.23

17.24

17.25

Sei ¢ : R — R derart, dass ¢ auf [0, %) den Wert 1 und auf (%, 1] den Wert —1 annimmt; bei
% und auBerhalb von [0, 1] sei sie Null. Nun setze fiir j e NU {0} und 0 < k < 2/

W ik(x) = y(2/x — k), xe€[0,1].

Zeigen Sie, dass die Menge {ijilj0,1): j€ENU{0}, 0 <k < 27} der Haarschen Funktionen

ein Orthogonalsystem auf L*([0, 11, AT Hyo,11, Alzez1y,, ,,» C) bildet!

Hinweis: Skizzieren Sie die Funktionen.

Sei f(x) eine auf ganz R definierte, komplexwertige und messbare Funktion. Wir nehmen
auch an, dass f 27t-periodisch ist, also f(x) = f(x + 27) fiir alle x € R. Man beweise, dass fiir

ein beliebiges @ € R
f fda= f fda= f fda
[—mt,m] [0,271] [a,a+27]

in dem Sinne, dass wenn eines dieser Integrale existiert, dann auch die beiden anderen
existieren und alle diese Integrale iibereinstimmen.

Weiters zeige man, dass fiir ungerade (g(—x) = —g(x)) integrierbare Funktionen g : [-b, b] —
C immer f[_b b fda = 0, und dass fiir gerade (g(—x) = g(x)) integrierbare Funktionen

g : [-b,b] — C immer f[_b,b]fd/l = 2f[o,b]fd/l'

Weisen Sie ausgehend von (17.15) die Gleichung (17.17) nach und zeigen Sie, dass
[ Di(t)de = 2.

Sei f : [-m, 1] — R definiert durch f(x) = x. Man berechne die Fourierreihe ) ,c7(f, en)en
von f beziiglich der Orthonormalbasis {e, : n € Z} mit e,(x) = exp(inx) in dem Hilbertraum
LA([=7t, 7], AT -, 374, O)!

Zeigen Sie, dass in L*([-m, 7, ﬂ(‘i’l)[_nﬂ], ﬁ/l, ©)
1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x, . . .

ein Orthogonalsystem abgibt. Wie muss man diese Funktionen skalieren, um ein Ortho-
normalsystem {f;, : N U {0}} zu erhalten? Zeigen Sie, dass {f, : N U {0}} dann sogar eine
Orthonormalbasis ist! Diskutieren Sie auch den Zusammenhang der Fourierreihe beziiglich
dieser Orthonormalbasis und der Orthonormalbasis {e,, : n € Z} aus dem vorherigen Beispiel.
SchlieBlich gebe man die Fourierreihe beziiglich {f, : N U {0}} fiir die Funktion aus dem
vorherigen Beispiel an!

Sei f € L*([-m, T[],ﬂ(Tl)[_mn], %T/l, C) ungerade, also f(—x) = —f(x). Zeigen Sie, dass
dann in der Fourierreihe von f beziiglich der Orthonormalbasis {f, : N U {0}} aus dem
vorherigen Beispiel nur sin mx Terme auftreten!

Betrachten Sie konkret f : [—71, 7] — R, wobei f(x) = 1—x? fiir x € (0, 7] zu einer ungeraden
Funktion auf [—7t, 7] fortgesetzt wird, und berechnen Sie die entsprechende Fourierreihe.

Sei f(z) die Grenzfunktion einer Potenzreihe ;7 ¢,z" mit Konvergenzradius R. Fiir ein
r € (0, R) entwickle man [—7t,7t] 3 ¢t — f(rexp(it)) € C in eine Fourierreihe beziiglich der
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17.26

17.27

17.28

17.29

17.30

17.31

Orthonormalbasis {e, : n € Z} mit e,(f) = exp(inf). Man gebe auch an, wohin gegen und
warum diese Reihen punktweise konvergieren!

Man bestimme entsprechend die Fourierreihen zu den Funktionen ¢ — Re f(re'’) und t
Im f(re'), wobei wir hier ¢, € R annehmen.

Man berechne die Fourierreihe von f(x) = x € [—m, 7], beziiglich der Orthonor-

1
2—exp(ix)’
malbasis {e, : n € Z} mit e,(x) = exp(inx) von L>([-m, 7], AT 1)[_mﬂ, %[/l, C). Konvergiert

diese punktweise oder gar gleichméBig und wogegen?

Hinweis: Stellen Sie zuerst f als geometrische Reihe dar!

Die Einschrinkung der Funktion f : [-7t, 1] — R aus Ubungsaufgabe 17.22 auf [, +71)
setze man 27t-periodisch auf R fort. Geben Sie an, wogegen die Fourierreihe dieser Funktion
punktweise, also fiir ein beliebiges aber festes x € R, konvergiert! Vergessen Sie nicht die
Punkte x € 7t + 2ntZ!

Gehen Sie genauso mit der durch f(x) = sgn(x)-(1 — x?) definierten Funktion f : [-7t,71] —» R
VOr.

Man berechne die Fourierreihe von f : [—7t, 1] — R definiert durch f(x) = cos ax fiir ein
festesa € R\ Z.

Weiters gebe man fiir alle x € R den punktweisen Grenzwert an jeder Stelle x € R dieser
Fourierreihen an.

Man betrachte die Funktion x — 1 — 2x fiir x € [0, 1], und entwickle sie in eine Sinusreihe
2521 bjsin jx. Man gebe auch an, wohin gegen diese Reihe punktweise fiir x € R konvergiert!

Hinweis: Setzen Sie (0, 7t]  x — 1 — 2x zu einer ungeraden Funktion auf [, 7t] fort!

Entwickeln Sie f(x) = x°, x € [0, 7], in eine Cosinusreihe, und geben Sie an, wo auf
[0, 7t] und wogegen diese punktweise konvergiert. Setzen Sie dazu f auf [, +71] zu einer
geraden Funktion fort, und entwickeln Sie diese Fortsetzung in eine Fourierreihe der Form
Co + Xy p COS NX.

Man entwickle x — xsin7x, x € [—1, 1] in eine Fourierreihe der Form

Z ¢, exp(inTx)

nez

bzw.

o0
co + Z(ak cos kmx + by sink7tx) .
k=1

Geben Sie an, wohin die Fourierreihe punktweise konvergiert!



