Kapitel 15

Transformationsformel, Integralsitze

15.1 Transformationsformel

Eine ausgesprochen niitzliche Sache zur Berechnung von mehrdimensionalen Integralen ist die
sogenannte Transformationsformel. Sie kann als Verallgemeinerung der Substitutionsregel fiir
Riemann-Integrale gesehen werden. Der Spezialfall von affinen Abbildungen wurde schon in
Lemma 14.11.6 abgehandelt.

In der Tat wollen wir zeigen, dass wenn 7 : D — G ein C 1 -Diffeomorphismus ist, also wenn D, G
offene Teilmengen von R sind und 7 eine bijektive Abbildung derart ist, dass T und T~! stetig

differenzierbar sind,
ffdzld = ffOT-Idethld/ld
G D

fiir alle integrierbaren Funktionen f : G — [—o0, +00] (C) gilt. Dass T hier messbar ist, folgt
unmittelbar aus seiner Stetigkeit; vgl. Fakta 14.10.2.

Im Beweis fiir den allgemeinen Fall werden wir Diffeomorphismen durch affine Abbildungen
approximieren, um dann Lemma 14.11.6 anzuwenden. Zunichst wollen wir einiges an Vorarbeit
dafiir leisten.

15.1.1 Lemma. Sei Z ein Banachraum, D C R? offen und f : D — Z stetig differenzierbar. Dann
ist die Funktion F : DX D — Z,
- (@ = fO) = df O -y),  falls x #y,
F(x,y) =
0, falls x =y,

stetig'. Zu jeder kompakten Teilmenge K C D gibt es zudem eine monoton wachsende Funktion
p 1 (0, +00) — [0, +c0) mit lim, o+ p(y) = 0 und

If(x) = fO) =dfMx =PI < llx =yl - pllx = yl) fiir alle x,y € K.

Schliefilich gilt
FB) € f) +df()(B =) + Kasypanr(0)

"Hier und im Beweis steht ||.|| einerseits fiir die Norm auf Z und andererseits fiir eine der Normen
11 1112, |- lleo auf R bzw. die dazugehdrige Abbildungsnorm; siehe Definition 9.2.4.
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fiir alle BC K und y € B, wobei d(B) = SUP, yep llx — yl| fiir den Durchmesser von B beziiglich ||.||
aus Definition 12.14.1 steht.

Beweis. Wir zeigen, dass F bei einem beliebigen (u,v) € D X D stetig ist. Im Falle u # v gilt
x # y fiir alle (x,y) € Uy((u,v)) fiir ein hinreichend kleines > 0. Auf U, ((u,v)) ist F(x,y) als
Kombination stetiger Funktionen selber stetig; sieche Korollar 9.1.3, Korollar 9.2.9, Beispiel 9.2.10.
Im Falle u = v betrachten wir 6 > 0 mit Ks(u) € D. Wegen der Stetigkeit von df erfiillt C(0) :=
maxyyeksw) ldf(x) — df(y)ll die Grenzwertbeziehung lims_,o,. C(6) = 0. Fiir x, y € Ks(u) mit x # y
gilt
1

lF(u,u) — F(x,y)ll = =l 1/ () = df)x = (fO) = dfOIl- (15.1)

Wir halten y € Ks(u) fest und setzen h(t) = f(t) — df(y)t. Der Ausdruck in (15.1) stimmt dann

tiberein mit mllh(x) — h(y)|l. Wegen dh(t) = df(t) — df(y) folgt aus dem Resultat am Ende von

Abschnitt 10.1 in [K] fiir x, r € Ks(u)

1(x) = h(Dll < sup [[dh(s)]-llx =] < C©) |lx =1l
s€Ks(u)

wodurch ||F(u, u) — F(x,y)|| < C(©0) fiir (x,y) € Ks((u, u)).
Fiir ein kompaktes K C D bezeichne p(y) die Oszillation von F|gxx, also

p(y) = sup{llF(x,y) = FE&nll : (x,3), (& m) € KX K, [I(x,y) = @l < v}

Da Flgxx gemiB Satz 6.3.3 gleichmiBig stetig ist, erhalten wir lim,_,0, p(y) = 0; siche Bemerkung
8.3.2. Zudem gilt fiir x,y € K wegen ||(x,y) — v, )|l = ||x — yl|

IF () = fO) = dfMx =l = llx =yl - I1FCx, y) = FQy, I < lx =yl - pdllx = D -
Isty € B C K fest, so folgt fiir jedes x € B
lf(x) = fFO) —dfx =l = llx =yl - p(llx = yl) < d(B) - p(d(B)),
womit f(x) — f(y) — df()(x — y) in Ka(ypacs(0) liegt und infolge
J) € f) +dfy)(x =) + Kasypas)(0) € f(v) + df)(B —y) + Kas)pas)(0) .
a

15.1.2 Satz (Transformationsformel). Sei T : D — G ein C'-Diffeomorphismus zwischen zwei
offenen Mengen D,G C R?. Ist BC D, B € A(TY), so gilt

/ld(T(B)):fBIdeth(x)ld/ld(x). (15.2)

Eine Funktion f : G — [—o0, +00] (C) ist genau dann integrierbar, wenn
foT-|detdT|: D — [—o0,+00] (C) es ist. In diesem Fall gilt

ffd/ldszoT-|deth|d/ld. (15.3)
G D

Beweis. Im nun folgenden Beweis steht ||.|| fiir ||.||. bzw. die dazugehorige Abbildungsnorm; siehe
Definition 9.2.4.
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(1)

(i)

(iii)

Zunichst folgt aus der Stetigkeit von 7~! und T mit Fakta 14.10.2 und Fakta 14.4.9, 1, dass
T(B) € AT %g dquivalent ist zu B € ATHp fiir jedes B € D, und dass f : G — [—00, +00]
genau dann messbar ist, wenn f o T messbar ist. Wegen |detdT| > 0 ist das dquivalent zur
Messbarkeit von f o T -|detdT|; vgl. Fakta 14.4.9, 9.

Es geniigt, (15.3) fiir alle messbaren Funktionen f > 0 nachzuweisen, wobei die linke und
die rechte Seite in (15.3) als Elemente von [0, +c0] betrachtet werden. In der Tat folgt daraus
einerseits (15.2), wenn man f = 17(p) setzt, und andererseits auch (15.3) fiir alle messbaren
Funktionen f, wobei die linke Seite genau dann integrierbar ist, wenn es die rechte Seite ist;
siehe Definition 14.6.1 und Definition 14.15.1 und danach.

Wir zeigen zunéchst

2(T(B)) < f |detdT (x) | dAq(x), (15.4)
B

wenn B = R ein halboffenes Rechteck R = (aj,bi] X - - - X (aq, by] C D ist. Dafiir reicht es,
diese Behauptung unter der Zusatzannahme cf(R) C D zu zeigen. In der Tat gilt

1 1
R =(ai,bi]x - x (ag,bal = |_] (@ + 5,11 X -+ X (a4 + 5, bal (15.5)
neN 2 2

I I
= Jlar + 5501 x - x [ag + 5. bal.

womit die Richtigkeit von (15.4) fiir B = R wegen des Satzes von der der monotonen
Konvergenz, Fakta 14.5.3, 3, aus der von (15.4) fiir B = (ay + 5, b1]1 X+ X (aq + 2, b4] folgt.
Die Kompaktheit von c£(R) C D impliziert
M := sup [|dT(x)7'|| < +oo.

xect(R)
Fiir beliebiges 6 > 0 schreiben wir R als disjunkte Vereinigung R = Z?zl R; von kleineren
Rechtecken R; = (a{ s b{ I X (ag, bé], deren maximale Seitenlidnge maxi(b{ - a{ ) — diese
stimmt mit dem Durchmesser d(R;) beziiglich ||.||. iiberein — kleiner als § ist. Zusitzlich

gelte?

min(b! - al) > @. (15.6)

i

Wir wihlen y; € cf(R;) mit |detdT(y;)| = minted(Rj)Ideth(t)I. Aus Lemma 15.1.1 fiir
K =B =ct(R)und f = T zusammen mit d(R;) = d(cl(R;)) folgt

T(Rj) € T(ct(R))) S T(yj) —dT(y(y)) +dT(y)(cl(R))) + Kaw;)p(ar)(0) -

Wegen [|dT(y;)"'|| < M gilt mit 6 := M - d(R}) - p(d(R,))

dT () (ClR)) + Ktk () = dT ) elR)) + dT ()™ (Kawyyptair (0)) )
C dT(yj)(ct(R)) + Ky(0)),

Dies lisst sich bewerkstelligen, indem man immer die [a{ , b'l.j ) von maximaler Lidnge in zwei gleich lange
Intervalle unterteilt, bis besagte Bedingung erfiillt ist.
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weshalb T(R;) € T(y;) —dT(y;)(y;) + dT (y;)( cl(R;) + Kp(0)). Mit Lemma 14.11.6 erhalten
wir

A(T(R))) < |detdT (y;) | Aa( cl(R;)) + Ko(0) ).
Da Ky(0) eine abgeschlossene Kugel beziiglich ||.||« ist, folgt cf(R;) + Kg(0) =

[a],b]1% - x [}, b)] + (6,01 = [a] — 6,b) + 6] x - x [a}, — 6,6 +6].

Also folgt, wobei die letzte Ungleichung wegen (15.6) und der Monotonie von p gilt,

d
A(T(R))) < |detdT(y;)| Au( cl(R;) + Ky(0)) = |detdT(y,))| ﬂ (b! - al +26)
i=1

d(R;) )

|
1 1

d d
= |detdT ()| [ |/ =a) [ [(1+2M - pd®))
i=1 i=1

< |detdT(y;)| Aa(R)) (1 +4M - p(6))" .

Summieren wir iiber j auf, so erhalten wir wegen der Wahl der y;

A(T(R) < (1+4M - p(©))" " |detdT (y))| Aa(R))
j=1

< (1+4M - p(5))* Z f |detdT (x) | dAy(x)
=1 VR;

= (1+4M - p(5))° f |detdT (x) | dAg(x) .
R

Lassen wir 6 > 0 gegen Null streben, so tut das gemil Lemma 15.1.1 auch p(9), und wir
erhalten (15.4) fiir B = R.

(iv) Aus Fakta 14.11.3, 2, ist bekannt, dass sich jede offene Teilmenge von R als abzihlbare
Vereinigung von dyadischen Rechtecken schreiben lédsst. Das gilt natiirlich auch fiir offene
Teilmengen der Bauart O N D mit offenen O C R<. Insbesondere wird AT 4)p = A(Tp)
von dem Ring RdD :={A € R; : A C D} erzeugt; siehe Fakta 14.11.3, 3. Weil die A € Rg als
disjunkte Vereinigung von in D enthaltenen Rechtecken geschrieben werden kann, gilt (15.4)
fiir alle B € RD.

Die beiden Mengenfunktionen links und rechts vom Gleichheitszeichen in (15.4) sind o-
endliche MaBe auf AT ) p = AT Y)p); vel. Fakta 14.10.2, 4, Lemma 14.7.1 und Satz 14.7.5.
Wegen des Korollar 14.9.6 setzt sich die Ungleichung (15.4) von 723 auf alle Borelmengen
B e AT %)p fort.

(v) Ist Ay o T das durch® Ay 0 T(B) := A3 o (T™1H)™'(B) = A(T~1)"'(B)) = A(T(B)) definier-
te MaB, so besagt (15.4), dass Ay o T < |detdT(.)| - Aq4, wobei* (|detdT ()| - 4z)(B) =
fB | detdT (x) | Ag(x). Zusammen mit Satz 14.7.5 und Lemma 14.7.1 folgt daraus fiir messbare
Funktionen g > 0 auf D

fgoT_ld/ld=fgd(/ldOT)Sfgd(ldeth(.)I-/ld)=fg-ldethldxld.
G D D D

3Siehe Satz 14.7.5.
4Siehe Lemma 14.7.1.



15.1 Transformationsformel 219

Setzen wir g = f o T, so folgt fiir alle messbaren Funktionen f > 0 auf G
ffd/ldsffoT-ldethld/ld. 15.7)
G D

(vi) Wenden wir (15.7) auf den Diffeomorphismus T~!: G — D an, so erhalten wir fiir messbare
g=>0aufD

fgd/ldsfgoT_l-Idetd(T_l)ld/ld.
D G

Setzen wir hier g(x) = f o T(x) - |detdT (x) |, so folgt wegen (dT(T~'y))™" = dT'(y)
ffo T -|detdT|dA, <
D

f FoT(T7 () |detdT(T™'y) |- |detdT ' (y)|day = f fdag,
G G

und mit (15.7) sogar (15.3) fiir messbare f > 0. a

15.1.3 Beispiel. Man betrachte die Polarkoordinaten Darstellung von R?, also die Abbildung
® : [0, +00) x [0, 271] — R?, o(r, )T = (rcos @, rsin @)’ . Fiir auf R? integrierbare Funktionen gilt

7 Ccos @ r
dA, = . -rda . 15.8
LZ f : LJ,+00)><[0,271] f (r sin 90) ? (90) ( )

Um das einzusehen, betrachte die Einschrinkung
¢ : (0, +00) x (0,271) —>R2\({xeR:x20}x{0}).

Diese Funktion ist augenscheinlich bijektiv, wobei

cosp —rsing
. =r
sing rcose

det(do|”)) =
os[7)

Also ist ¢ ein Diffeomorphismus, und nach Satz 15.1.2 gilt

rcos ¢ r
fd/lzzf f( . )-rd/lz( ) (15.9)
fRz\({xeR:xzo}x{O}) (0,400)x(0,2r)  \I'SIN QY 4

Da{xeR:x>0}x{0}und
({0} x [0, 27t]) U ([0, +00) x {0}) U ([0, +c0) X {271}),

also die Differenz der Integrationsbereiche in (15.8) und der in (15.9), 1,-Nullmengen sind, erhalten
wir auch die Giiltigkeit von (15.8).

15.1.4 Beispiel. Wir wenden (15.8) an, um [ := f_ O:O e~ dx zu berechnen:

= f f e dydx = f e dA, (")
—00 J—00 R2 y
27 oo +00
= f e_rzrd/lg (r) = f f e_’zrdrdgo - e =T.
[0,400)x[0,271] 12 0 0 0

Also gilt I = /7, was wir auch schon in Beispiel 8.7.13 gesehen haben.
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15.1.5 Beispiel. Wir wollen das Integral

1= [l L) vonC)

berechnen, wobei M C R? jene Teilmenge ist, die durch die x-Achse und durch die in Polarkoordi-
naten gegebene Kurve r = 1 — cos ¢, ¢ € [0, 7], begrenzt ist, also

_J[rcosg) _ M
M—{(rsimp).goe[O,Tt],OSrsl cosgo}

2 -1 40 1 X
Aus (15.8) erhalten wir

I:f ]lM(rC(.)SSO)rzsingod/lz(r) .
[0,400)x[0,27] rsing (2

Ist ¢ : [0,+00) x [0,271] — R2, ¢(r,)T = (rcose,rsing)’ wie in Beispiel 15.1.3, so gilt
Ly(reos g, rsing)’ = Ly (B(r,@)") = Lyi(1)(r )T, wobei

¢_1(M)={(r)€[0,+oo)><[0,7r]:OSrsl—cosgo} I
i ¢ (M)

o

SEE
A
©

Also folgt mit dem Satz von Fubini

r u 1—cos ¢
1= f I singod/lz( ) = f f r? sin o dr dg
) td 0 Jo

1 (" 1 4
=§f0(1—cosg0)3sint,odgo=E(l—cos@“’;r:5.

15.1.6 Beispiel. Sei R := [0, +00) x [0,271] X [-7, %‘]"‘2, und sei T, : R — R" definiert durch

cosa cosfy cosbh --- cosb,_3 cosb,_ o
! sina cosf@; cosf, --- cosb,_3 cosb,_»
@ sin@; cos@, -+ cosb,_3 cosb,_»
T, O |=r
P ) sinf,_3 cos6,_»
n-2 sin 9,1_2
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Offensichtlich ist T}, stetig. Fiir (x1, ..., X)) = To(r,a,01,...,0,-2)7 gilt

xf + x% =r? cos? 0, cos? Gy --- cos® 6,3 cos? 6,2,
x% + x% + x% =r? cos’ 6 --- cos? 6,3 cos’ 6,2
2 2 2 2 2

_ =F cos? (O

2 _.2
n = .

XHX X+t X,

2,2, .2 2
X[+ X+ X5+ X X

Im Falle (r, @, 6, . ..,60,-2)" € (0, +00) x (0,27) X (-7, g)”’z gilt dabei (x1,...,x,)7 € R*\ {x e
R™ : x; > 0, x, = 0}, womit insbesondere x; # 0 oder x; # 0. AuBerdem haben wir

. X+2 ..

sin O = i fir k=1,...,n-2, (15.10)
2 4442
XpE X,

sowie
. X2 X1
sing = ——— und cosq@ = ———. (15.11)
2, .2 2., .2

X7+ x5 X+ x5

Wegen 6; € (—%‘, g) und o € (0,2m) folgt, dass (r,,6,...,60,-0)" eindeutig durch sein Bild
(x1,...,x,)" unter T, bestimmt ist, also ist 7, injektiv.

Nimmt man umgekehrt (xi, .. Lx)l e R\ {x e R" : x; >0, x, = 0} her, so folgt x; # 0 oder
x2 # Ound daher r := [|(x1, ..., x,)" |2 > 0. AuBerdem gilt x7,, < x7+---+x;, firk=1,...,n-2,
weshalb wir ), € (—g, 77‘) so finden, dass (15.10) erfiillt ist. SchlieBlich sei « € [0, 271) derart, dass
(15.11) gilt. Wegen x, # 0 oder x; < 0 konnen wir @ = 0 ausschliefen.

Aus (15.10) folgt fiir k = n—2, dass r% cos? 6,_ = r*—r? sin® @,_ = rz—x,% = x%+x%+x§+‘ . -+xﬁ_1.
Fiir k = n — 3 folgt

2 X1

2
r coszﬁn_3coszﬁn_2:(xf+---+xz_l)(l—2—):x +---+x,21_2,
X7+
1

+x2
n—1

usw. bis k = 1, wofiir wir x% + x% = r2cos? 0, cos? 6, --- cos?0,_3 cos? 6,_, erhalten. Kombinieren

wir das mit (15.11) und (15.10), so sehen wir, dass T,,(r, @, 01, . .., 0,-2)T = (x1,..., x,)T.
Somit ist 7, : (0, +00) x (0,27) X (=5, %‘)"‘2 - R"\{x e R": x; >0, xp = 0} bijektiv. Man nennt
(r,a,01,...,0,_2)" auch die n-dimensionalen Kugelkoordinaten von (x1,. .., )T

Wir wollen induktiv zeigen, dass fiir alle n > 2

r
a

detdT, 01 [= " cos 01 cos’6;...cos" 20, . (15.12)

On—2

Fiir n = 2 wissen wir aus Beispiel 15.1.3, dass detdT»(r, @) = r. Sei also n > 3 und angenommen,
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X r cosa cosf
Xo|=|r sina cosf
& X3 rsin@

Abbildung 15.1: Veranschaulichung der Kugelkoordinaten im R?

dass (15.12) fiir n — 1 statt n richtig ist. Zunéchst gilt

' r

a o O

0, :

Ty : =080y - (Ln—l 0T,y 61 ) + O

On-3 : r$in 6,
0 On-3

n—2

Dabei ist ¢,; : R""' — R” die Einbettung (xi,...,x,-1)" — (x1,...,%,-1,0)". Insbesondere

stimmt die linke obere (n—1) X (n — 1)-Untermatrix von dT,(r, , 01, . . ., 0,_>) iiberein mit cos 0,_»
dTn—l (V, aa 01 LI 0’1—3)'
Andererseits rechnet man leicht nach, dass®

r r 0 0
(04 a
On | g, |, SN2 OTu| g |_ : | (15.13)
00,2 . cosb,.o or | . | 0 1 o |’ )
: : sin® 6,2 r

rcosf,»+r o0y o302

On—2 ()
Da die Determinante gleich bleibt, wenn man zu einer Spalte das Vielfache einer anderen addiert,
istdetdT,(r,,0y,...,0,-3) = detC, wobei C mit dT,(r,a,6y,...,0,-) die ersten n — 1 Spalten
gemeinsam und in der letzten Spalte den Vektor (15.13) stehen hat. Entwickeln wir det C nach der
letzten Spalte, so erhalten wir

r

detdT,(r,a,0,...,6,0) = - cos" ! Opr - dT,_1(r,a,04,...,0,_3).

cos 6, »

SBeachte cos 6,_, > 0.
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Nach Induktionsvoraussetzung folgt

detdT,(r,@,01,...,0,_2) =r-cos" 28,5 - "2 cosO; cos’6;...cos" > 6,3

n—1 n-2

=r"""cos b cos? 6,...cos" " 6,,.

Insbesondere ist dT),(r, @, 6, . . . , 6,—2) immer regulédr. Aus Bemerkung 13.3.5 wissen wir, dass dann
Ty, : (0, +00) x (0,27) X (-5, g)"‘z - R"\ {x e R": x; >0, xp = 0} ein Diffeomorphismus ist.

Da R\ (0, +c0) % (0, 271) X (—%, %)”‘2 in einer endlichen Vereinigung von echten affinen Unterrdumen
von R” enthalten ist, hat diese Menge A,-Mafl Null; siche Bemerkung 14.14.9. Aus dem selben
Grund gilt 2,,({x € R" : x; = 0, x, = 0}) = 0. Somit folgt aus Satz 15.1.2, dass fiir ein messbares f

definiert auf R” mit Werten in C bzw. [—o0, +00]

r r

a
ffd/ln:f(foTn 01 ). r"cos cos 6 ...co8" 20, dA,| O (15.14)
R» R . .

() On—2

in dem Sinne, dass die linke Seite genau dann existiert, wenn es die rechte tut, und in dem Fall die
Integrale iibereinstimmen.

15.1.7 Beispiel. Wir wollen das Volumen [ folgenden Achtels M der Kugel mit Radius a > 0
ausrechnen:

X
M={[y]:x2+y2+z2£a2, xZO,yZO,zZO}.
Z

Mit (15.14) folgt wegen Ny 0 T3 = ]ngl(M)

r r
I = f ]lM d/13 = f ]lT"(M) a r2 COSHd/l3 '
R3 [0,400)x[0,27TIX[- F, 5] 3 p p

Wegen

.
T5'(M) = {[a] € [0, +00) X [0,271] X [, &1 r € [0,al, @,6 € [0, 7—[]} :
. 22 2

erhalten wir
) "I (e, 2 n(a’ na’
I:f r“cos6das :—(frdr)f costQz—(—)lz—.
[0,a1x[0,31x[0,%] o] 2\Jo 0 213 6
15.1.8 Beispiel. Fira,b € R, 0 < a < b < +co, wollen wir das Integral
I= ey ey’ x +y%) d/lz(x)
y

{(x,y)T eR2:a2<x2+y?<b?}
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berechnen. Dazu konnten wir auf Polarkoordinaten transformieren und dann elementar rechnen.
Um die Transformationsformel auch fiir Diffeomorphismen 7T zu iiben, die nicht der Transformation
auf Polarkoordinaten entspricht, wihlen wir einen anderen Zugang. Wir schreiben 7 als®

2 212 2.2 X
I= f e IR (12 +y?) d/lz( )
(e, ))T eR2:y#0, a2<x2+y2<b?) y
2_.2\2 2.2 X 2_.2\2 2.2 X
= f e MY (#2 +y?) d/lg( ) +f e MY (12 +y?) d/lz( )
{y>0, a?<x?+y2<h?} y {y<0, a2<x?+y2<b?} y

Mit affinen Abbildung (;‘) — (_yx) folgt aus der Transformationsformel, Lemma 14.11.6, dass die
beiden Integral tibereinstimmen, also

I_ f e (2 442 d/lz(x),
2 M y

wobei M = {(x,y)T € R? : y > 0, a* < x> + y*> < b?}. Setzen wir

2 2
h(x) =" und F (x) = (x Y ) fiir (x) €R?,
y y 2xy y

sogiltho F ( ) = e’ AuBerdem rechnet man leicht nach, dass

X
y
x\  [2x 2y
dF(y) - (Zy 2x )
und daher detdF (;‘) = 4(x* + y?). Damit hat man

I 1
—:—f(hoF)-IdetdF(.)ld/lz.
2 4y

F ist auf R? nicht injektiv, schriankt man es aber auf R X R* ein, so ist F doch injektiv und
F(RxR") =R\ ([0, +00) x {0}).

Um das einzusehen, sei zunichst bemerkt, dass wenn F((x,y)T) = (u,0)7 fiir ein u € R, sicherlich
x = 0 oder y = 0. Fiir (x,y)” € R x R* folgt somit x = 0, woraus u = —y> < 0 folgt. Also kann
F((x,y)") nicht in [0, +c0) X {0} liegen. Die Funktion G : R? \ ([0, +c0) X {0}) = R X R,

v

1 ViZ+v2—u
)
Vu? +v2 —u
ist wegen Vu? + 12 — u > 0 wohldefiniert, und erfiillt G(R? \ ([0, +0) x {0})) C R x R*. Zudem gilt

FoG((u,v)") = (u,v)" und GoF((x,y)T) = (x,y)". Alsoist F : RxR* — R2\([0, +00)x{0}) bijektiv
mit der Inversen’ G. Nach Bemerkung 13.3.5 ist diese Abbildung sogar ein Diffeomorphismus.

SDer Integrationsbereich wurde nur um eine A,-Nullmenge verkleinert

"Eine andere Art und Weise das einzusehen, ist RZ als C zu betrachten. Dann entspricht der Funktion F

genau die Funktion z — z2.
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Wegen M C R X R* gilt auf R X R* sicher 1 = 1) o F, und daher

I 1

Z= -f (L - k) o F) - |detdF()|dA, , (15.15)
2 4 RXR+

wobei wegen [|F((x, y)Dll = II(x, y)TII§
F(M) = {(”v‘) € R%\ ([0, +00) X {0) : a* < u? +V* < b4} .

Nach der Transformationsformel (15.3) folgt

1 1 f 1 2,2 u
- = - ]lFM'hd/b:_f e”” d/lz()
27 4 Jegoroosion 7 4 Jrmm v

1 T
= —f e’zrd/lz(r) = —(eb4 - eaA),
4 Jia2 p21x10,27 ) 4

und somit / = %‘(eb4 - e”4).

15.2 Stetig differenzierbare topologische Gruppe im R%*

15.2.1 Lemma. Sei (G,7) eine topologische Gruppe und derart, dass G eine offene Teilmenge
von R? fiir ein gewisses d € N und T~ die Spurtopologie der euklidischen Topologie ist; siehe
Definition 14.16.1. Weiters sei die Gruppenmultiplikation als Abbildung von G x G nach G C R¢
stetig differenzierbar.

Fiir t € G sind dann die Abbildungen l; : G — G und r; : G — G definiert durch l,(x) :=t- x
und ry(x) := x - t Diffeomorphismen, wobei (t, x) — dl,(x) und (t, x) — dry(x) als Abbildungen von
G X G nach Ly(R?,R?) stetig sind. Setzen wir

| |
= d y.t) = ———,
X = v e 0 )]

so ist x; - ddg| gy, ein Linkes und x, - dd4| (), ein Rechtes Haarsches Maf3 auf (G,T); siehe
Lemma 14.7.1 und Definition 14.16.10. Die Modularfunktion von G ist gegeben durch

_ |detdr(e)|

260 = Tt dl )]

fiiralle te€G.

Beweis. Die Funktion [, : G — G (C RY) ist als Zusammensetzung von G 3 x + (f,x) €
G x G (C R*?) und der Gruppenmultiplikation - stetig differenzierbar, wobei wegen der Kettenregel,
Proposition 10.1.18, dl;(x) = d(-)(t, x) ((,)) stetig in (¢, x) ist. Zudem ist /; bijektiv mit ()™ = L.

GemiB Definition 13.3.4 ist [, : G — G dann ein C'-Diffeomorphismus.
Aus [ = [ o [, folgt auch mit der Kettenregel d(/s)(e) = dls(t) dl,(e). Also gilt fiir f € Coo(G,R)
und s € G nach der Transformationsformel angewandt auf den Diffeomorphismus /; : G — G

1 1
Lf(St) : Tdetdi(0)] dAy(n) = fo(Sf) : Tdetdlo )] - |detdly(r) | dA,(2)

1
= fo(t)'—|detdlt(e)|dﬂd(t).
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Somit ist y; - d44 linksinvariant. Die Aussagen fiir r; zeigt man auf dhnliche Weise.

Nach Fakta 14.16.11, 4, ist vg(.™!) - X1+ dd4| 77y, ein Rechtes Haarsches Mal und stimmt infolge
mit ¢ - x, - ddglzc7a), fir ein ¢ > 0 tberein. Also gilt vo(™h ‘X1 = ¢ Xr Adlgga),-fast Uberall;
siehe Proposition 14.7.2. Nach Fakta 14.11.3, 5, gilt diese Gleichheit auf einer dichten Menge.
Wegen der Stetigkeit beider Funktionen erhalten wir Vg(.™!) - x; = ¢ - x, auf ganz G. Werten wir
beide Seiten bei e aus, so folgt ¢ = 1 aus y;(e) = xr(e) = Vg(e) = 1; siehe Fakta 14.16.11, 6. Wir

erhalten also firr € G
1 i) |detdr(e)]

At T xr()  |detdl(e)|

AG(D) =
|

15.2.2 Beispiel. Alle im Folgenden behandelten Gruppen sind lokalkompakt, da sie allesamt als
topologischer Raum offene Teilmengen eines gewissen R sind.

(i) Ist G = R versehen mit der Addition, so sind die Voraussetzungen von Lemma 15.2.1 erfiillt,
wobei fiir s, ¢ € R9 die Ableitung dl;(s) immer mit Einheitsmatrix iibereinstimmt. Somit ist
das d-dimensionales Lebesguesche Mal} 4, ein linkes und wegen der Kommutativitit auch ein
rechtes Haarsches Maf von (R¢, 7¢) ist. Diese Tatsache haben wir schon in Beispiel 14.16.12
festgestellt.

(ii) Betrachten wir die Gruppe R* mit der Multiplikation. Klarerweise ist (s,7) — s - ¢ stetig
differenzierbar, wobei dl,(s) = dr;(s) = (¢) fir s, € RT. Nach Lemma 15.2.1 ist dann
x- A AT Vg mit y(7) := % ein linkes und rechtes Haarsches Mal3.

(iii) Fiir w € C hat die lineare Abbildung z + zw betrachtet als Abbildung von R? nach R?
Determinante [w?|. Also erhalten wir aus Lemma 15.2.1 fiir die Gruppe C \ {0} mit der
Multiplikation, dass y - ;| AT e\ mit y(w) := # ein linkes und rechtes Haarsches Maf ist.

(iv) Wie schon in Beispiel 14.16.2 bemerkt, bildet die Gruppe GL(d, R) aller reguléren reellwerti-
gen d x d-Matrizen mit der Matrizenmultiplikation eine offene Teilmenge von R4 ~ RY.

Fiir S € GL(d,R) ist die Abbildung I5 : R4 — R4 mit [g(X) = SX linear. Identifiziert
man X = (x; j)l‘.{jzl mit dem Vektor (fk),‘fil € Rdz, wobei x;; = &(j-1)a» 80 hat [g die
Blockmatrixdarstellung

diag(S,...,S) (e R,

und daher det Iy = (det S)?. Gemi Lemma 15.2.1 ist y; - 1] AT )nam mit y;(S) = m

ein linkes Haarsches MaB auf GL(d, R). Man berechnet auf dhnliche Weise det rg = (det S )4,
wodurch y;- 4| AT )1 auch ein rechtes Haarsches Maf und infolge GL(d, R) unimodular
ist; siche Fakta 14.16.1 1.

(v) Die affine Gruppe G ist die Menge aller affinen Abbildungen von R nach R der Form x — ax+
bmita € R\ {0}, b € R. Die Gruppenmultiplikation ist dabei die Hintereinanderausfiihrung
dieser Abbildungen. Als Menge identifizieren wir G mit der offenen Teilmenge (R \ {0}) X R
von R?, wobei wegen aj(axx + by) + by = ajaxx + (a1by + by) die Gruppenmultiplikation
gegeben ist durch

(a1,b)" - (a2,02)" = (araz, arba + by)" .

Man sieht unmittelbar, dass (1,0)” das neutrale Element von G abgibt, und dass G nicht
abelsch ist. Versieht man G = (R\{0})xR mit der Spurtopologie induziert von der euklidischen
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Topologie, so bildet G eine lokalkompakte Gruppe, wobei die Gruppenmultiplikation offenbar
stetig differenzierbar ist.

Fiir die Abbildung [,;,r : R* — R? mit lup((x, ") = (ax,ay + b)T auf R? gilt
det(dlg pyr (x, y)T) = a®. Infolge ist y; - Aa| a72), mit xi((a,b)") = -5 nach Lemma 15.2.1 ein
Linkes Haarsches MaB. Wegen det(dr, 47 (x,)) = a ist x; - A2l g2, mit xi((a,b)T) =

Jal
ein Rechtes Haarsches MaB. Zudem gilt Ag((a, b)) = ||ieett(;.’2((2 || = IFII womit G ein einfaches
Beispiel einer nicht unimodularen Gruppe ist.

15.3 C'-Bilder von Nullmengen*

Es sei daran erinnert, dass fiir metrische Rdume (X, d), (¥, d) und D C X eine Abbildung f : D —» Y
Lipschitz stetig mit Konstante C > 0 heif3t, falls

d(f(x), f(y»)) < Cd(x,y) firalle x,yeD

gilt. Fiir z € B € D gilt dann
f(B) € Kc.ap)(f(2), (15.16)

wobei d(B) = SUD, vep d(x,y) den Durchmesser von B aus Definition 12.14.1 bezeichnet.

15.3.1 Lemma. Fiir D C RY, eine Lipschitz stetige Abbildung f : D — R? und eine Lebesgue-
Nullmenge A C D ist auch f(A) eine Lebesgue-Nullmenge. Also gilt f(A) € L4 mit 24(f(A)) = 0
fiir alle A € L% mit 14(A) = 0; vgl. Bemerkung 14.11.4.

Beweis. Gemil (14.42) gibt es zu jedem € > 0 abzéhlbar viele d-dimensionale halboffene Rechte-
cke Ry mit A C | J;R;und }}; A4(R;) < €. Durch Unterteilen der Seiten konnen wir bewerkstelligen,
dass die maximale Seitenlinge d(R;) von R; kleiner oder gleich zwei mal die minimale Seitenlinge
von R; ist; siehe (15.6). Also gilt

d(Rj)?

2d

< A4(Rj) < d(Rj)".
Bezeichnet C die Lipschitz Konstante von f, so schlieen wir aus (15.16) angewandt auf die von
|Il.llo induzierte Metrik, dass f(R;) Cy; + [-C-d(R}),C - d(Rj)]d fiir ein y; € R;. Mit der Notation
aus (14.28) fiir w = 4,4 folgt
@15, ra) < @ LUy -y campe) < D, Aaj + [=C - d(R)), C - d(R)I)
J

= > 21CUd(R)? < 41C Y A(R)) < 47C.
J J
Da € > 0 beliebig war, folgt (¢,1d)$l(]lf(A)) = 0 und somit f(A) € L4, wobei A(f(A) = 0; vgl.
Bemerkung 14.11.4. Q

15.3.2 Korollar. Ist D C R? offen und f : D — R stetig differenzierbar, dann bildet f jede
Lebesgue-Nullmenge auf eine Lebesgue-Nullmenge ab.
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Beweis. Wir konnen D als abzéhlbare Vereinigung von kompakten und konvexen Mengen K,,, n €
N, schreiben; siche etwa (14.40) in Fakta 14.11.3, 2. Aus dem Resultat am Ende von Abschnitt 10.1
in [K] zusammen mit der durch die Kompaktheit von K, bedingte Tatsache, dass SUPyek, lldfy)l <
+oo, erhalten wir die Lipschitz Stetigkeit von f|x,. Gem#B Lemma 15.3.1 gilt f(A N K,,) € £¢ mit
A4(f(ANK,)) =0, und infolge f(A) = U, f(A N K,,) mit

() = (| rAank)) <> d(fAnK) =0

15.4 Satz von Sard*

Ist D C R offen und f : D — R stetig differenzierbar, so lisst sich wegen des Umkehrsatzes die
Transformationsformel zumindest lokal bei jedem x € D mit rang d f(x) = d anwenden. Folgender
Satz sagt etwas iiber die Menge der Punkte x € D, die das nicht erfiillen, aus.

15.4.1 Satz (von Sard). Sei D C R? offen und f : D — R stetig differenzierbar. Weiters seien
M C D die Menge der kritischen Punkte, also

M :={x e D:rangdf(x) < d}.
Dann ist die Menge f(M) der kritischen Werte eine Lebesgue-Nullmenge.

Beweis. Gemil (14.40) in Fakta 14.11.3, 2, ldsst sich D als Vereinigung von abzihlbar vielen
Mengen der Form z+[—7, +7]¢ (C D) schreiben. Analog zur Argumentation am Ende des Beweises
von Korollar 15.3.2 reicht es, (g{)/ll,)ﬁ(]lf(mM)) = O fiir ein beliebiges K = z + [-7, +77]d C D mit
1 > 0 zu zeigen.

Dazu setzen wir M := sup, lldf(u)|| < +co, wobei hier die Abbildungsnorm gemeint ist, die wir
erhalten, wenn wir R? mit ||.||o, versehen. Nun zerlegen wir K fiir jedes n € N in n?-viele kleinere
Quader

..........

k, N M folgt aus Lemma 15.1.1 wegen d(Ky,, . x,) = %
F(Kiyoks) € FO) + df ) (Ko =) + K'z'n““’ ERC)
wobei limy 04 p(y) = 0. Wegen |||l < [Ill2 < d - |||l gilt dabei

K= )yck™ . () c kM= 2, ).

27] (271) 27] (27]) 2n (

Kugeln um 0 bzgl. ||.||, sind invariant unter orthogonalen linearen Abbildungen, also unter U € R%?
mit UUT = UTU = I. Es folgt

Uf (Ki..t) © UFO) + UdFON Koy =) + KO ) (0)



15.5 Fixpunktsatz von Brouwer* 229

fiir jedes orthogonale U € R Da df(y) nicht vollen Rang hat, gibt es ein orthogonales U mit
ran Udf(y) C R4-1 >< {O} c Rd Zusammen mit® || Udf(y)l| < Ul ldf ()| < d - M erhalten wir fiir

vVi=Z-—

UdO) K.ty =) = Udf v+ Udf)([ - 1. 1))
c UdfGv+ ([ - dM2’7 szn]d ' {0}).
und damit

2 2 2 _ 2 2
Uf(Kyy...k)) € USO) + Udfow +d=L - ([ = M = p(=), M + p(=D]" x [ = p(=). p(2h)]).
n n n n n

2
AAAAA p—n).
n

Summieren wir iiber alle kq,...,k; € {1,...,n} mit Ky,
Summanden, so erhalten wir

.....

1 2 _ 2
(¢/L,)§l(]1f(mM)) <nd. dd4dnd_(M +p(_’7))d 1 .p(g)
= a4 f’(M+p( Tyt )’H—‘? 0.

15.5 Fixpunktsatz von Brouwer*

Mit Hilfe der Transformationsformel konnen wir einen analytischen Beweis des fundamentalen
Fixpunktsatzes von Brouwer angeben. Andere Beweis verwenden Methoden aus der diskreten
Mathematik oder aus der algebraischen Topologie. Im Folgenden sei S .= {x e R 2 |nll, = 1}
die Einheitssphire im R*!. AuBerdem wollen wir alle auftretenden offenen bzw. abgeschlossenen
Kugeln als Kugeln beziiglich der ||.||-Norm am R4 verstehen.

15.5.1 Proposition. Es gibt keine stetig differenzierbare Funktion g : O — R mit offenem
0 2 K1(0) (€ R¥Y) derart, dass g(0) € S? und glga = idga.

Beweis. Wir wollen die Existenz einer stetig differenzierbaren Funktion g : O — R*! mit
glge = 1dgs und g(0) C S, wobei O 2 K;(0) offen ist und es infolge ein n > 1 derart gibt, dass
sogar O 2 K,(0) 2 K;(0), auf einen Widerspruch fiihren.

~» Fiir t > 0 betrachte die Funktion
hy(x) :==x+1tg(x), x€O,
welche O nach R¥*! hinein abbildet. Zudem ist A, stetig differenzierbar, wobei

dhy(x) =1+ tdg(x).

8Fiir die zu ||.||l.o gehorige Abbildungsnorm gilt ||U|| < d.
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Da fiir ¢||dg(x)|| < 1 die entsprechende Neumannsche Reihe aus Beispiel 9.3.6 konvergiert,
ist dh;(x) fiir solche 7 invertierbar. Wegen der Stetigkeit von z — |[|dg(z)|| auf der kompakten
Menge K;(0), gilt C := supy,, ., ldg(2)|l < +oo. Fiir 0 <7 < é und ||x||; < n ist dh(x) dann
invertierbar.

Da fiir ein festes x € K,(0) die Funktion t — detdh,(x) stetig ist und auf [0, %) nicht
verschwindet, muss sie darauf immer dasselbe Vorzeichen haben. Wegen det dhy(x) = 1
folgt also det dh,(x) > O fiir alle 7 € [0, %).

FirO0<r< % ist 7|k, 0) injektiv. In der Tat, folgt aus 7,(x) = h,(y) mit x, y € K;(0), dass

x =y +1(g(x) = g(y) = hi(x) = h(y) =0,

und somit x—y = —#(g(x)—g(y)). Andererseits folgt aus dem Resultat am Ende von Abschnitt
10.1 in [K]
llg(x) — gWll2 < sup [ldg(@)llllx =yl

llzll2<n

Infolge erhalten wir

llx = yll2 = fllg(x) — gWll2 < 7 sup [ldg@llllx = yll2,

llzll2<n
was wegen fC < 1 die Beziehung x = y nach sich zieht.

Wir behaupten nun, dass #,(U;(0)) = Up4,(0) fiir jedes 0 < ¢ < % In der Tat folgt aus
llxll < 1
lr (Oll2 < lIxll2 + #llg(Oll2 < T +1,

also gilt @ # A := h(U1(0)) € U1++0). Da dh,(x) fiir ||x]|> < 1(< n) invertierbar ist, erkennen
wir mit Korollar 13.3.3, dass A offen ist. Fiir B := U144(0) \ A gilt AU B = U144(0) und

ANcl(ByCANRM\A) =0,

daR¥1\ A abgeschlossen in R4 ist. Andererseits gilt A € h(K1(0)), wobei die rechte Men-
ge als stetiges Bild einer kompakten Menge selber kompakt und daher in R“*! abgeschlossen
ist. Also folgt

ct(A)NB C h(K1(0)NB.

Ein y aus der linken Seite muss daher y = /,(x) € B fiir ein x € K;(0) erfiillen. Aus ||x||; = 1
wirde y = h/(x) = x + tid[ga(x) = (1 + Hx ¢ U;4(0) folgen, was wegen B € Uj,(0)
unmoglich ist. Also muss ||x]|; < 1 und infolge y = h,(x) € h,(U;(0)) NBC ANcl(B) =0
gelten, was ebenfalls unmoglich ist. Wir schliefen somit auf ¢£(A) N B = 0. Da U1.,(0) aber
zusammenhingend ist, erhalten wir U4,(0) = A.

Nach dem bisher gezeigten ist fiir jedes ¢ € [0, é) die Abbildung 4, : U{(0) — U;4+(0) eine
stetig differenzierbare Bijektion mit reguldrem dh,(x), x € U1(0), also ein Diffeomorphismus.
Aus der Transformationsformel und det dh,(x) > 0 erhalten wir

A1 (Ur(0)) = f det dh(x) ddgn ().
U1(0)
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Mit Hilfe der Formel zur Determinantenberechnung erkennt man unmittelbar, dass
det dhy(x) = det(I + tdg(x)) = detdg(x) 1! + Ba()¢ + - - + B1(x)t + 1,

fiir gewisse stetige reellwertige 5; : U1(0) — R. Also folgt

UHWWMM@h@mm4®=Wﬂf det dg(x) g1 (x)+
U1(0)

+1 Ba(x) dAg1(x) + -+ +1 B1(x) dAgs1(x) + A441(U1(0)) .
U1(0) U1(0)

Diese Gleichheit muss zumindest fiir alle ¢ € [0, %) gelten. Da ein Polynom p(#) eindeutig
durch die Polynomfunktion p|, b bestimmt ist, miissen insbesondere die Koeffizienten von

141 {ibereinstimmen, wodurch

0 # Ag+1(U1(0)) = f detdg(x) dAgz+1(x). (15.17)
U1(0)

~s> Andererseits folgt fiir die auf R9*! stetig differenzierbare Funktion A(x) = ||x||§ aus g(0) c ¢
mit Hilfe der Kettenregel

0 = d(h o g)(x) = dh(g(x)) dg(x) = 2g(x)" dg(x).

Insbesondere kann dg(x) fiir kein x € U;(0) reguldr sein. Also gilt detdg(x) = 0 im
Widerspruch zu (15.17).

Q
15.5.2 Korollar. Es gibt keine stetige Funktion h : K1(0) — S¢ mit h|ga = idga.

Beweis. Angenommen es gibe eine solche Funktion, so konnten wir 4 auf ganz R?*! fortsetzen,

indem wir h(x) = ﬁ fiir ||x|| > 1 setzen. Wegen

R = K1(0) U (R \ U1(0))

und da / auf diesen beiden abgeschlossenen Teilmengen stetig ist, folgt die Stetigkeit von 4 auf R4*!
aus Lemma 12.7.4. Da die reellen Polynome in den Variablen (xi, ..., x441)7 = x eingeschrinkt
auf K5(0) eine nirgends verschwindende und punktetrennende Algebra in Cp(K>(0), R) bilden, folgt
aus dem Satz von Stone-Weierstrass, Satz 12.18.7, dass es zu jedem € > 0 derartige Polynome
D1, - - Pd+1 Mit

||hj — pj”Kz(O),oo <e fir j=1,...,d+1,

gibt. Wiihlen wir € > 0 hinreichend klein, so folgt sup;, <> [1(x) — p(x)ll2 < %, wobei
p1(x)

p(x) =
Pa+1(x)
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Nun sei ¢ : R — R unendlich oft differenzierbar derart, dass ¢(R) C [0, 1], dass ¢((—co, %]) = {0}
und dass ¢([4, +00)) = {1}; siehe Beispiel 15.8.4. Die Funktion

r(x) = (Ix13) - h(x) + (1 = @(IIx13)) - p(x)

definiert auf R%*! mit Werten in R%*! ist iiberall stetig differenzierbar, da fiir x € U 3 0) 2 K1(0)

der Ausdruck r(x) mit p(x) tibereinstimmt, und da auf R\ K,(0) alle auftretenden Funktionen
stetig differenzierbar sind.
Auf R\ U,(0) gilt zudem r(x) = h(x) = =, und fiir x € K>(0) folgt

W?
Ir)llz = [|2(x) = (1 = @(IxD) (h(x) = p)|,

1
> [|h(o)ll2 = (1 = @(IKD) 17(x) = poll2 > 1 - 5>0.

Somit gilt r(x) # O fiir alle x € R**!. Infolge ist auch (x € R4*!)

o) 1= r(2x)
©Ir@o)ll

eine iiberall stetig differenzierbare Funktion mit Werten in S¢ derart, dass fiir x € S¢ wegen
r(2x) = h(2x) = x

) r(2x)
glx) = =x
llr2xll2
Gemail Proposition 15.5.1 kann es aber kein solches g geben. a

15.5.3 Bemerkung. Ist E C R*! kompakt, so gibt es wegen der Stetigkeit von y ~ [|x — y||, zu
jedem x € R¥! ein xz € E mit ||x — xgll» = d(x, E); vgl. (12.21).
Ist E auch konvex, so ist xg eindeutig durch x bestimmt, da fiir ein weiteres z € E mit ||x — z||» =
d(x, E) sicherlich %(xE +z) € E und somit ||xg +z—2x|» > 2d(x, E). Aus der Parallelogrammregel®
folgt

Il + 2 = 23 + Ilxg — 23 = 2llz = xll5 + 2llxg — x; = 4d(x, E)?,

also ||xg — zll» = 0. Die Eindeutigkeit von xg bedingt auch
xg =x firalle x€E.

SchlieBlich ist r : R%*! — E definiert durch r(x) := xg stetig, denn konvergiert (x,),en gegen X,
und ist y € E ein Haufungspunkt der Folge (7(x))nen, also r(x,(;)) — y, j — oo fiir eine Teilfolge
(r(Xn(j))) jen, so folgt aus

lx = yll2 = }E{,{, 1%y = a2 = jli_{g d(xn(j), E) = d(x, E)

zusammen mit der Eindeutigkeit von xg beziiglich der Eigenschaft ||x — r(x)||, = d(x, E), dass
r(x) = y. Wegen Lemma 5.2.11 erhalten wir r(x,) — r(x).

15.5.4 Satz (Fixpunktsatz von Brouwer). Sei 0 # E C R*! kompakt und konvex mit d > 0. Jede
stetige Funktion f : E — E hat dann einen Fixpunkt, also gibt es ein x € E mit f(x) = x.

°Fiir a,b € R™ gilt lla + bl + lla — b} = 2llall} + 2613, wie man leicht mit Hilfe des Euklidischen
Skalarproduktes zeigen kann.
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Beweis. Da E insbesondere beschrinkt ist, gilt £ C U,(0) fiir ein > 0. Betrachten wir %E und
X % f(nx) anstelle von E und f, so konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit E C U;(0)
annehmen. Indem wir nétigenfalls E als Teilmenge von R*! x {0} € R%*? betrachten, konnen wir
auch d > 0 voraussetzen.

Wir nehmen nun an, dass es ein stetiges f : E — E ohne Fixpunkt gibt. Ist 7 : R¥*! — E definiert
wie in Bemerkung 15.5.3, so ist die Funktion f o r als Abbildung von K;(0) nach E (C K;(0))
stetig und hat keinen Fixpunkt, da ein solcher in E liegen miisste und damit ein Fixpunkt von f
wire. Also gilt f(r(x)) — x # 0 fiir alle x € K;(0). Infolge gibt es fiir alle x € K;(0) ein eindeutiges
0(x) € (0, +00) mit

Fr(0) + 6@ (x = f(r(x)) € §¢.

6(x) ist die positive Losung der quadratischen Gleichung
IFGGNI = 26 (Fr (), f(r(x) = x) + Pllx = FEIZ = IF () + 6(x = FEEN)I = 15

also

(Fr. fren -x) | (Fe@). fee) -2 1 I
+ + .
Il = GG Il = £GrCo)I3 llx = £

Somit ist die Funktion A(x) := f(r(x)) + 8(x)(x — f(r(x))) stetig. AuBerdem bildet 4 die Menge
K1(0) nach S¢ hinein ab. Dabei gilt (x) = 1 und damit h(x) = x fir |[x|l, = 1. Gemil Korollar
15.5.2 gibt es aber kein solches h. a

15.6 Invarianzsatze von Brouwer*

Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass offene Teilmengen O € R™ und P C R" nur dann homdomorph
sein konnen, wenn m = n; siehe [K].

Im Folgenden seien alle auftretenden Kugeln beziiglich ||.||> zu verstehen. Wir starten mit einer
stetigen und injektiven Abbildung f : K1(0) — R”, wobei K;(0) die abgeschlossene Kugel mit
Radius 1 um den Ursprung in R"” bezeichnet. Da diese Menge kompakt ist, folgt aus Korollar
12.12.10, dass f : Ki;(0) — f(K1(0)) ein Homdomorphismus ist, wenn wir Definitions- und
Zielmenge mit der Spurtopologie versehen.

15.6.1 Lemma. Sei f : K1(0) — f(K;(0)) stetig und injektiv. Weiters sei H : f(K{(0)) — R” eine
stetige Funktion mit

If~'0) = HO) 2 < 1 fiir alle y € f(K1(0)).
Dann hat H mindestens eine Nullstelle, also existiert ein'y € f(K1(0)) mit H(y) = 0.
Beweis. Betrachte die stetige Funktion ¢ : K;(0) — R” definiert durch

Y(x) == x - H(f(x) = /1 (f(x) - H(f(x)) .

Nach Voraussetzung ist /(x) eine stetige Abbildung von K;(0) nach K;(0). Wegen Satz Satz 15.5.4
hat y(x) einen Fixpunkt z, womit

2=¥(@) =z-H(f(2).
Also gilt H(y) = 0 fiir y = f(2). a
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15.6.2 Lemma. Sei Y = Y, U Y, € R" kompakt, Y| kompakt und Y, eine Lebesgue-Nullmenge.
Weiters sei G : Y — R”" eine stetige Funktion mit G(y) # 0 fiir y € Y. Dann existiert zu jedem 6 > 0
eine stetige Funktion Q : Y — R" mit

GO - Ol <6
und Q(y) # 0 fiir alle y € Y gilt.

Beweis. Wihle 7 € R mit 0 < 25 < 6 und G(Y1) N Up,(0) = 0. Das ist moglich, da 0 ¢ G(Y1), Y,
kompakt und G stetig ist. Wegen der Kompaktheit von Y finden wir gemif} Satz 12.18.7 Polynome
in n-Veranderlichen Py, ..., P, : R* — R mit

IG») = POl < 1 fiiralle yev,
n

wobei P = (P, ..., P,)". Nach Korollar 15.3.2 ist P(Y») eine Nullmenge, weshalb P(Y>) 2 U,(0).
Also existiert ein d € U,(0) \ P(Y>). Fiir das verschobene Polynom Q(y) := P(y) — d gilt Q(y) = 0
genau dann, wenn d = P(y), womit 0 ¢ Q(Y,). Fiir y € Yy gilt

IGG) = Wl = IIG() = P(y) +dll2 < IGO) = P2 + [ldl2
< nllGG) = PO)lleo +lldllz < n+n=2n < 6.

Wegen G(Y1) N Ua,(0) = 0 schlieBen wir auch auf 0 ¢ Q(Y7). a
15.6.3 Proposition. Ist f : K;(0) — R” stetig und injektiv, dann liegt f(0) im Inneren von f(K1(0)).

Beweis. Sei G : R" — R” eine nach dem Fortsetzungssatz von Tietze, Satz 12.11.3, komponenten-
weise angewendet, existierende stetige Fortsetzung von f ~1: £(K1(0)) = K1(0) (S R™). Wegen
der Stetigkeit von G und wegen G(f(0)) = 0 gibt es ein € > 0 mit

1
G2 < 0 wenn |ly — f(0)||, < 2e.

Nehmen wir an, dass f(0) nichtin f(K;(0))° liegt, so existiert ein ¢ € R"\ f(K1(0)) mit || f(0)—c||» <
€. Wegen der Dreiecksungleichung gilt

1
IGYIl2 < g Wenn lly—cll <e. (15.18)
Die Mengen
Y :={ye f(Ki(0) :lly—clh 2 €} und Yr:={yeR":|y—clh=¢}.

und daher auch Y := Y; U Y, sind kompakt. Mit Kugelkoordinaten ldsst sich leicht herleiten, dass
A,(Y2) = 0; vgl. (15.14). Wegen f(0) ¢ Y enthilt Y} keine Nullstellen von G, wodurch wir Lemma
15.6.2 anwenden konnen. Wir finden also eine stetige Funktion Q : ¥ — R"? mit 0 ¢ Q(Y) und

IGH) — Oz < 17—0 firalle yeY. (15.19)
Wegen ¢ ¢ f(K{(0)) ist

B(y) 1= max(_;cnz,l)(y—c)+c. (15.20)

Ily
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firr alle y € f(K;(0)) wohldefiniert. Der Punkt ¢(y) liegt fiir jedes y € f(K1(0)) in Y, da fiir
lly —cll2 > €

¢(y) =y € f(K1(0)) und |l¢(y) —cll2 =lly—cl2 2 €, also yeYy,

und fir [ly — cll < €
lp(y) —cll2 =€, also ye Y.

Somit ist ¢ eine offenbar stetige Funktion von f(K;(0)) nach Y.

Die durch H(y) := Q(¢(y)) definierte Funktion H : f(K;(0)) — R”" ist als Zusammensetzung zweier
stetiger Funktionen selber stetig und besitzt keine Nullstellen in f(K;(0)). Um den Abstand zu G
abzuschitzen, unterscheiden wir fiir y € f(K(0)) zwei Fille.

Falls |[y — c|l2 > €, dann gilt ¢(y) = y und mit (15.19)

7
IGG) = HOI2 < 15 -

Falls ly — cll2 < €, dann gilt |l¢(y) — cll2 = € und wegen (15.18) infolge IG()l2, IG(@M)Il2 < 15-
Mit (15.19) und der Dreiecksungleichung erhalten wir daraus

IGO) —HWll2 = IG() = G@() + G(@() — Q62

9
GO + IG@ONI + 1G(M) = QW2 < 15

IA

In jedem Fall gilt |G(y) - HY)|l» < 1 fir y € f(K;(0)), womit die Voraussetzung von Lemma

15.6.1 erfiillt sind. Also miisste H im Gegensatz zu seiner Konstruktion mindestens eine Nullstelle
besitzen. a

15.6.4 Satz (von der Invarianz offener Mengen). Sei U eine offene Teilmenge von R" und f : U —
R" stetig und injektiv. Dann ist f(U) offen und f ein Homdomorphismen.

Beweis. Sei u € U beliebig. Da U offen ist, finden wir eine Kugel K,(u), die fiir hinreichend
kleines r € (0, 1] ganz in U enthalten ist. Die Funktion g : K;(0) — R", g(x) := f(rx + u) ist somit
wohldefiniert, stetig und injektiv ist. Nach Satz Proposition 15.6.3 liegt g(0) = f(u#) im Inneren von
g(K1(0)) = f(K,(u)). Also existiert ein € > 0 mit U(f (1)) C f(U). Da u € U beliebig war, ist f(U)
offen.

Wendet man diese Erkenntnis auf jede offene Teilmenge von U an, so sieht man, dass f eine offene
Abbildung und infolge ein Homéomorphismus ist. a

15.6.5 Satz (von der Invarianz der Dimension). Seien U C R" und V. C R™ nicht leer und offen.
Sind U und V homdomorph, dann folgt n = m.

Beweis. Angenommen, m < n und es existierte ein Homdomorphismus f : U — V, dann
definieren wir g : U — R" als g := 1o f, wobei ¢ : R” — R” die Einbettung t((x1, ..., Xx,)") :=
(X15. . %m,0,...,0)7 ist. Die Menge g(U) ist in R™ x {0} (C R") enthalten und hat somit leeres
Inneres im Widerspruch zu Satz 15.6.4. Die Annahme m > n fithrt man entsprechend auf einen
Widerspruch. a
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15.7 Integration iiber Mannigfaltigkeiten

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es, Funktionen, die auf einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit
M im R? mit d < p definiert sind, sinnvoll zu integrieren. Dazu wollen wir M mit einem Maf3
versehen, das anschaulich dem d-dimensionalen Lebesgue-Mal entspricht, und Oberflichenmaf3
heif3en soll.

15.7.1 Beispiel. Als erstes sei M ein d-dimensionaler Unterraum des Vektorraumes RP. Ist
X1,...,Xq €ine Basis von M, die mit x441,...,%, zu einer Basis von R? fortgesetzt wird, so
ist die lineare Abbildung

p

¢ :RP - RP, ijxj' = (fl,-u’fp)T

J=1

gemiB Beispiel 13.5.3 eine Karte von M. Sei ¢ : RY — M, ¢(s) = 90_1(8) die zu ¢ gehorige
Einbettung ¢, wie in (13.19).

Um einer Teilmenge A von M in sinnvoller Art und Weise ein MaB zuzuordnen'?, betrachten wir
M als isometrische Kopie von R?. Dazu nehmen wir an, dass xi, . . ., x; eine Orthonormalbasis von
M ist. Nun ist ¢(A(T?)) eine o-Algebra auf M und u(A) := 14(¢'(A)) ein MaB darauf.

Der MaBraum (M, ¢(A(T9)), u) ist unabhiingig von der gewihlten Orthonormalbasis, denn ist
Y1,--.,Yq eine weitere Orthonormalbasis von M und y die entsprechende lineare Karte von M
wie in Beispiel 15.7.1 mit dazugehdoriger Einbettung ¢ := ¢,, so gibt es eine orthogonale Matrix
T € R mit y = ¢T. GemiB Lemma 14.11.6 gilt T(AT %)) = AT ) und A,(T~(B)) = 14(B),
womit

Y(ATY) = ¢ o T(ATY)) = p(AT?)) (15.21)
und fiir A € ¢(AT?))

p(A) = 2(¢7(A) = (T (¢7'(A) = Ay~ (4)).
Was ist, wenn yy, . .., yqg keine Orthonormalbasis, sondern nur eine Basis von M ist? Zunichst gilt
wie zuvor iy = ¢T, wobei T im Allgemeinen keine orthogonale, sondern nur eine invertierbare
d x d-Matrix ist. Wegen T(A(T9)) = AT ?) gilt auch hier (15.21). Aus Lemma 14.11.6 folgt
p(A) = 2(¢7'(A)) = [det T1 - 4(T (¢ (A))) = det T| - Aa(y ™" (A)) .

Da die Spalten xy, ..., xs von ¢ orthonormiert sind, gilt ¢” ¢ = I;x; und infolge

|detT|> = detTTT = detTT(¢"¢) T = detyTy .

(A) = JdetyTy - 2y (A)) (15.22)

fiir beliebige bijektive, lineare Abbildungen ¢ : R — M.

Also erhalten wir

10Wegen Bemerkung 14.14.9 ist M eine 1,-Nullmenge.
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In analoger Weise wollen wir allgemeine d-dimensionale Mannigfaltigkeiten mit einem Oberfld-
chenmal} versehen. Technisch ist das aber aufwendiger, da man im Allgemeinen nicht nur eine
Einbettung auf M hat.

Zunichst versehen wir M mit der Spur-o-Algebra A(7 7)y;, welche gemil Fakta 14.10.2, 4, mit
der von der Spurtopologie (7 7)y der Euklidischen Topologie erzeugten o-Algebra AT ?)y)
ibereinstimmt. Zudem ist jede Einbettung ¢ : C — M wie in Satz 13.5.9 wegen ihrer Stetigkeit
AT ) c-A(TP)y-messbar; vgl. Fakta 14.10.2.

Im Folgenden werden wir des Ofteren die Tatsache benodtigen, dass man fiir eine Familie von
Einbettungen ¢; : C; —» M, i € I, mit | J;c; $;(C;) = M immer eine ein abzdhlbares J C [ derart
findet, dass schon | J;c; ¢;(C;) = M. Diese Tatsache ist eine unmittelbare Konsequenz des folgenden
topologischen Resultats'!.

15.7.2 Satz (Satz von Lindelof). Sei U;, i € I, eine offene Uberdeckung eines topologischen Raumes
(X,7), also | J;c; Ui = X. Hat (X, T") eine abzdhlbare Basis, so gibt es eine abzdhlbare Teilmenge
J C I derart, dass U;, i € J, ebenfalls X iiberdeckt.

Beweis. Sei B eine abzdhlbare Basis von (X, 7). Da jede offene Menge als Vereinigung von
Basismengen geschrieben werden kann, gibt es zu jedem i und jedem x € U; ein B;, € B mit
x € B;, € U;. Sei L die Menge aller derart getroffenen Mengen aus 8.
Da mit 8 auch £ hichstens abzidhlbar ist, gibt es (i(n), x(n)), n € N mit

L= {Bi(n),x(n) ‘ne N} .

Zu jedem x € X gibt es laut Voraussetzung ein i mit x € U;. Wegen B;, € L gibt es ein n mit
X € Bix = Biin),x(n) € Ui, wobei im Allgemeinen i # i(n), x # x(n). Da aber auch Bj,) x(n) € Uiy,
folgt x € Uy, und wir sehen, dass die Uj), n € N, ganz X tiberdecken.

15.7.3 Korollar. Fiir eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit M im R? gilt M € A(T ) und infolge
AT P)y ={B e ATP): BC M}. Auerdem gehort ein A C M zu A(T P)y genau dann, wenn
¢~ (A) € ATY) fiir alle Einbettungen ¢ : C — M.

Im Falle d < p gilt zudem A,(M) = 0 und infolge 1,(A) = 0 fiir jedes A € A(T?P)y.

Beweis. Der Fall d = p folgt sofort aus Fakta 13.5.14. Sei also d < p. Fiir jedes x € M sei
¢y : Uy = D, eine Karte mit x € U,. Als Homéomorphismen sind alle diese Karten in beide
Richtungen messbar, wenn Uy mit A(77)y, und D, mit AT ?)p_ versehen wird. Da UyNM, x € M,
eine offene Uberdeckung von M ist, wird M schon von U, N M, x € I, mit einer abzéhlbaren Menge
I C M tiberdeckt; siehe Satz 15.7.2. Also gilt

M= JmMau, = e (Din® x{0D)

xel xel =C,x{0}

mit C, X {0} € A(TP)p,, und daher M € A(T?). GemiB Bemerkung 14.14.6 und Bemerkung
14.14.9 gilt

Co x {0} e ATH QAT = ATP), 1,(Cyx{0}) < A,RIx{0}) =0.

Mit Satz 15.1.2 folgt ﬂp(¢;1(Cx x {0})) = 0 und weiter A,(M) = 0.

''Die Spurtopologie auf einer Mannigfaltigkeit M im R? hat eine abzihlbare Basis. Man nehme etwa alle
Kugeln mit rationalem Radius und rationalen Koordinaten und dann deren Schnitte mit M.
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Ist schlieBlich A € AT %)y, so folgt wegen der Stetigkeit von ¢ : C — M, dass »1(A) €
AT e € AT?) fiir jede Einbettung ¢; vgl. (13.19). Umgekehrt folgt fiir A C M aus dieser
Eigenschaft, angewandt auf die Einbettungen ¢, , dass ¢, (A N Uy) = ¢xlunu, (AN U,) = ¢;X1 (A) X
{0} € A(TP). Da ¢, in beide Richtungen messbar ist, erhalten wir

A:UU¢0A:Uso;l(sox(AﬂUx))Gﬂ(Tp)M- Q

xel xel

Seig;: C; — M, j €N, eine fest gewiihlte Folge von Einbettungen wie in Satz 13.5.9 derart, dass
M = Ujen ¢;(C j)12. Die Existenz einer solchen Uberdeckung folgt aus Satz 15.7.2, da die ¢(C)
eine offene Uberdeckung von M bilden, wenn ¢ alle Einbettungen durchliuft; vgl. Satz 13.5.9.
Weiters wihlen wir eine messbare, paarweise disjunkte Zerlegung von M:

M= JM; mit M;C¢/(Cp. Mje AT )y, MinM;=0 firalle i,jeN.
JEN

Ein Beispiel fiir eine derartige disjunkte Zerlegung ist
M;:=¢;(CH\(@1(CHU---Up;1(Cj-1)), jeEN.

15.7.4 Definition. Fiir A € A(TP)y definieren wir!3

H(A) :=i f
j=1v9;

und nennen u das Oberflichenmaf3 auf M.

JJdetda ()7 de;(s)dda(s) (€ [0, +o]). (15.23)
)

YAnM;

Man beachte, dass im Falle A C M fiir ein j € N alle bis auf den j-ten Summanden der Reihe in
(15.23) verschwinden.

15.7.5 Satz. Die Mengenfunktion p : AT P)y — [0, +o0] ist ein Maf3, welches unabhdngig von
der Wahl der Folge ¢;, j € N, von Einbettungen, und unabhiingig von der disjunkten Zerlegung
M;j, j €N, ist.

Beweis. Fiir jedes feste j € Nund A € A(T7?)y konnen wir

pi(A) = WA N M) = f _}/det dg ()T deb;(5) dAu(s)

¢_;1 (AnNM

als vj AT, (¢]‘.1(A)) schreiben, wobei

vi(B) := fB]l¢;l(Mf)(S) . \/detdq&j(s)Td({)j(s) dA,(s), Be€ ﬂ(‘l'd),

128ollten schon endlich viele ¢1(C)), ..., $(C) ausreichen, um M zu iiberdecken, so kann man im Folgenden
mit der Folge ¢y, ..., ¢k, &k, P, . .. von Einbettungen arbeiten.

13 Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass fiir eine Matrix C € RP*? mit vollem Rang, also injektivem
C € L(RY,RP), die Matrix CTC € RP*¢ selbstadjungiert, regulir und positiv definit ist. Somit hat C* C nur
positive Eigenwerte und infolge det CTC > 0.
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bekannterweise ein Mal ist; siche Lemma 14.7.1. Nach Satz 14.7.5 ist auch das transformierte Maf3
1 ein solches. Die Mengenfunktion u = Z‘]’.‘;l pj von A(TP)y nach [0, +oo] erfiillt u(0) = 0 und
ist o-additiv, wie leicht aus (14.4) folgt. Sie ist also ein MaB.

Seiy, : E, > M, n € N, eine weitere Folge von Einbettungen, deren Bilder ganz M iiberdecken,
und sei L, n € N, eine disjunkte Zerlegung von M mit L, C ¥,(E,) und L, € A(T P)y. Weiters
sei ¢ wie in Definition 15.7.4 aber ausgehend von ¢, : E, — M und L,, n € N, definiert. Fiir
JneNund A € A(TP)y setzen wir

Fj,n = ¢j(cj) NY,(E,) und Aj,n =AN MjﬂLn.

Wegen A, C F;, giltim Falle F';,, = 0 sicherlich #(A;,) = 0 = u(A;,).
Im Falle Fj, # 0 ist ' (A}, eine Borelteilmenge des offenen ¢ (F;,,) € C; € RY und ¢, (A ;)
eine Borelteilmenge des offenen F i) S E, C R“. Wegen Korollar 13.5.11 gilt

Un 0 w(s) = 9i(s), s€d; (Fjn),

fiir einen Diffeomorphismus w : ¢J_-1(F in) — ¥, '(F;,), der offenbar ¢]‘.1(A i) auf Y 1A )
abbildet. Nun sei bemerkt, dass fiir C € RP*4, T e R9¥d

|det T| Vdet CTC = +/det T (det CTC)det T = +/det(CT)'CT .

Setzen wir C = dy,(w(s)) und T = dw(s), so folgt aus der Kettenregel, Proposition 10.1.18,
CT = d¢;(s). Aus Satz 15.1.2 erhalten wir

o= [ deduoranmau
¢;1 (Aj,n)

= f \/detdwn(w(s))le//n(w(s)) - | detdw(s) | daq(s)
¢7'(Ajn)

_ f \Jdetdg(s)" de(5) dAu(s) = (A1)
¢j_'](A/'.n)

Mit der o-Additivitit folgt schlieBlich 9(A) = £, 9(A ) = 5, 1A ) = u(A). Q

15.7.6 Fakta.

1. Die Folge ¢; : C; — M, j € N, von Einbettungen kann gemif Satz 13.5.9 und Definition
13.5.1 so gewiihlt werden, dass ¢; = ¢,,; mit Karten ¢; von M; siehe (13.19). Die Forderung
M = jen ¢(C;) bedeutet dann nichts anderes als M C {J je Uy,

2. Gilt fiir ein B € A(T ?)y die Gleichung A4(¢~1(B)) = O fiir alle Einbettungen ¢ : C - M
bzw. /ld(gb;l(B)) = 0 fiir alle Karten ¢ von M, so folgt u(B) = 0.

Um das einzusehen, sei ¢; : C; — M, j € N, eine Folge von Einbettungen mit M =
Ujen ¢(Cj) bzw. sei ¢; : C; — M, j € N, eine Folge von Einbettungen wie im vorherigen
Punkt. GeméB der Voraussetzung ist

f \Jdetdo;(s)7 d (s) ddu(s)
¢7'(BNM,)

das Integral einer Funktion iiber eine Nullmenge. Also ist sein Wert Null. Die Summe iiber
alle j € N ergibt Null und stimmt per definitionem mit u(B) iiberein.
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3. Fiir alle abzdhlbaren B € M gilt B € A(T ?)p mit u(B) = 0. In der Tat ist fiir jede Einbettung

¢ : C - M die Menge ¢~ (B) offenbar abzihlbar und somit 1;(¢~'(B)) = 0. Aus dem
vorherigen Punkt folgt dann u(B) = 0.

. Ist A € A(T?)y in ¢(C) fiir eine Einbettung ¢ : C — M enthalten, so gibt es sicherlich eine

Folge von Einbettungen, deren Bilder ganz M iiberdecken, wobei ¢ das erste Folgenglied ist.
Wihlt man noch M| = ¢(C), so folgt aus Satz 15.7.5

u(A) = f \Jdetdd(s)Tde(s) dAy(s) . (15.24)
¢l A)

. Sollten schon endlich viele ¢1(C}), ..., ¢ (Cy) ausreichen, um ein gegebenes A € A(T )y

zu iiberdecken, so kann man ¢1, . . ., ¢ zu einer Folge von Einbettungen fortsetzen, deren Bil-
der ganz M iiberdecken. Sind zudem My, ..., My € A(TP)y disjunkt mit M; C ¢;(C)), j =
1,...,k, und derart, dass M; U --- U M = ¢1(C1) U - - - U ¢r(Cy), dann kann man auch diese
M ; zu einer, im Sinne von Definition 15.7.4 zuldssigen, disjunkten Zerlegung fortsetzen. Wir

erhalten
k
u =y f
j=1 7%

Im Falle d = p ist M nach Fakta 13.5.14, 1, eine offene Teilmenge von R”, und ¢jy : M — M
ist eine Karte. Ausgehend von dieser Karte folgt aus Definition 15.7.4 sofort, dass y = A4.

\Jdetds ()7 d (s) du(s).

YAnM;)

Fiir A € A(T?P)p gilt nach dem ersten Beweisschritt von Satz 15.7.5, dass p(A) = Zjuj(A),
wobei #j(A4) = u(A N M) = Vjlara, (¢7'@) = o)) AT, © #7')(A) und

vi(B) := fB Ly (5) - \/detd¢j(s)Td¢j(s)d/ld(s) fiiralle B e ATY).

Gemail (14.17), Satz 14.7.5 und Lemma 14.7.1 folgt

[ rvmau= [ rosan= [ (roaon Jaedsior oo an)
M Cj 7' (M)

fiir jedes messbare f : M — [0, +oco]. Summiert man iiber j € N auf, so folgt mit dem Satz
von der monotonen Konvergenz, Fakta 14.5.3, 3,

[ ra=3;

JjeN

f(,,_](M (o dilsh): JJdetds;(s)7dg () dAu(s). (15.25)

wobei die linke Seite genau dann endlich ist, wenn es die rechte Seite ist. Wir schlieen dar-
aus, dass ein messbares, [—o0, +00]- oder komplexwertiges f auf M genau dann integrierbar
ist, wenn

Z L‘I(M-) |fodi(s)- \/det d¢j(s)Td¢j(s) dA(s) < +o0.

jEN J
In diesem Fall gilt (15.25).
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8. Jedes beziiglich (77),s offene O € M ist fiir sich selbst genommen eine d-dimensionale
Mannigfaltigkeit; vgl. Fakta 13.5.14. Dabei gilt A(TP)po = {A € AT?P) : A C O} C
AT P)p; vel. Korollar 15.7.3. Bezeichnet v das Oberflichenmal auf O und u jenes auf M,
so zeigt man mit Hilfe von Fakta 13.5.14 und (15.24) leicht, dass fiir A € A(T?)o immer
v(A) = u(A), also dass v eine Einschrankung von u ist.

9. Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im R” und r > 0,x € R”. Mit M ist auch
N :=rM + x eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im R”; vgl. Fakta 13.5.14, 8. Bezeichnet
T : R? — R? die Abbildung T'(y) = ry + x, so ist ¢ genau dann eine Karte von M, wenn

Yy =poT™: T(U,) — D, Karte von N ist. Aus der Beziehung \/detddy)((s)Td([)X(s) =

rd. \/det d¢,(s)T dg,(s) kann man herleiten, dass wy (rB+x) = riup(B) fiir alle B € AT P)y
und

f Fduy = f Fry + 20 dang )
N M

fiir jede messbare Funktion f : N — [0, +co], und fiir jede messbare Funktion f : N —
[—00, +0c0] (C) in dem Sinne, dass die linke Seite genau dann existiert, wenn es die rechte
Seite tut; siche Ubungsaufgabe 15.27.

15.7.7 Bemerkung (*). Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im R”, und sei T € RP*?
orthogonal, also TT* = T*T = I. Mit M ist auch N := T(M) eine d-dimensionale Man-
nigfaltigkeit im R”; vgl. Fakta 13.5.14, 8. Dabei ist ¢ genau dann eine Karte von M, wenn

Y = @oT ! T(U,) — D, Karte von N ist. Aus der Beziehung \/detd¢X(s)Td¢X(s) =

\/detd¢¢(s)TTTTd¢¢(s) - \/detd%(s)Td%(s) kann man herleiten, dass ux(T(B)) = uy(B)

fiir alle B € A(T?)) und
ffd/lN:ffon/lM
N M

fiir jede messbare Funktion f : N — [0, +o0], und fiir jede messbare Funktion f : N —
[—o0, +00] (C) in dem Sinne, dass die linke Seite genau dann existiert, wenn es die rechte Seite tut.

15.7.8 Proposition. Fiir eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit M C R” mit 0 < d < p und sein
Oberfliichenmaf3 u gilt:

(i) Ist® # O C M offen beziiglich der Spurtopologie auf M, so gilt u(O) > 0, wobei O € A(TP)y.

(ii) M ldsst sich schreiben als abzihlbare Vereinigung von kompakten Teilmengen von M, also ist
M versehen mit der Spurtopologie o-kompakt.

(iii) Ist K € M kompakt, so folgt K € A(T )y mit u(K) < +oo, also ist u ein Borelmafs; siehe
Definition 14.10.5.

(iv) u ist ein o-endliches Maf3.
Beweis.

(1) Ist @ # O C M offen beziiglich der Spurtopologie auf M, so gilt O € AT P)p) = AT P)uy.
Offenbar gibt es eine Einbettung ¢ : C — M mit ¢(C) N O # 0 und infolge »~1(0) # 0. Da
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(i)

(iii)

(iv)

jede nichtleere offene Teilmenge von R? ein nichtleeres d-dimensionales Rechteck enthiilt,
gilt 2;(¢~'(0)) > 0. Wegen Proposition 14.7.2 folgt

wO) =z u(@(C)N 0) = f +/detdp(s)Tdg(s) dAa(s) > 0.
& 1

~H(0)

Zu jedem x € M gibt es eine Einbettung ¢, : C, — M mit x € ¢,(C,). Wihle eine
offene Umgebung B, C C, von ¢;1(x), deren Abschluss kompakt und in C, enthalten ist'4.
#x(By), x € M, bildet eine offene Uberdeckung von M beziiglich der Spurtopologie, und hat
wegen Satz 15.7.2 eine abzihlbare Teiliiberdeckung ¢,(B,), x € I. Wegen der Stetigkeit der
¢, ist

| eutctB) = M

xel

eine abzihlbare Vereinigung von kompakten Teilmengen von M.

Ein kompaktes K € M ist auch in R” kompakt, womit K € A(T?)y. Die beziiglich der
Spurtopologie offene Uberdeckung ¢,(B,), x € M, aus dem letzten Punkt ist auch eine offene
Uberdeckung von K, und hat daher eine endlich Teiliiberdeckung ¢,(B,), x € J.

Da +/detdpl(s)d¢,(s) ob der Stetigkeit auf den kompakten Menge c(B) 2 B, beschrinkt
ist, und da A4(By) < A4(cl(By)) < +oo, folgt aus (15.24)

TEDWICREDEDY fB Vet dd,(5)7d(s) dAy(s) < +oo.

xeJ xeJ

Wegen der o-Kompaktheit von M ist M abzihlbare Vereinigung von p-endlichen Mengen.

Q

15.7.9 Beispiel. Man betrachte die Kugeloberfliche S C R?. Um das OberflichenmaB von S zu
berechnen, sei an die in Beispiel 13.5.6 beschriebenen Karten ¢, ,, ¢ -, @4y, ¢y, @4 x, ¢ x erinnert.
Zunichst berechnen wir die Oberflache von der offenen oberen Halbkugeloberfliche H., also von

52N Uy, .. Die zur Karte ¢, , gehorige Einbettung ¢, . : Cyp,, — S 2 erfiillt Cy,.=U ]FZ’H'HZ(O) und
bp. . (5) = (&1, 1 =€ =) fiir s = (¢&,m)7; vgl. Beispiel 13.5.12. Somit gilt

& én
+ 1_4:2_772 ]_§2_ 2
&n 1
1_§2_n2 1 + 1_{:2_,]2

2+2 1
=1+ f2772: 2 _ 2"
1-&-n° 1-&-7q

detds,, (s)" dg,, (s) =

Also erhilt man aus Definition 15.7.4

1 Tl r
u(H ):f —d/lz(s):f f drdae = 27,
’ Ui0) 1 =&2—n? -nJo V1-r2

wobei die vorletzte Gleichheit durch Transformation auf Polarkoordinaten mit Hilfe von Satz
15.1.2 folgt; vgl.Beispiel 15.1.3. Entsprechend erhilt man pu(H_) = 27, wobei H_ die untere offene
Halbkugeloberfliche ist. Somit gilt

H(S?) = p(Hy) + p(H-) + p(fx € % x3 = 0)).

Wie wir aus dem folgenden Lemma erkennen, gilt u({x € S? : x3 = 0}) = 0, also u(S?) = 4.

14Man nehme etwa Ue(gb;l(x)), wobei € > 0 so klein gewihlt ist, dass K(¢;'(x)) C C,.
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15.7.10 Lemma. Sei u das Oberflichenmaf; einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit M im R?. Alle
N C M, die selber m-dimensionale Mannigfaltigkeiten (0 < m < d) sind, liegen in A(TP)y und
haben in M Oberflichenmafs Null. Somit gilt auch u(B) = 0 fiir alle B € AT P)y.

Beweis. Fiir eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit N € M mit 0 < m < d und eine Karte ¢ ist
im Falle N N U, # 0 auch N N U, und infolge ¢(N N U,,) eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit;
siehe Fakta 13.5.14, 5 und 8. Wegen o(N N U,) C R9 x {0} ist auch m((N N U,)) = ¢;] (N) eine m-
dimensionale Mannigfaltigkeit im R, wobei 7 : R” — R die Projektion auf die ersten d Eintriige
ist; siche Fakta 13.5.14, 2. Nach Korollar 15.7.3 liegt q);l(N) in A(7?) und hat Lebesgue-Mal3
Null. Aus Fakta 15.7.6, 2 folgt u(N) = 0.

Fiir alle B € AT ?)y C AT P) gilt schlieBlich 0 < u(B) < u(N) = 0. 4

15.7.11 Beispiel.
(i) Wir betrachten die Einheitssphire
SPl={xeR” :||x|| = 1}.

Offensichtlich ist S7~! die Nullstellenmenge der Funktion x — Ix|I> — 1 auf der offenen
Teilmenge R? \ {0} von R?. Nach Satz 13.5.4 ist S P=1 ejne (p — 1)-Mannigfaltigkeit im R?.
Einbettungen in S”~! lassen sich ausgehend von der Kugelkoordinatenfunktion

T : [0,+00) x RPN - R”,

- cosa cosfy cosB -+ cosb, 3 cosb,
o sina cosf cosé --- cosf,_3 cosb, o
siné cosé --- cosf, 3 cosb, >
T,| O |=r- e (15.26)
: sinf,_3 cosf,_»
6, p 7> Up
p=2 sinf,_»
wobei
,
a
detdT), 01 | = P71 cos @ cos? 6, ...cosP > Op—2, (15.27)
0p—2
angeben; siehe Beispiel 15.1.6. Die Einschrinkung von T, auf D, := (0, +o0) X (0, 271) X
-7, %)I"Z ist injektiv und infolge ein Diffeomorphismus; vgl. Korollar 13.3.3. Dabei gilt
T,(r,a,b,..., Hp_z)T esrl genau dann, wenn r = 1.

Infolge ist T : (0,27) X (=5, 5)P™2 x (=1, +00) — R, definiert durch

@ r+1
01 [07

T| @ |=T, O |,
0y
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(ii)

(1ii)

ebenfalls ein Diffeomorphismus und ¢ := T~! eine Karte von S”~!, wobei D, :=(0,2m) X
-7 %)p—Z X (=1,+00) und U, := T(D,). Gemil (13.19) ist die dazugehorige Einbettung
gegeben durch

1
o
0, @
¢¢:(0,271)><(—§,§)P‘2—>S1"1, ol l=1,| 00 |,
-C :
; 0,2 6,2
wobel ’
r r 1 0
dTp(s) dTp(s)_(O 2 - do(s)T do(s), (15.28)

wie man elementar aus (15.26) herleitet.

Thr Bild ¢,(C,) ist dabei zwar nicht ganz SP~!. Aber das, was auf die Einheitskugel fehlt, ist
verhdltnismaBig klein:

$o(Cp) =SSP I\ {xeR? 1 x; 2 0,x, = 0}

Klein deshalb, weil, wenn u das Oberflichenmal} von S P=1 pezeichnet, die Menge S p=1y\
¢ (Cy) = {x €8 P12 x; > 0,xo = 0} in der (p — 2)-dimensionalen Mannigfaltigkeit
{x € SP71 : x, = 0}!° enthalten und infolge eine Nullmenge beziiglich y ist; siche Lemma
15.7.10.

Aus (15.28) und (15.27) folgt zudem

T
JJdetd,(s)7 diy(s) = % \/dethp(g) dTp(;)

= cos 6y cos> 6 ...cosP2 Op—> .

Fiir ein messbares f : S7~! — [—c0, +c0] (C) gilt somit

a
o 2 2
f fdu= f (fopy| . |-cosBicos”by...cos” "6, 2dA,_1| . (15.29)
sr-1 C, : :
91)_2 gp—Z
in dem Sinne, dass die linke Seite genau dann existiert, wenn es die rechte tut.

Ist R > 0, x € R? fest, und betrachtet man die Oberfliche x + R - SP~! der offenen Kugel Ug(x)
mit Radius R um x, so ist wegen Fakta 15.7.6, 9, auch x + R - S”~! eine (p — 1)-dimensionale
Mannigfaltigkeit, wobei

f - fd,ux+R.S/7—1 = Rp—l . f(x + Ry) d,usp—l(y) s (15.30)
x+R-SP- _

fiir jedes messbare, auf x+R-S P! definierte f. Dabei bezeichnet y1,, g.¢p-1 das Oberflichenmaf
auf x + R - SP~! und ug,1 das OberflichenmaB auf S7~!.

SLisst man die zweite Koordinate weg, so ist das gerade S772.
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(iv) Ist schlieBlich f : R? — [0, +oo] integrierbar, so folgt aus der Transformationsformel
mehrdimensionaler Integrale

f fd/l,,:f foT,-|detdT,|d, =
R? (0,400)x(0,2m)x (= &, T )p-2

a a
1 01 2 2 01
f P f f(r-¢y| . P-cosficos”6y...cos” "6, 2dA,_1| . [dA(r) =
(0,+00) c, : :
0,2 0,2

f ol f Fr9) () dAGr) = f FO) Aty () dAGP).
(0,+00) sl (0,400) Jrsp-1

Dabei konnen die Integrale auch den Wert +oco annehmen. Infolge gilt

ffdﬂp=f SO du,gp-1(y) dA(r) (15.31)
RP (0,+0c0) JrSp-1

fiir jedes messbare f : R? — [—o0, +00] (C) in dem Sinn, dass die linke Seite genau dann
existiert, wenn es die rechte tut.

(v) Wenden wir (15.31) speziell auf f = 1k, an, so folgt

RP
A, (KM 0)) = (771 f PPdA) = — - u(SPTY. (15.32)
(O,R] p
15.7.12 Beispiel.

(i) Man betrachte den Spezialfall einer 1-dimensionalen Mannigfaltigkeit M C R”, alsod = 1.
Angenommen ¢ : (a,b) — M mit (a,b) C R ist eine Einbettung, so folgt fiir A € AT ?)u
mit A € ¢((a, b))

par= [ e @ @am= [ 8ok,

'(4)

Insbesondere gilt
u(9((a, b)) = f( 16 @l ds.

Angenommen ¢ ist sogar auf [a, b] stetig differenzierbar, so stimmt nach Satz 11.1.8 dieser
Wert mit der Weglidnge von ¢ iiberein.

(i) Man betrachte den Spezialfall einer 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit M C R”, also d = 2.
Fiir eine Einbettung ¢ : C — M mit C C R? rechnet man elementar nach, dass

\detde(s)T de(s) = \/H—( )||2|| (s | - (—( ), —¢( )) (15.33)

wobei (., .) das iibliche Skalarprodukt im R” bezeichnet; sieche Ubungsaufgabe 15.23. Daher
gilt fiir ein B € A(7P)y mit B C ¢(C),

0
u(B) = f \/ll Gl ¢<>II2 fud <)—¢(s>) dy(s).
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(iii)

(iv)

Ist M C R3 eine 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit, also p = 3,d = 2, so kann man (15.33)

schreiben als p P
Jderds s o) = |75 x 720 .

wobei x X y das Kreuzprodukt zweier Dreivektoren

X2y3 — X3)2
XXy i=|Xx3y1 —X1y3]| .
X1y2 — X2)1

bezeichnet; siche Ubungsaufgabe 15.23. Also gilt fiir ein B € A(T )y mit B C ¢(C),

H(B) = L (B)|| prt )x—(s>|| dda(s)

In dem ganz einfachen Fall, dass ¢((¢1, fz)T) = &1vy + &vy, wobei vy, v € R3 linear unabhin-
gig sind, folgt

||—( )% —(s) |, = v xvallo.

Nach elementargeometrischen Uberlegungen ist das gerade die Fliche des von v; und v,
aufgespannten Parallelogramms ¢([0, 1] X [0, 1]), was gemil obiger Formel auch durch

(0,11 X [0,1])) = f Vi X vall2 dAz = |lvi X v2ll2
[0,11x[0,1]

bestitigt wird. Also passen unser Oberflachenbegriff und der aus der elementaren Geometrie

zusammen.

Kommen wir noch einmal zu dem Fall zuriick, dass M ein d-dimensionaler linearer Unterraum
von R? ist. Aus Beispiel 13.5.3 wissen wir, dass fiir eine Basis x, ..., x; von M die lineare
Abbildung ¢ : RY — M mit ¢((£1,...,&)T) = Z;’zl £&jx; eine Einbettung auf M ist. Wegen
dp(s) = ¢ gilt fiir A € AT Py

H(A) = f Tl = JaetTy- .
¢—1

Damit stimmt in diesem Spezialfall die Definition von Oberflaichenmal3 aus Definition 15.7.4
mit der aus der Motivation in Beispiel 15.7.1 am Beginn des aktuellen Kapitels iiberein; siche
(15.22).

15.7.13 Beispiel. Man betrachte den zweidimensionalen Torus M. Wir verwenden die Notation
aus Beispiel 13.5.13. Um das Oberflichenmal} u(M) von M zu berechnen sei zunéchst bemerkt,
dass wegen Lemma 15.7.10 sicherlich u(K;) = 0 = u(K3). Aulerdem gilt

afg) ag) ("5 5)

Somit folgt aus (15.24)

u(M) = pu(M \ (K1 U Ky)) = f

(2+cos0)d/12( ) Zﬂf (2+cosf)dd = 87 .

(=71, 70)X(—T1,77)
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15.8 Faltung

Eine sehr fruchtbare Begriffsbildung in der Analysis ist die der Faltung zweier beziiglich AT %)
messbarer Funktionen f, g : R? — C. Diese ist definiert durch

fxgx):= f S(x=y)g(y)daa(y)
Rd

fiir alle x € RY, fiir die y — f(x — y)g(y) integrierbar ist. Im Allgemeinen ist das nicht der Fall.
Sind f und g aus speziellen Funktionenklassen, so existiert die Faltung sehr wohl. Wegen Lemma
14.11.6 angewandt auf T'(y) = x — y existiert f * g(x) genau dann, wenn g * f(x) existiert, wobei in
dem Fall dann

frg = [ F0)t-0 a0 =g+ S0,

R4

Wir wollen hier nur den Spezialfall eines integrierbaren g und eines beschridnkten und messbaren f
behandeln. Spiter werden wir zur Faltung von allgemeineren Funktionen zuriickkommen.
Ist ndmlich g integrierbar und f messbar und beschrinkt, so folgt wegen |f(x — ¥)g)| < || flleolg(M)]
die Integrierbarkeit von f(x — y)g(y) fiir alle x € R?. Also existiert f * g(x) fiir alle x € RY. Somit
ist f * g eine Funktion von R? nach C, die wegen

If*g(X)ISf If(x—y)g(y)ldfld(y)sllflloo-f lg)IdAa(y) (15.34)
R4 R4

=:lglh

beschrinkt ist mit ||f * gllee = SUpcpa |f * 8(X)| < [Iflleo - lIgll1. Spéter werden wir sehen, dass f * g
sogar gleichmifig stetig ist; vgl. Fakta 16.7.3. Wir sammeln weitere Eigenschaften dieser Funktion.

15.8.1 Fakta.

1. Ist g : R? — C integrierbar und f : R — C messbar, beschrinkt und partiell differenzierbar

auf RY derart, dass alle partiellen Ableitungen g—j;, j=1,...,d, auch beschrinkt sind!®, so
gilt
of (x —y)g(y) af
‘—a <lgWl- ||z
xj ax]' o
Also folgt aus Lemma 14.154 fiir j=1,...,dund x € R4
0 0
*8) = 9 o). (15.35)
(9xj 6xj

2. Wendet man die letzte Tatsache wiederholt an, so erhélt man, dass wenn g : R? - C inte-
grierbar und f : R¢ — C messbar, beschriinkt und zumindest m-mal partiell differenzierbar
auf R? derart ist, dass die partiellen Ableitungen

ok f

——— firalle /,...,ke{l,....d},
6x1]...6x1k aratie k { }

161st £ : D — R (C) fiir ein offenes D C RY messbar und partiell differenzierbar, und setzt man f mit O
1

n

aullerhalb von D fort, soist D 3 x — %(x) der punktweise Grenzwert der Folge und damit
J

auch messbar.
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mit k < m auch beschrénkt sind, f * g zumindest m-mal differenzierbar ist, wobei
Mg . _ I
ox, ...0x, Ox,...0x,
firly,...,kef{l,....,d}und k < m.

* g(x) (15.36)

3. Ist g integrierbar und f zumindest m-mal stetig partiell differenzierbar und hat f gemif Defi-
nition 12.17.6 einen kompakten Triger, so haben mit f und auch alle partiellen Ableitungen
von f kompakte Trédger und sind infolge beschrinkt. Also gilt in diesem Fall immer (15.36),
wobei f * g und seine partiellen Ableitungen beschrénkt sind; vgl. (15.34).

15.8.2 Beispiel. Sei f,g : R — R definiert durch

f(XI) = exp(—|x1| = |x2l), 8(XI) :=sin(xy + x2).
X2 X2

Man iiberzeugt sich leicht, dass f integrierbar und g messbar, beschridnkt aber nicht integrierbar ist.
Nach Fakta 15.8.1 gilt

x x .
f*g( 1) =g *f( 1) = f sin(xy — y1 + x2 — y2) exp(—|y1] - |)’2|)d/12(y1)
X2 X2 R2 Y2

Wegen sin(x; — y; + xp — ¥2) = sin(x] — y1) cos(xa — y2) + cos(x] — yp) sin(xp — y;) folgt aus dem
Satz von Fubini

f *g(xl) _ f exp(—|yi1]) sin(x; —y1)dA(yy) - f exp(—|y2|) cos(xz — y2) dA(y2)
X2 R &

. fR exp(—ly1]) cos(x1 — y1) dA(y1) - fR exp(—lyal) sinx — y2) dA()

Wegen cos(x — t) + cos(x + t) = 2cos xcost und weil exp(—t)(sint — cos t) Stammfunktion von
2 exp(—t) cos t ist, erhélt man

f exp(—[t]) cos(x — 1) dA(r) = f N exp(—1)(cos(x — 1) + cos(x + 1)) dt = cos x.
R 0

Mit sin(x — ¢) + sin(x + 7) = 2 sin x cos ¢ folgt

f exp(—|t]) sin(x — 1) dA(r) = f " exp(—t)(sin(x — ¢) + sin(x + 1)) df = sin x.
R 0

Also gilt
X1 . . . X1
f = g( ) = (sinxp) - (cos xp) + (cos x1) - (sin xp) = sin(x] + x») = g( )
X2 X2

15.8.3 Lemma. Seien f, g : RY — C messbare Funktionen, und My, M C R? derart, dass f(x) = 0
fiir x ¢ M und g(x) = 0 fiir x ¢ M,. Fiir alle x € R4\ (M, + M>), bzw. dquivalent dazu fiir x € R4
mit (x — M) N M, = 0, existiert f + g(x), wobei f * g(x) = 0. Falls zusdtzlich f = g(x) fiir alle
x € RY existiert, so gilt17

supp(f * &) < ct(supp f + suppg).

Fiir die Definition des Trigers supp f siche Definition 12.17.6.
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Beweis. Man beachte zunichst, dass fiir x € R? die Tatsache, dass (x — M) N M, # ( dquivalent
zu x € My + M, ist. In der Tat bedeutet (x — M;) N M, # 0 genau, dass es ein m; € M, und ein
my € M| mit my = x —m; gibt, was wiederum zu x = m; + my fiir gewisse m; € My, my € M»,
daher zu x € M| + M, dquivalent ist.

Fiir x ¢ M; + M, und allen y € R? gilt daher

Fx=y)g(y) = Ly (x = ) p, ) - fx = )&M) = Lm0 - f(x —y)g(y) = 0.

Insbesondere existiert die Faltung von f und g an der Stelle x, wobei f = g(x) = 0. a
15.8.4 Beispiel.
Man betrachte g : R — [0, +0c0) 1t

mit g(¢) = 0 fiir £ <0 und g(¢) =
1

e ¢ fir £ > 0. Bekannterweise ist

g eine C* Funktion;

B

genauso wie die Funktion

163 1 f

J& = o+ =D

0! 1

die nur Werte in [0, 1] annimmt, wobei f(£) = 1, € > 1 und f(¢) = 0, £ < 0. Die Funktion

h&) = fE+2)f2-8&  (15.37)

ist schlieBlich C*, erfiillt 0 < h(¢) < 1, € e R, sowie A([—1,1]) = {1} und AR \ (-2,2)) = {0}.
15.8.5 Definition. Mit ¢ := sz(O) h(llyll%) dA4(y) und fiir § > O sei die Funktion ks : R — R

definiert durch )
1 115
bt = 2,
5(x) 5 "\ 52

Diese Funktionen ist ein sogenannter Mollifier.
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€ ki
3/c 3
i ki
’:‘ 2/c ‘,‘ kl
/ j‘ 1/c “‘ \
-2 Jl 0 \ 1 2

Abbildung 15.2: Veranschaulichung von ks im Falle RY = R.

Als Zusammensetzung von C*-Funktionen ist ks selber C*°, wobei fiir j = 1,...,d
Oks (o _ 2x; h,(llxllé)
(9xj 5d+2 52 :

Offenbar nimmt ks auf K5(0) den Wert # an, und hat einen Tréger, der in K»5(0) enthalten ist.
Aus Lemma 14.11.6 folgt

1 1
ksl = — f nmm(y)h(n—yuz)dadm — & f h(Iyll3) dAa(y) = 1,
cd 5 K>(0)

sowie

’ W (||—y||2)

2], -

ox;lh

6d+1 f ]lea(O)(y)

2

= 54 f 11 AP dAg(y) = =
o5 KZ(O)IyJII Iyl dAq(y) 5

fiir eine geeignete, von § > 0 unabhingige Konstante C > 0.

Im Folgenden wollen wir uns fiir eine Menge B C RY, B € A(T %) die wegen der Integrierbarkeit
von ks und der Beschrinktheit von 15 sicher auf ganz R? existierende Funktion ks * 1 niher
anschauen.

15.8.6 Fakta.
1. Aus der Definition der Faltung und aus (15.34) erkennen wir

0<ksxlg(x)<1 fiiralle xeR?. (15.38)

2. GemiB (15.36) gilt ks = 15 € C*(R?, R), wobei gemdlB (15.35) und (15.34)

C
=—_. 15.
5 (15.39)

Ia(k(S «1p) ks

(9)6]'

(X)l

ok
s 1p(x )‘ H 2

3. Fiir ein x € R? und y & x— Kys5(0) = x + Kps(0) = Kps(x) gilt wegen ks(x —y) =0

ko + 1 p(x) = f o(x = ) dda(y) = f o = ) (). (15.40)
B BNK>s(x)
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4. Im Falle K»s5(x) € B folgt mit Lemma 14.11.6
ks * 1p(x) = f ks(x = y)dAq(y) = f ks(y) dAa(y) = llkslli = 1. (15.41)
Kas(x) K25(0)

Liegt allgemeiner x im Inneren B° von B, also gemdf Definition 12.2.11 in der gréBten in
B enthaltenen offenen Menge, so gilt Us,(x) € B fiir ein p > 0. Es folgt fiiralle 0 < 6 < p
sicherlich Kps(x) € B, und daher ks = 15(x) = 1. Insbesondere gilt

lim k(g * ]lB()C) =1.
oN\O

5. Gilt B N Kps(x) = @ bzw. dquivalent dazu x ¢ B — K»>5(0) = B + K5(0), so folgt aus Lemma
15.8.3 oder direkt aus (15.40), dass ks * 15(x) = 0. Insbesondere gilt

supp ks = 1p C cl(B + K»5(0)). (15.42)
Ist B zusitzlich beschrinkt, so ist die rechte und daher auch die linke Seite beschrinkt und

infolge kompakt. Insbesondere folgt die Integrierbarkeit von ks * 1 fiir beschrinkte B.

Liegt x allgemeiner im Inneren (B€)° (= c£(B)€) von B¢, also in der grof3ten in B¢ enthaltenen
offenen Menge, so gilt U;,(x) € B fiir ein p > 0. Fiir alle 0 < 6 < p folgt Ka5(x) € B bzw.
B N Kps(x) = 0, und daher ks * 1 p(x) = 0. Insbesondere gilt

limks « 1g(x) =0.
\0

Die abgeschlossene und offene Kugel K;5(L) und Us(L) um eine Menge L wurden in (12.23) definiert
und in Fakta 12.14.2 diskutiert.

15.8.7 Lemma. Sei K C R? kompakt und L C K nichtleer. Fiir § > 0 gilt
supp (1 — ks * Lg,51)) € R\ Us(L) CR?\ cl(L) (15.43)

und
1 - (1 — kg * ]1K3(5(L))| = ks = ]ll(_;,;(L) < ]]'Kso‘(L) 5 (15.44)

Fiir alle x € R? \ ct(L) gilt punktweise
%i{% 11— (1 = ks * Lgzy)(X)] = y{% T kssr)(x) = 0. (15.45)

Beweis. Fiir x € Ks(L) gilt K»5(x) € K35(L) und daher ks * 1 g,;)(x) = 1; siehe (15.41). Somit
verschwindet (1 — ks * 1 g;(1)) auf Us(L) € K5(L), also supp (1 — ks * 1 g,51)) € RY\ Us(L). Wegen
ct(L)C K 5 (L) € Us(L) haben wir damit (15.43) gezeigt.

Aus 0 < k5 * ]lK35(L) < 1 — siehe (1538) - fOlgt sofort |1 - (1 - k(5 * ]lK35(L))| = k5 * ]1K35(L)-
Vor (15.42) haben wir gesehen, dass ks * Lg,,)(x) = 0, wenn x ¢ Kzs(L) + Kz5(0). Wegen
K3s(L) + K»5(0) C Kss(L) folgt (15.44).

Fiir x € R4\ ¢f(L) giltd(x, L) > 0. Wahlt man ¢ > 0 so klein, dass d(x, L) > 56, also dass x ¢ Kss(L),
so folgt aus (15.44), dass 1 x;z)(x) = 0 und (1 — ks * Lg,;z))(x) = 1. Somit gilt (15.45). u

Folgendes Resultat wirkt zunéchst etwas glanzlos, stellt sich aber oft als sehr niitzlich heraus.
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15.8.8 Lemma. Sei K C R? kompakt und V;, j € J, eine offene Uberdeckung von K. Dann gibt es
endlich viele Funktionen'® VisevrsVn € C(‘;%(Rd, R) mit Werten in [0, 1] derart, dass fiirk =1,...,n
immer supp vy C V) fiir ein j(k) € J und dass

1x(x) < D w() < 1 fiiralle xeR?, (15.46)
k=1

Die Funktionen vy1,...,y, nennt man eine glatte Zerlegung der Eins.
Beweis. Zu jedem x € K gibt es ein j(x) € J mit x € V). Nun sei 6, > 0 so klein, dass die
abgeschlossene Kugel K35, (x) mit Radius 36, beziiglich der ||.||[>-Norm um x ganz in V) enthalten

ist. Wegen der Kompaktheit von K gilt K C U(;X1 (x1) U--- U Us, (x,) fur gewisse xp,...,x, € K.
Wir setzen Ap := Uz(sxl (xpundfirk=2,...,n,

Ai = Uns, (0 \ (Uns, (x1) U+ U Uss, (x-1)) -
Ist ¢ := % -min{d,, : k =1,...,n}, so erhalten wir
A+ K25(0) € Uss,, (xx) + K25(0) € K3, (x1)

und damit
cl(Ar + Kr5(0)) C K36)‘k (xx) C Vj(xk) = Vj(k) .

Definieren wir mit ks aus Definition 15.8.5 die C*-Funktionen y; := ks * 14,, so folgt suppyx C
K35Xk (xk) € Vi) aus (15.42). Wegen (15.38) gilt

Dok =D ks # a0 = ks (D 1a)(0) = ks + La(x) € [0, 11,
k=1 k=1

k=1

wobei A=A U---UA, = UQ(;XI (x1) U -+ U Uss, (xn). AuBerdem folgt aus
K + K25(0) € (Us,, (x1) U -+ U Us, (x0)) + K25(0) € Uss, (x1) U+ U Uss, (xa) = A
zusammen mit (15.41), dass ks * 14(x) = 1, wenn nur x € K. a

15.8.9 Bemerkung. Nimmt man fiir ein kompaktes K C R? und eine offene Obermenge G von K
einfach G als offene Uberdeckung her, wendet Lemma 15.8.8 an, und setzt

Y= Zn:?’k,
=1

so erhilt man eine C&’)(Rd, R)-Funktion, mit suppy € G,0 <y < 1 und y|x = 1.

BCE@®RY,R) = C(R?,R) N Cop(R?, R); vgl. Beispiel 12.18.12.
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15.9 Integralsitze

15.9.1 Lemma. Sei A eine reelle und reguliire p X p-Matrix geschrieben in der Form A = (B| D),
wobei b € RP und B € RP*P~V_ Dann ist der Vektor (egA_l)T nicht der Nullvektor und steht
normal auf BRRP™Y). Infolge ist

vi=——— (eTATHT (e RP),
I eb A=), 7

normal auf BRP~Y) und hat beziiglich ||.||, die Liinge eins. Zudem gilt v b > 0 sowie

|detA| = vdet(BTB)- (v'b).

Beweis. Fir j=1,...,p—1gilt
(B ej (A )=efAT'A ¢; =0.
S~ S~
cRp-1 €RP

Also steht (eI{A‘l)T normal auf B(RP™1). Wegen
T A-INTy _ T 41 _
(b, (e,A)") =e,A" Ae, = 1

cot (bT A-INT i : 1 _ T
ist (e,A™")" nicht der Nullvektor, wobei A =Y b > 0.

Seic =(cy,.. .,cp)T € R? definiert durch
cj=(-DP*detB;, j=1,...,p.

Dabei bezeichnet B; jene (p — 1) X (p — 1)-Matrix, welche aus B durch Streichen der j-ten Zeile
hervorgeht. Nach der Cramerschen Regel sind die ﬁc ; genau die Eintrége der letzten Zeile von
A~!. Es folgt

¢ = (detA) - (efA™)" = (detA) - || (e) A™)|| - v.

Also steht auch ¢ normal auf B(R”~!), womit

(Bl (Blo) = (B(T)B (T’C) -

C

2
Bilden wir hier links und rechts die Determinante, so folgt (det (Blc) ) = (¢’ c) det BT B. Anderer-
seits kann man det (B | ¢) dadurch berechnen, dass man nach der letzten Spalte entwickelt. GemaB
der Definition von c ergibt das det (B|¢) = ¢’ ¢ und infolge

2
(cTc)det BTB = (det (B| c)) =(Te)?.
Also erhalten wir

det B'B = c'c = (detA)* - || (T ATHT| - vT'v = (det A)* -

VTP

und daraus die Behauptung. a



254 15 Transformationsformel, Integralsitze

Fiir L C R” wird die Bedingung!®
(KL

154
oN\O 0 (15.47)

im kommenden Satz eine Rolle spielen. Sie bedeutet, dass die Menge L in einem gewissen Sinne
klein ist. Insbesondere erfiillen endliche Mengen L diese Bedingung.

15.9.2 Satz. Fiir eine beschrdnkte und offene Teilmenge G C R?, p > 1, sei f : cl(G) — R eine
stetige Funktion derart, dass f|g stetig differenzierbar ist. Weiters sei der Trdger supp f von f in
G UG U L enthalten, wobei L C 0G \ 0°G der Bedingung (15.47) geniigt.

Ist x — (x) fiir j = 1,..., piiber G nach A, integrierbar, und ist flsc iiber 0°G nach dem
Oberﬂachenmaﬁ u mtegnerbar so gilt fiir ein beliebiges w € R”

fG df(xwday(x) = fa o FO) -0 w)du(y), (15.48)

wobei v(y) die duflere Normale im Punkty € 0°G ist; vgl. Korollar 13.7.9.
Die Integrierbarkeit von f|goc iiber 0°G nach u ist automatisch erfiillt, wenn supp f € G U 9°G,
oder wenn u(0°G) < +oo.

Beweis.

~» Die Funktion f : c€(G) — R ist wegen ihrer Stetigkeit und wegen der Kompaktheit von
cl(G) beschrinkt. Also folgt aus u(9°G) < +co die Integrierbarkeit von fls¢ nach .

Aus supp f € G U 3°G folgt supp f N IG = supp f N 0°G. Diese Menge ist somit kompakt,
woraus sich u(supp f N 0°G) < +oo ergibt; vgl. Proposition 15.7.8. Da f|sc aulerhalb von
supp f N 0°G verschwindet, erhalten wir die Integrierbarkeit von fls¢ nach .

~» Wir zeigen hier, dass es zu jedem x € G eine offene Umgebung U, derart gibt, dass (15.48)
stimmt, und zwar fiir alle f mit Triger in U,. Fiir x € G sei U, eine e-Kugel bzgl. der
||.llo-Norm, deren Abschluss ganz in G enthalten ist, also

Ur=(x1—€x1+e) X X(xp —€,xp +6€)
Cca(Uy)=[x1—€x1+€e]lX - X[x,—€x,+€] CG.

Mit dem Integranden verschwindet auch das Oberflichenintegral auf der rechten Seite von
(15.48). Fiir supp(f) € U, und w = ¢ folgt aus dem Satz von Fubini

fdf(a)wd/lp(a) fdf(a)el da,(a) (15.49)

f f df(x+t1€1 + - +tpep)el dr ..

Die Menge Ks(L) wurde in (12.23) definiert. Fiir die zugrunde liegende Metrik d konnen wir d; (x,y) =
lx = ¥ll1, da(x,y) = |lx = yll» oder dw(x,y) = ||x = y|lo nehmen. In der Tat folgt aus der Aquivalenz der
Normen ||, |1, I, ll2, |l, llc auf R”, dass Kg'”"(L) Ccij- K(L!‘”"(L) mit gewissen c¢; ; > 0 fiir alle 7, j € {1, 2, co}.
Ist (15.47) fiir eine Norm ||.||; mit i € {1, 2, oo} erfiillt, so gilt (15.47) fiir alle Normen ||.||;, i € {1, 2, co}.
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Das innerste Integral ist wegen d f(a)e; = %(a) gleich

+e€
0
j:e a—){l(x+t1€1 + .- +l‘p€p)dl‘1 =

f(x+ee +her+---+1ye,)— f(x—€ey +hher+---+1,e,) =0-0,
da f auBerhalb von U, verschwindet. Also ergibt auch das Integral in (15.49) Null. Ver-
tauscht man die Integrationsreihenfolge in (15.49) entsprechend, so sieht man, dass auch

fG df(a)wdd,(a) = 0, wenn w € {ey,...,e,}. Wegen der Linearitit verschwindet dieses
Integral fiir beliebige w € R”.

~» In diesem Schritt zeigen wir, dass es zu jedem x € 9°G eine offene Umgebung U, derart gibt,
dass (15.48) fiir alle f mit Triger in U, stimmt. Dazu wihlen wir eine Karte ¢ : U, — D,
mit x € Uy, welche aus einer Einbettung ¢ und aus einem w ¢ T, = de¢(¢~'(x)) R wie in
Proposition 13.5.10 hervorgeht.

Weiters schrinken wir D, so ein, dass die Mengen D aus (13.28) zusammenhingende
Teilmengen von R? sind. Geméfl Bemerkung 13.7.7 tritt damit Fall (ii) oder Fall (iii) von
Lemma 13.7.4 ein. Indem wir nétigenfalls von ¢ zu § o ¢ iibergehen, konnen wir Fall (iii)
annehmen. Wegen Korollar 13.7.9 gilt dann

V() = ve(y) = d(p(y)Tep fir ye U, N3°G. (15.50)

1
lde(»)Te,ll>

Wir wiéhlen p > 0 so klein, dass Kﬂ'”“’ (¢(x)) € D,. Fiir f wie in der Aussage des Satzes mit
supp f C gD‘l(Uﬂ'”“’(go(x))) C Uy, folgt wegen

G N U, N (K= (o(x)) = U,y N (K1 (0(x)) = o7 (K} (5) x [-p, 0)) ,

wobei ((S)) =p(x) € R”~! % {0}, aus der Transformationsformel, Satz 15.1.2,

fdf(a)w da,(a) = f df(a)ywda,(a)
G ¢

(KL (9x[-p.0)

_ AN -1 !
_j];ﬂ‘m(s)x[—pff){(gp (f))w ’detdgo (f)‘d/lp(f)‘

Man beachte dabei, dass voraussetzungsgemaif das erste Integral in dieser Gleichungskette
existiert und somit auch das letzte. Nach dem Satz von der beschrinkten Konvergenz stimmt
Ji; df(@w da,(a) iiberein mit

. 4t 4t t
1‘{*3>f1<ﬂ-m<s>x[-p,_‘i]f v (5))W'|detd¢ (§)|dﬂ”(§)' (20

Wenden wir Lemma 15.9.1 auf A = (B|b) = dga‘l(;) an, so folgt wegen B =
dtp_l(é) (e1l...lep-1) = dp(t) und b = dgp-l(;) e, = w (siche Proposition 13.5.10) sowie
(ehA™HT = d(p((p_l(é))Tep, dass

41
Vig de(e 1( ))Tep

e (DTele
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normiert ist, normal auf d¢(f) RP~! steht und v fw > 0 erfiillt. Da v;g = v(<p‘1((’))) auch
diese Eigenschaften hat, folgt wegen (dim dg(r) RP~1)* = 1, dass Ve = v((1)); vgl. (15.50).
AuBerdem gilt

|detd¢—‘(§) |detA| = Vdet(BTB) - (VI,b) = /detd()7 (1) - (v((1) w).

Die Kettenregel, Proposition 10.1.18, ergibt zudem

2 (o (- ()
% \e fle f)90 fep fle g)w

Mit dem Satz von Fubini, Satz 14.14.4, erhalten wir daher

-1 1! !
lew@x[p a9 (5))W'|detd‘p (§)|d/l”(§)
€9
= fK o f_ ! a; () V(@) w - \[detdg(n)T dg (1) dé A, (1)
= fK oy (foso"(_:) foy¢™ ( )) (@) w) - \Jdetdd () dp(r) dAp-1(1).

Nun gilt f o go‘l( tp) = 0 und wegen der Stetigkeit von f auch f o go‘l( ! ) — fo w‘l(t) fiir

€\, 0.Da (5) — d¢(t) und ( ) fop™ ( ) auf der kompakten Menge K” I (s) x [ —-p, 0]
stetig und infolge beschrinkt sind, konnen wir den Satz von der beschrankten Konvergenz
fiir € N\, 0 anwenden. Also stimmt (15.51) {iberein mit

“1ft T _ T
Lp-w(s)fo¢ (O) ~((p(0)" w) - Jdetdp(t)T dg(t) dA,-1 (1) = Gf()’) ~(v(y)" w)du(y) .

0°

Wir haben also zu festem x € 9°G und w ¢ T, eine offene Umgebung U(w), ndmlich das
von w ausgehend konstruierte ¢! (U, ﬂ'”“(tp(x))), derart gefunden, dass die Aussage fiir alle f
mit Triger in dieser Umgebung gilt.

Man wiihle schlieBlich eine Basis von wy,...,w, von R mitw; ¢ T, j=1,..., p. Sei Uy
der Schnitt der U(w;). Fiir f mit supp f C U, und w € R? folgt dann (15.48) wegen der
Linearitét der Integrale in w.

Sei f : ¢f(G) — R mit den im Satz gemachten Voraussetzungen, wobei supp f € G U §°G.
Zu jedem x € supp f gibt es nach den ersten beiden Beweisteilen offene U, > x, so dass
der Satz fiir Funktionen mit Tréger in U, richtig ist. Nach Lemma 15.8.8 gibt es zu dieser
offenen Uberdeckung C®-Funktionen vyy, ..., 7y, derart, dass suppyx € Uxx), k= 1,...,n
und (15.46) gilt.

Insbesondere haben wir supp f - yx € Uxg). Somit stimmt (15.48) fiir diese Funktionen.

Andererseits gilt f = f- 3>, ¥x und daher

f df@wdi,@) =) f d(f - yi(a) wdd,(a)
G = JG

-, f (f - 700 - 00 'w) du(y) = f fO) - O)'w) du@) -
— Jyc G
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~» Wir behandeln nun den allgemeinsten Fall. Sei also sei f : ¢£(G) — R mit den im Satz
gemachten Voraussetzungen, wobei supp f € G U 9°G U L. Fiir § € (0, 1) betrachte die
Funktion

Jo = (1= ks * Lisywy) f
welche klarerweise C! auf G und stetig auf c£(G) ist. Aus (15.43) in Lemma 15.8.7 wissen

wir, dass supp f5 € supp f \ c¢f(L) € G U §°G. Somit kdnnen wir das bereits Bewiesene
anwenden und erhalten

f dfs(x)wda,(x) = f S50 - 0 'w) du@) . (15.52)
G 0°G

Wegen cf(G) \ ct(L) 2 0G \ (G \ 0°G) = 9°G gilt gemiB (15.45) in Lemma 15.8.7
lims_,o+ f5(y) — f(y) fiir y € d°G. Daraus und aus der vorausgesetzten Integrierbarkeit von
0°G 3 y = f(y) nach u schlieBen wir mit Hilfe des Satzes von der beschrinkten Konvergenz,
dass die rechte Seite fiir 6 N\, 0 gegen fan cfO)- (v(y)"w) du(y) konvergiert.

Der Ausdruck d f(x)w minus der Integrand der linken Seite 1dsst sich fiir x € G betragsmiBig
abschitzen, siehe (15.38), (15.39):

ldfCow = dfs(wl = ld((ks * L) - I

2\ (00ks * Lyt) 0
» (%(x) @)+ ke L)) - a—i(@) i

j=1
< Cllfllollwlly
o
Aus (15.44) in Lemma 15.8.7 folgt

+1df(w].

fG ld f(x)w — d fs(x)w| da,(x) = fG Lksoy(X) - ldf()w = d fs(x)w| dA,(x)

A,(Kss(L
%Jf fG L) (X) - ld f(x)w]dA,(x) . (15.53)

Fiir 6 — O strebt der erste Summand wegen (15.47) gegen Null. Nach (15.45) in Lemma
15.8.7 gilt L g.;1)(x) — O fiir x € G C cl(G) \ ct(L). Wegen der Integrierbarkeit von |d f(x)w|
konnen wir den Satz von der beschrinkten Konvergenz anwenden, um auch die Konvergenz
des zweiten Summanden von (15.53) gegen Null zu erhalten. Somit konvergiert die linke
Seite von (15.52) gegen [, df(x)w dd,(x).

15.9.3 Bemerkung. Oft wird Satz 15.9.2 angewandt, wenn L := dG \ 0°G Bedingung (15.47)
erfiillt. Wegen G U 0°G U L = G U dG = c£(G) fillt dann die Bedingung an den Triger weg.

< 5C flleoltwlly

Wie schon bemerkt, bedeutet Bedingung (15.47), dass L in einem gewissen Sinn klein ist. Das
spiegelt sich auch in der nichsten Aussage wieder.

15.9.4 Lemma. Sei p > 1 und F C R? enthalten in der endlichen Vereinigung von kompakten Men-
genFj, j=1,...,n, wobei Fjendlich oder F ; Teilmenge einer d-dimensionalen Mannigfaltigkeit™
mit 0 < d < p — 2 ist. Dann gilt

. Ap(Ks(F))

lim —— =0

15.54
SN\0 0 (15.54)

204 kann vom Index j abhingen.
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Beweis. Zuniichst geniigt es, wegen?!

n
Ks(F) € Ks(|_J F)) € Ks(F1) U+ U Ko(F,)
j=1
zu zeigen, dass (15.54) fiir die einzelnen Mengen F; gilt. Dabei konnen wir obendrein voraussetzen,

dass die endlichen F'; sogar einpunktig sind. Also konnen wir n = 1 und F'; = F annehmen. Ist F
einpunktig, so folgt wegen p > 1 fiir eine geeignete Konstante ¢ aus (14.58)

AKs(E) _ O o0
19
Gelte F' € M mit einer d-dimensionale Mannigfaltigkeit M, wobei 0 < d < p — 2. Zu jedem x € F
gibt es eine Karte ¢ : U, — D, mit x € U,,.
Wiihlen wir p, > 0 so klein, dass K™ (¢(x)) C D,, dann ist A, := ¢~ ' (K!>(p(x))) € U, eine
kompakte Umgebung von x. Daher und wegen der Abgeschlossenheit von U, gilt d(Ay, Uy) =

inf{lju — V||l : u € Ay, v € Ug} > 0; siehe Fakta 12.14.2. Also gilt fiir 0 < ¢ < %d(Ax, Ué) =f
sicher Ks(M NAy) € U,. Die Menge

MOAc=M0UyNAx = ¢ (Dy 0 (R X {0D) N~ (KB (0(x)) = o7 (KM= (0, (1)) x {0}

ist kompakt. Zuy € Ks(M N A,) gibt es folglicheinz € M N A, mit ||y — zll.oc = d(y, M N Ay) < §;
siehe Fakta 12.14.2. Da jeder Punkt der Form ty + (1 — f)z mit ¢ € [0, 1] einen Abstand zu z und
daher zu M N A, kleiner oder gleich ¢ hat, liegt diese Verbindungsstrecke ganz in Ks(M N A,) C
Kg(M N A,) C Uy. Mit??

¢ := sup { max(lde@)ll, | detde™ (@) : 1 € Kg(M N Ay)} < +oo
folgt daher aus dem vorletzten Resultat von Abschnitt 10.1 in [K] angewandt auf ¢

(). Ki™ (@5 (0)) X {0)) < llp) = ¢@llew < € lly = 2lloo < €8,
und somit

P(Ks(M N A) € Keo(Kp1= (8,1 (00) x 10)) € KL (6" () x KLJ=(0).

Aus Satz 15.1.2 folgt wegen p —d > 2

1 1
—p(Ks(M N AY) = < f | detdg™" (b)l dA,(b)
6 0 Je(ks(MNA,)

IA

= Aa(KM (6,1 0)) - Ap-a(KI=(0))

5
- (2c6)P .6(2c5 +2p,)¢ 9.

o

2lAus x € K(;(U_';:1 F;) folgt, dass es zu jedem n € N ein j(n) € {1,...,n} und ein y, € Fjy gibt mit
d(x,y,) <o+ ﬁ Also gibt es zumindest ein j € {1,...,n} derart, dass fiir eine Teilfolge (y,))renr immer
Jj(n(k)) = j, und somit x € K5(F).

22Man beachte, dass Ks(M N A,) kompakt ist.
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DaU, = ¢ (U E’il"" (¢(x))) offen in R? ist, ldsst sich F wegen seiner Kompaktheit durch endlich
viele Mengen Uy,, ..., Uy, dieser Form, iiberdecken. Wegen

[ [
Ks5(F) C K(;(U MNU,)C U Ks(M N Ay)
i=1 i=1

folgt auch 6~! - 1,(Ks(F)) — 0. Q

15 9.5 Beispiel. Wir betrachten den Wiirfel wie in Beispiel 13.7.12. Auf die Kanten E;, j =
, 12, konnen wir Lemma 15.9.4 anwenden und erhalten daher fiir 6G \ 0°G = |-
Ap(K5(0G \ 6°G)) 550
_) O
o
Also konnen wir auf den Wiirfel Satz 15.9.2 anwenden.

,,,,,

Wir wollen nun einige klassische Integralsitze formulieren, die mehr oder weniger unmittelbar aus
Satz 15.9.2 folgen. Dazu benotigen wir neue Begriffsbildungen.

15.9.6 Definition. Sei i : G — R” mit offenem G C R” eine stetig differenzierbare Abbildung.
Dann nennt man die Abbildung??

p
divh:G > R, divh(x) := trdh(x) = Z a—’
j=1

Divergenz von h.
Ist g : G — R mit offenem G C R” ebenfalls stetig differenzierbar, so heifit die Abbildung

3)61 ()C)
gradg =vg:G —» RP, gradg(x) = vg(x) := dg(x)! = ,
ax,,( x)

Gradient von g beziehungsweise Nabla g.
Ist schlieBlich g : G — R mit offenem G C R” zweimal stetig differenzierbar, so wird

p

Ag:G >R, agx):=div(vg(x)) = Z 780,

ox 2
mit Laplace g bezeichnet.

15.9.7 Korollar (Gaufscher Integralsatz). Fiir eine beschrinkte und offene Teilmenge G C RP,
p > 1, sei h: c€(G) — RP eine stetige Funktion derart, dass h|g stetig differenzierbar ist. Weiters
sei der Trdger supph von h in G U °G U L enthalten, wobei L C dG \ 0°G Bedingung (15.47)
erfiillt.

Ist x — —(x)furl Jj€1{l,..., p}iiber G nach A, integrierbar, und ist hjlsc fiiri = 1,..., p iiber
0°G nach dem Oberflichenmaf} u integrierbar, so gilt

[ aivhaay,e= [ o) duo).
G °G

Die Integrierbarkeit der hi|gog iiber 0°G nach u ist automatisch erfiillt, wenn supph C G U 0°G,
oder wenn u(0°G) < +oo.

23Die Spur tr C einer quadratischen Matrix C ist die Summe aller Eintriige auf ihrer Hauptdiagonalen.
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Beweis. Wir wenden Satz 15.9.2 auf f = h;, w = ¢; fiir j = 1,..., p an, addieren die entsprechen-
den linken und rechten Seiten von (15.48), und erhalten

P
fdivh(x)d/lp(x):Zfdhj(x)ejd/lp(x)
P
=2, f hi) - ) e)) du(y) = f v h(y) du(y). a
‘o Joe >G

15.9.8 Beispiel. Sei G = U!'*(0) C R” die offene Einheitskugel. Ahnlich wie in Beispiel 13.7.11
zeigt man auch fiir allgemeine p, dass 0°G = 0G = §P~1 = {x € R? : ||xll, = 1} und dass v(y) = y.
Die Funktion f(x) = x erfiillt die Voraussetzungen aus Korollar 15.9.7, wobei div f(x) = p. Wir
erhalten die schon aus (15.32) bekannte Tatsache

P (U (0)) = fG div f(x) dd,(x) = fa VOV SO 40)

=f Yy du®y) = ps?™h.
°G

15.9.9 Korollar (Greenscher Integralsatz). Sei G C R? offen und beschrinkt, und seien h,g : O —
R beide C? auf einer offenen, cf(G) enthaltenden Menge O. Weiters seien die Triiger von h und g in
G U 0°G U L enthalten, wobei L C 0G \ 0°G Bedingung (15.47) erfiillt.

Sind glgog und hlgeg tiber 0°G nach dem Oberflichenmaf u integrierbar, so gilt (Erste Greensche
Identitét)

oh
f g(x) - Ah(x)dA,(x) = f 80— du®y) - f grad(g)(x)" grad(h)(x) dA,(x),
G oG Ov(y) G

und (Zweite Greensche Identitit)

0 oh
f (h(x) - £g(x) — g(x) - Ah(x)) dA,(x) = f (M) =2 (y) = 8(Y)—— () du(y) -
G G ov(y) ov(y)

Dabei ist ) die Richtungsableitung von h in Richtung der dufieren Normalen v(y), also
dh(y)v(y)-

Die Integrierbarkeit von glgog und hlgeg nach u ist automatisch erfiillt, wenn supp g, supph C
G U 0°G, oder wenn u(0°G) < +oo.

dh
v(y

Beweis. Fiir f(x) = g(x) grad h(x) € R? berechnet man
div f(x) = g(x) - Ah(x) + grad g(x)T grad h(x) .

AuBerdem ist v(y) f(y) = g(y) dh(y) v(y) = g(y)%(’;)(y)-

Da alle partiellen Ableitungen von f stetig auf O und daher auf ¢f(G) € O beschrinkt sind, sind
alle Funktionen x — %(x) fiiri, j=1,..., p iiber G nach A, integrierbar.

Aus dem selben Grund ist || grad A(x)|| beschriinkt auf c£(G). Wegen der Integrierbarkeit von glgeg
folgt daher die von fjlsc fiir j = 1,..., p nach u.

Wir konnen also Korollar 15.9.7 auf f anwenden, und erhalten die erste Greensche Identitit. Die
zweite folgt, wenn man die erste Greensche Identitit zweimal hernimmt, einmal wie oben und
einmal mit vertauschten Rollen von g und 4, und diese von einander subtrahiert. |



15.9 Integralsitze 261

15.9.10 Beispiel. Sei f : R* — R? gegeben durch

X1 x1x3
flx|= x%xz - xg’
X3 2x1xp + x%m

Weiters sei M die ,,offene* obere Halbkugeloberfliche mit Radius a > 0, also

M={yeR?: |yl =a,y;>0}.

Als offene Teilmenge der Kugeloberflache ist M eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Die
Abbildung y — v(y) := ;11 y ist eine stetige Normalenfunktion; vgl. Beispiel 13.7.11.
Wir wollen das Flussintegral f v v(y)T f(y) du(y) berechnen, und zwar nicht direkt, sonder mit Hilfe
von Korollar 15.9.7. Dazu betrachten wir die offene obere Halbkugel mit Radius a, also die offene
Menge

G={yeR’: |yl <a, ys>0}.

Setzen wir
L={yeR’:y3=0,Iplo=a} und N={yeR’:y;=0, bl <d},
so iiberpriift man leicht, dass
G=LNMUN, #G=0G=MUN, dG\dG=L.

Wegen 1(0°G) < +oo und da L als 1-dimensionale Mannigfaltigkeit wegen Lemma 15.9.4 Bedin-
gung (15.47) erfiillt, konnen wir Korollar 15.9.7 anwenden und erhalten

f div f d1s = f V) £O) du) + f Vo) £ duy)
G M N

Wegen div f(x) = x% + x% + x% = ||x||% folgt mit Transformation auf Kugelkoordinaten, vgl. Beispiel
15.1.6,

fdlvfd/lg = f P cos 0dAs3(r,a,0)"
[0,a)x[0,2)x(0,5 ]

27T 1
ff f rcos@dad@dr—Znsa

Fiir y € N sieht man unmittelbar, dass v(y) = (0,0, —1)7. AuBerdem ist (£&,77)" — (&,7,0)7 eine
Einbettung von UM2(0) € R? auf N. Also gilt

T _ _ &\ _ _ _
fN Vo) ) ducy) = fU . 2§Ud/lz(n) 2 f " f =0,

Somit haben wir gezeigt, dass

f V) ) duy) = Z
M
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15.9.11 Beispiel. Die Funktion f : R” \ {0} — R” definiert durch f(x) = i
setzung von C'!-Funktionen offensichtlich selber stetig differenzierbar, wobei

d b PVt Sunl L YE 1
i()_ax][,[zxg] ]:[ng] _x,..zx,g[zxﬁ] = HM(II AP = pxj) |

|,,x ist als Zusammen-

P
2
k=1 k=1 k=1

fiir j=1,..., p und daher div f(x) = == 27| (Ild? = p2) = 0.

Wir nehmen irgendein offenes und beschrinktes G C R” derart, dass u(0°G) < +oo und dass
0G \ 9°G klein im Sinne von (15.47) ist.

Falls 0 ¢ cf(G), so konnen wir unmittelbar Korollar 15.9.7 anwenden, da f auf einer offenen
Obermenge von cf(G) stetig differenzierbar ist. Bezeichnet v(y) fiir y € 9°G die dulere Normale
auf den Tangentialraum 7', von 8°G, so erhalten wir

[ o roraue = [ divra, o,
°G G

Ist andererseits 0 € G, so wihle man p > 0 so klein, dass KE‘HQ(O) C G, und betrachte die
offene Menge G’ = G \ Kﬂ'”z(O). Man iiberpriift elementar, dass G’ = G U (pS?~!) und 6°G’ =
3°G U (pSP~"), wobei v(y) = —éy firy e pSP!.

Jetzt ist f auf einer offenen Obermenge von cf(G’) stetig differenzierbar. Also konnen wir Korollar
15.9.7 anwenden, und erhalten

f Vo) £) du(y) + f Vo) £ duy) = f Vo) £ du(y) = 0
°G pS p-l G’

Fiir y € pSP~" gilt dabei v(y)' f() =~ s )) = ,,_1 , und daher

1 1
fs V(y) f(y) d#()’) ,u(pSp 1) = - p_lﬂ(Sp_l) = _#(Sp_l),
pSPl

pr!

wobei die vorletzte Gleichheit aus Fakta 15.7.6 folgt. Also giltim Fall 0 € G

f V)T ) duly) = u(SPY.
G

15.10 Poissonsches Integral*

15.10.1 Definition. Ist g : G — R” mit offenem G C R? zweimal stetig differenzierbar, so heilt g

harmonisch, wenn Ag = 0, wobei
P 2

d°g
agx)= ) —(x).
201

Fiir reellwertige g gilt Ag(x) = div(vVg(x)); vgl. Definition 15.9.6.

15.10.2 Beispiel.
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(1)

(i)

(i)

(iv)

Die Funktion g : RZ%\ {0} — R definiert durch

1
g(®) =il = 5 In(t} +13), (15.55)
1

ist aus C™ und erfiillt vg(¢) = e Wegen Ag(t) = div(vg(?)) folgt aus Beispiel 15.9.11,
dass g harmonisch ist.

Fiir p > 2 wird die Funktion g : R? \ {0} — R definiert durch

2-p

1 1 )4 2
HOE m PP = m . (Z t,%] (15.56)

k=1

genauso wie die Funktion aus dem letzten Beispiel eine wichtige Rolle spielen. Sie ist
ebenfalls aus C*, erfiillt vg(r) = TP t”,, - t und ist wieder wegen Beispiel 15.9.11 harmonisch.
Ist g wie in (15.55) bzw. (15.56) und ist y € R”, so folgt sofort, dass auch die Funktion
o R\ {y} = R, > g(t —y) aus C* und harmonisch ist.
1

Sei g¢ die konstante Funktion gg = P 1(2,+00)(p) und fiir x € R? \ {0} sei

x), teRP\{—075ux}.

gyt g(lxlle -

|| I llx II2

Wegen 83(1) = IxlP(ag)(Idlr —
mit dem vorherigen Punkt folgt die Harmonizitét von

—x) = 0ist g_, fiir alle x € R” harmonisch. Zusammen
24

wi(t) = g—x(1) = &-x(D), 1 e R” \ {x, i ||2 x} (15.57)
fiir jedes x € R?. Man rechnet leicht nach, dass
1 Il 1
Iw(t) = ——— (t—x) - ——————— - ([lxllt = —x).
T e iz = " ( ER
Explizit gilt fiir x # Ound t € R” \ {x, Hxllz}
o < [l - In{[ibel ~ g falls p =2, (15:58)
x\l) = 2— .
- (Il = X2 = [filxlle = o), falls p>2.
Fiir x = O und 7 € R? \ {0} gilt
o In|f|, falls p=2, (15.59)
wo(t) = .
U AP -1, falls p> 2.

2*Hier gelte Wx := oo ¢ R? fiir x = 0.
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15.10.3 Bemerkung. Sind x,y € R” mit x # 0, so folgt fiir |.|| = ||.|l2 = (., .)% wegen der Bilinearitét
des Skalarproduktes

1 2
[ty = x| = Il = 2603 + 1
[l
= lxl* = 2(x, y) + [IylI* + (lxl* = D(lyl* = 1) (15.60)
=[x = yI* + (1> = DAYIP - 1)

Insbesondere gilt |lx — yl| = [[llxlly — :x||, wenn [lyll = 1, und [lx = yl| < ||lxlly -

x,y € UMP(0).

[

Aus dieser Bemerkung folgt, dass fiir festes x € U!"?(0) die Funktion w, gemi8 (15.58) und (15.59)

fiir [[7]l = 1 verschwindet und fiir # € U}'?(0) \ {x} negativ ist. Man beachte auch, dass K|"*(0) \ {x}
fiir ||x||> < 1 im Harmonizititsbereich von w, enthalten ist.

15.10.4 Lemma. Fiir festes y € SP~! ist die Funktion x — ¢(x,y) = ‘llx”;cllll,, als Abbildung von
R?\ {y} nach R harmonisch.

Fiir ein endliches Maf3 u : AT P)gp-1) — [0, +00) auf (SP~1, AT P)gp-1)) und eine beziiglich
AT P)gp-1) messbare und beschrdnkte Funktion f : S§P=1 — Cist auch

|, 9w forducy) (15.61)

als Funktion von x € U{(0) = {z € R? : ||z|| < 1} harmonisch.

Beweis. Weil die Funktion g_, aus Beispiel 15.10.2 auf R” \ {y} dreimal stetig differenzierbar ist,
gilt A% = %(Ag_y) = 0, wodurch

5 Ogy —(x,) + Iyl
- DV () =~ Vg () = (15.62)
= X llx =yl
als Funktion von x € R? \ {y} harmonisch ist. Dasselbe gilt fiir
p
dg- —[IxII* + (x, y)
= D o) = (Vg () = — (15.63)
- Xj llx =
2 0g—y 3 2
da wegen® (-f—x%(xj : agTJI(X)) =X #(-)x%g—y(@ +0kj 2 ﬁg—y@
r dg_ PoPg2 dg_ P P g
Aij'a—xj(x)ZZZﬁ(xj E(x)): > % (x)+2 Zﬁg_y(x)zo
j=1 j=1 k=1 k j=1 j=1 j

Also ist auch die Summe % von (15.62) und (15.63) als Funktion von x € R” \ {y} harmonisch.

Wegen y € SP~! stimmt diese mit p(x, y) iiberein.
Weiters ist die Funktion ¢ : {(x y)T € R : x # y} — R aus C*, weshalb insbesondere
oY) fO), 2 75 9(x.y) - f() und zp(x, ¥)- f(y) als Funktionen in (x, y) € K, (0)x S?~! fiir jedes

BHier steht & j fiir das Kronecker Delta, also o;; = O fiir k # jund 6 = 1.
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n € [0, 1) stetig und infolge beschrénkt sind. Fiir ein endliches MaB pt : AT P)gp-1) — [0, +0)
auf (SP71, AT P)gp-1)) konnen wir somit Lemma 14.15.4 auf x; — ¢(x,y) - f(y) und dann auf

Xj %g)(x, y) - f(y) anwenden, wobei x; der j-te Eintrag von x € U,(0) ist. Somit kann 8‘3—; mit
J

dem Integral vertauscht werden. Aufsummieren iiber alle j = 1,..., p ergibt

Slia s
Yo [ e s = [N St f0)dut) =0.
= Ox; Jsr s 4o 8xj

Die Funktionen U;(0) > x — fs ol %g)(x, v) du(y) sind dabei wegen Lemma 14.15.3 stetig. Also
j
ist (15.61) harmonisch. d

15.10.5 Bemerkung. Die Funktion ¢ +— In||f — x|| im Fall p = 2 bzw. ¢t — ||t — x||>"? im Fall
p > 2 ist fiir beliebiges x € R? iiber jede kompakte Teilmenge von R” nach A, integrierbar. Dazu
sei R > 0 so groB, dass K}L’”z(x) das gegebene Kompaktum umfasst. Nun gilt im Fall p = 2 mit
Transformation auf Polarkoordinaten

f IlnIIt—xIIIdﬂz(t)=f | Il |dA2(2)
Kr(x) Kr(0)

1, R
Ly BomR-1), falls R>1,
:f 2nt|Inr|rdA(r) =2, sClnR~1), falls
(O,R] T -2InR), falls R< 1.

Im Fall p > 2 gilt mit Transformation auf Kugelkoordinaten

f Il — xII*7P dA,(t) = f 141777 dA,(2)
Kr(x) Kr(0)

1
= f f PP Pl cos @) cos? 6, ... cosP T2 Op—odAp_1| . |dA(r),
(O.R] J(0.2m)x(~ %, Z)p-2 :

0p—2

was nach (15.29) mit RTZ - u(SP~1) iibereinstimmt. Somit ist wo auf U 'll'llz(O) fiir alle p > 2 nach
A, integrierbar. Da fiir festes x € U g'lb (0) \ {0} die Funktion 7 + In

|||x||t - Lx” bzw. t >
[1xIl

2—
||||x||t - ﬁx” 4 auf U Q'HZ(O) beschrinkt ist, folgt auch, dass w, auf U Q'HZ(O) nach A, integrierbar ist.

15.10.6 Lemma. Sei O C R offen mit O 2 K" (0) und h : O — R liege in C*(0). Dann gilt fiir
alle x € Ug'llz(O)

1 1
) = o [ o) b)) + s | g O MO L0,

1|1
[le=yllP

wobei p(x,y) = der Poissonkern ist und w,(t) wie in (15.57) gegeben ist.

Beweis. Sei x € U|1|'”2(0) und 0 < p so klein, dass Kg'nz(x) - U?'HZ(O). Die offene Menge G =
U g'llz(O) \ K,ﬂ'”z (x) erfiillt offenbar 4G = 8°G = SP~' U (x + pS P=1), wobei fiir die duBere Normale

1
V(y) =Y yE Sp_l und V(y) = ——(y_x)’ y €X+pSp_1 .
P
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Wenden wir Korollar 15.9.9 an, so folgt wegen Aw, = 0 auf G

- fG w0 8B A0 = [ (S 0) = w,0) 77(0) )

oh
= —))d wi(y)——
fsr- ((y a ( 500 = wi0) av(y)w) ) +fx+psp_( ) @) M55 )<y>) du(y).

Da w, auf §7~! verschwindet, und da fiir x # Ound y € sl wegen Hllxlly “x“x” [lx =yl

ow, T 1 o ||| RN
50 = (TN v0) = (= 0= ) e )
. NPT IRRC A B
—Hy_xn,,((y x) = (Ixl?y x))y—”y_x”,,—p(x,w
und fiir x =0 und y € S7~!
owy L
a(y)(y)—(VWO(y)) 0= e ”p 'y =1=90.y)
gilt, folgt
| 9t 1) au)+ [ it - ehtran, (15.64)
oh
=_fx+p5pl(<ya(y) (y)a(y)(y)ﬂ(y)
=— h
fmsw 0 Lpsp- D509
=1 =D
— x d x -
[ g0 [ ez mw.
=13 =y
Fiiry € x + pSP~! gilt
0g_y B 1 o Tl o
By = (&) <||y—x||v (v =) So—0 =

Aus Fakta 15.7.6, 9, folgt

0g_x
I = h
: I\:+pS p-l ov(y)

= f ) ) = ! ! fs hx -+ py) du(y)
X+p. p-1 p-1

Wegen der Stetigkeit von 4 bei x konvergiert dieser Ausdruck fiir p N, 0 nach dem Satz von der
beschrinkten Konvergenz gegen —u(S =1y p(x).
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Day e h(y),y = 8_x(y),y > VA(y),y  Vg_.(y) alle auf KII"HZ(O) stetig und daher dort beschréinkt
sind, und da wegen der Cauchy-Schwarzen Ungleichung

a()<y>]_||Vgx(y>|| \a()(y>|<||vh(y)||

folgt fiir ein C > 0 mit C > |V Ay || - |2 + | ¥ 8 [ - Th() fiir alle y € KM2(0)
|Iz—13lﬁf Cdu=Cp" 'u(s" -0, p\,0.
x+pSr-1

Es bleibt I, zu behandeln. Auf x + pS?~! ist g(y — x) konstant gleich In p im Fall p = 2 und konstant
gleich 51p>~P im Fall p > 2. Somit gilt fiir ein geeignetes ¢ > 0 mit ¢ > || v h() ||, y € K{"(0),

[Inp|, falls p=2,

Ll <c -x)|d = cpPlu(sPy -
14| fx+psp_l |g(y I :u(y) Y ﬂ( ) {[ﬁ .pZ—p ., falls p> 2,

Inp|, falls p=2, 0
=C#(S,,_l),{pl ol p N

[%, falls p > 2,

Fiir p \ O folgt die Aussage des aktuellen Lemma nun aus (15.64), da wegen Bemerkung 15.10.5
und des Satz von der beschridnkten Konvergenz

f walt) - h(t) d,(0) f el AR() ().
G U™ (0)

Q

Im Folgenden sei o das OberflichenmaR y auf S7~! multipliziert mit dem Faktor womit

oS hH=1.

1
u(srty’

15.10.7 Satz (Poisson-Darstellung). Sei h : K lll'”z(O) — R stetig und derart, dass h| M2 gy harmo-
1
nisch ist. Dann gilt fiir alle x € Ulll'llz(O)

mo = [ ot ho)do).

—|Ix(

Ix T der Poissonkern ist.

wobei p(x,y) =

Beweis. Ist h harmonisch auf einer K 'l""z(O) umfassenden offenen Menge, so folgt die Darstellung

ho= [ pte-ho)do),

unmittelbar aus Lemma 15.10.6, da Ah = 0.
Fiir allgemeines 4 wie im Satz gehen wir folgendermalen vor. Ein stetiges / : Klll'llz(O) - R

ist wegen der Kompaktheit von K !‘”2(0) sogar gleichméaBig stetig. Insbesondere konvergiert x +—
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h(rx), x € SP~!, gleichmiBig fiir  ” 1 gegen hlg,1. Fiir r € (0, 1) ist x + h(rx) auf U'?(0)

harmonisch. Also wissen wir
h(rx) = f 9(y) - h(ry) do ().
N

Wegen des Satzes von der beschrinkten Konvergenz konvergiert die rechte Seite fiir r ,* 1 gegen
fS ool ©(x,y) - h(y) do(y) und die linke wegen der Stetigkeit von 4 gegen h(x).

15.10.8 Korollar (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen). Ist h : G — R harmonisch
mit G 2 Kﬂ'”z(a)ﬁir einr >0, so gilt

f h(a + ry)do(y) = h(a) .
N

Beweis. Wende Satz 15.10.7 mit x = 0 auf die harmonische Funktion u — h(a + ru) an. a

15.10.9 Korollar. Ist h : G — R harmonisch mit G 2 Kll!‘,'llz(a)ﬁirR > 0, so gilt

1
(KII ||2(a)) fllz( )hd/lp = h(a).

Beweis. Wir wenden (15.31) auf die Funktion x — u(a + x) - 1 K2 (0) an und erhalten wegen der

Translationsinvarianz von A4,,

f hda, = f h(a + x)da,(x) = f PPl f h(a + ry) du(y) da(r)
Kg(a) Kr(0) O,R) sr-l

- f P h(a) - u(SPY dA(r) = R—ph(a)#(Sp_l)-
O.R) p

Die Behauptung folgt schlieBlich aus (15.32). a

15.11 Ubungsaufgaben

15.1 Man zeige, dass das Volumen des Drehkorpers, der durch Rotation des Flachenstiickes
(a<b,abeR;f:a b] — [0,+c0) messbar)

={, ) €R*:0<y< f(x),a < x<b)

um die x-Achse im R? entsteht, gleich 7 f f2 dA ist. Man berechne insbesondere das
Volumen des Korpers K, der entsteht, wenn f(x) 2-x,0<x<2.

15.2 Man zeige fiir x € (0, 1), dass ['(x)T'(1 — x) = siehe Beispiel 14.11.10.

sm(ﬂx) ;

Hinweis: Man zeige, dass die linke Seite gleich f( wop? e~ (ti+h) (tz) L dA,(t1, 1) ist. Nun
wende man die Transformatlonsformel auf T : (O, +oo) X (0, 4+00) — (0, +00) X (0, +00),

T(sy, 52) = (;z‘fl , S2+1 3T an und verwende Ubungsaufgabe 14.96.
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15.3

15.4

15.5

15.6

15.7

15.8

15.9

Sei D C R? das Dreieck mit den Ecken (0, 0), (0, 1), (1,0) und sei f : [0,1] = R stetig. Man
zeigen, dass dann fiir m,n € N

m!n!

1
f fa+ "y do( )’ = e f FOrT dr,
b 0

T (m+n+ D)

Zeigen Sie, dass z %, z € C\{0}und z — logz, z € C\{0} tiber jede beschrinkte Teilmenge
B € A(T?) von C\ {0} nach 1, integrierbar sind. Dabei sei festgelegt, dass log(rei¢) =Inr+ig¢
mit 7 > 0 und ¢ € [0, 271).

Weiters berechne man

1
f by
K 0\o} X T 1y

f log(x + iy) da(x, )7,
Up(0)*\{0}

und

wobei p > 0 und U,(0)* = {(x, )T : x* +? < p?,y > O}

Man berechne den Schwerpunkt einer Halbkugel. Fiir ein messbares B C R3 ist der Schwer-
punkt von B gegeben durch (siehe Definition 14.15.1)

1
(xs’ys, ZS)T = m L(x’y’ Z)T d/lS(xaya Z)T .

Man berechne das 1;-Mal derjenigen beschrinkten ebenen Fliche, deren Rand durch
o+’ = 9(x* +y)

beschrieben wird. Skizze!

Hinweis: Transformation auf Polarkoordinaten.

- . o . T 2. (x 2 Y 2
Man berechne fiir a, b, ¢ > 0 die Fliche der Ellipse {(x,y)’ € R* : (5) + (E) < 1} und das
2 2 2
Volumen des Ellipsoid {(x,y,z)” € R3: (f) + (%) + (f) <1}
Berechne fiir a, b, c > 0 das Volumen des beschrinkten Korpers der von der Fliche

F=leraer: () () () =

begrenzt wird.

Hinweis: 7 : R3 3 (x,,2) = (ax’, by, cz’)T € R? eingeschriinkt auf die richtige Menge
ergibt einen Diffeomorphismus. Losen Sie die Aufgabe mit Hilfe der Substitution (x, y,z)7 =
T o ¢(r, @, 8), wobei ¢ der Kugelkoordinatendiffeomorphismus ist.

Fiir # > 0 setze
+00 2 +00 )
F() = f e ™ cosx*dx, G@) = f ™™ sinx? dx.
0 0

Man zeige F(1)*> — G(t)*> = T— = 2tF(1)G(¢). Begriindung!

T A2
Hinweis: Zur Berechnung von F ()2, G(1)%, F(t)G(¢) schreiben Sie die beiden Faktoren als
Integrale mit verschiedenen Integrationsvariabeln!
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15.10

15.11

15.12

15.13

Fiir ein offenes D C R und einen Banachraum Z sei f : D — Z stetig differenzierbar. Zeigen
Sie, dass es fiir jedes kompakte K C D eine monoton wachsende Funktion ¥ : (0, +00) —
[0, +00) mit lim,,_,o4 P¥(y) = O derart gibt, dass

If () = fO) = df(@)(x = Il < [lx = yll - Fmax(llx = yll ly — zl)) fiiralle x,y,z € K.

Hinweis: Lemma 15.1.1.

Fiir ein offenes D C R? sei f : D — RP stetig differenzierbar, injektiv und derart, dass df(x)
fiir alle x € D injektiv ist. Zeigen Sie, dass es fiir jedes kompakte K € D Zahlen C, ¢ € (0, +00)
und eine monoton wachsende Funktion ¢ : (0, +00) — [0, +00) mit lim,_,o, ¥(y) = O derart
gibt, dass fiir alle x,y,z € K mit ||[x —y|| < ¢

() = f) = df@x = Il < [1f(x) = fFOI - Fmax(|lx =yl lly = zlD)) - C.

Leiten Sie daraus fiir jedes > 0 auch her, dass

ldf (@) (x=yII=C-Fm)-Ilf ()= fDIl < If )= DI < ldf @) (x =W+ C-I)-lf ()= FOI

und damit dass

1/ (x) = DIl - (1 = C-9(m) < ldf@x =N < 1f ) = fDIl - (1 +C-9m),
wenn x,y,z € K mit ||x — y|| < § und ||x =y, |ly — zll < 7.
Hinweis: Verwenden Sie die vorherige Ubungsaufgabe sowie Ubungsaufgabe 13.13.
Sei D € C offen und B : D — C holomorph. Zeigen Sie, dass B genau dann ein Diffeomor-

phismus auf sein Bild ist, wenn B injektiv ist und B’(z) # 0, z € D, erfiillt. In diesem Fall
zeige man, dass | det dB(z) | mit |B’(z)|? iibereinstimmt.

SchlieBlich zeige man, dass fiir ein weiteres holomorphes f : O — C mit offenem O C C
derart, dass B(D) CO,und g := fo B

ng'(x +iy) da(x, )" = fE+impdaEn.

B(D)

Sei f € C1(R?,C) N Cyo(R?, C), also ist f komplexwertig, stetig differenzierbar und nimmt
den Wert Null auBerhalb einer kompakten Teilmenge von R? an. Wir identifizieren x + iy € C
mit (x,y)” € R? und definieren

0 1(0 0
a_JZC(x +1iy) = 3 (a—i(x +1y) + i%(x + iy)) .
Zeigen Sie, dass 7 — %Z—;(z) iiber C nach A, integrierbar ist, und dass

f YL oy drn() = ().
cZ 0z

Hinweis: Ist ¢ : [0, +00) x R = R? mit ¢(r, @)’ = r(cosa,sina)’ und g = f oy, so zeige
man, dass das zu behandelnde Integral mit

1 f f (8g i 8g) T T
= —+-—|(rna) d(ra)
2 Jioseo) Jemm \Or 1O ’

iibereinstimmt.
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15.14 Man zeige (i) bis (iii).

(i) Fiir alle s € R\ {0} gilt
v(B) = v(s - B) und f f@®dv(r) = f f(s - dv(z),
R\{0} R\{0}

wobei das MaB v : ff’l(TI)R\{o} definiert ist durch v(B) := fB ﬁ dA(?).
(i1) Fir alle w € C\ {0} gilt

o(B) = o(w- B) und f f(@do(z) = f f(z-w)do(2),
C\{0} C\{0}

wobei das MaB o : AT z)c\{o} definiert ist durch o°(B) := fB # dA2(2).

(iii) Ist M ein d-dimensionaler linearer Unterraum von R” versehen mit dem Oberflichenmaf3
U, so gilt fiir alley e M

4(B) = u(y + B) und fM £ du(x) = fM FOr+3) du(x).

Die Funktionen f sind dabei reell- bzw. komplexwertig und messbar. Die Gleichheiten der
Integrale sind so zu verstehen, dass die linke Seite existiert genau dann, wenn es die rechte
tut.

Anmerkung: (R \ {0},.), (C\ {0}, .), (M, +) sind Gruppen. Die oben betrachteten Mafle sind
translationsinvariant in den jeweiligen Gruppen. Man spricht vom sogenannten Haarschen
MaB.

15.15 Die affine Gruppe G ist die Menge aller affinen Abbildungen von R nach R der Form
x > ax+bmita € R* (= R\ {0}),b € R. Die Gruppenmultiplikation ist dabei die
Hintereinanderausfithrung dieser Abbildungen. Als Menge identifiziere man G mit der offenen
Teilmenge R* X R der Ebene.

Man zeige, dass bei dieser Identifikation (1, 0) das Neutrale Element von G ist, und dass fiir
(a1, b1), (a2, by) € G die Gruppenoperation - folgendermalien arbeitet
(a1,b1) - (a2, b2) = (araz, a1by + by).

Zeigen Sie, dass G nicht abelsch ist.

15.16 Mit der Gruppe G wie in der vorherigen Aufgabe zeige man fiir (a, b) € G und fiir das Mal3
Vi AT )pxxr definiert durch vi(B) = [, % dAa(c,d), dass vi((a. b) - B) = vi(B),
und fiir das MaB3
vyt AT 2)pxxw definiert durch v,(B) = [, & dda(e,d)', dass v,(B - (a, b)) = v,(B).

Anmerkung: Das ist ein einfaches Beispiel einer Gruppe, wo Linkes und Rechtes Haarsches
MaB verschieden sind.
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15.17

15.18

15.19

15.20

15.21

15.22

15.23

Seiy : R™ — RP linear. Fiir X = R?, d = d., und v wie in Ubungsaufgabe 14.31 zeige man mit
Hilfe von Ubungsaufgaben 14.34, 14.35, 14.59 und 14.60, dass v(iy(A)) = ~/detyTy - A,,(A)
fiir alle A € AT™).

Hinweis: Unterscheiden Sie den Fall eines nicht injektiven ¢ und eines injektiven . Im
zweiten Fall betrachte man eine lineare und beziiglich dem Skalarprodukt isometrische
Abbildung V : y(R™) — R".

Sei M C R? eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit und bezeichne y : AT 7)) — [0, +o0]
das entsprechende Oberflichenmal}. Weiters bezeichne v das metrisches dufleres MaB fiir
X =R’, d = do, wie in Ubungsaufgabe 14.31. Zeigen Sie, dass u = v|z7r),,-

Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass es reicht, u(¢(B)) = v(¢(B)) fiir jede Einbettung ¢ : D —
M und jedes B € A(T™)p zu zeigen. Zeigen Sie wie im Beweis von Satz 15.1.2, dass es dafiir
reicht, u(¢(R)) = v(¢(R)) fiir alle Rechtecke R der Bauart (15.5) mit c£(R) C D nachzuweisen.
Fiir n > 0 schreiben Sie R als disjunkte Vereinigung R = Z?zl R von kleineren Rechtecken

mit d(R;) < n. Mit Hilfe der Ubungsaufgaben 14.34, 14.35 und 15.11 stelle man v(¢(R,)) und
v(d(z;)(R;)) in Beziehung und summiere iiber alle j, wobei z; € R;. Wenden Sie die vorherige
Ubungsaufgabe auf ¢ = d(z,) und A = R; an. SchlieBlich lasse man n gegen Null streben.

Skizzieren Sie die zweidimensionale Mannigfaltigkeit im R3 (a >0, €(0,%))

(xcosa +ysina)2 +22 =d%,
und berechnen Sie die Oberflache der durch x,y, z > 0 festgelegten Teilmenge von M.

Sei G C R3? der Schnitt der beiden Zylinder Z; = {(x,y,2)T € R : x> +3y* < 1} und
Z> = {(x,y,2)T € R? : x* + 72 < 1}. Bestimmen Sie 4G, 6°G und die Oberfliche von 3°G!

Sei ¢ € (0,Z) und sei F die Teilmenge aller Punkte x der Kugeloberfliche S2, die x3
A /x% + x% tan y erfiillen (Kugelkalotte). Skizziere F' und berechne die Oberfldche von F.

\%

Hinweis: Verwende Kugelkoordinaten.

Bezeichnet u das Oberflichenmal3 auf T := {z € C : |z] = 1}, so zeige man, dass u
A AT Yj02m © T~!, wobei T : [0,27) — T durch T(f) = exp(ir) definiert ist.

Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im R?, sei ¢ : D — M eine Einbettung, und
B e AT P)y mit B C ¢p(D). Zeige

u(B) = f \/llax1 >||2||a¢(>||2( ()a—¢<s)) ds(s).

wobei (., .) das iibliche Skalarprodukt im R? bezeichnet.

Im Falle p = 3 zeige man auch, dass

p(B) = f " H i€ x—(s)H daa(s),

wobei x X y das Kreuzprodukt zweier Dreivektoren ist:

X2y3 — X3)2
XXy :=]|X3y1 —X1y3]| -

X1Y2 — X2)1
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15.24

15.25

15.26

15.27

15.28

15.29

Man berechne

fx] du(xy, x2, x3)7
F

wobei F das Dreieck mit den Eckpunkten (1,0, 07,0, 1,0)7,(0,0, )7 im R3 ist. F ist dabei
als Teilmenge der Mannigfaltigkeit M mit Oberflichenmal} i zu betrachten, wobei M die
affine Ebene ist, die durch diese drei Punkte geht.

Ist B eine messbare Teilmenge einer Mannigfaltigkeit M C R? und u das Oberflichenmal auf
M, so berechnet sich der Schwerpunkt (xs, ys, zs)! € R® vom homogen mit Masse belegten
B durch

1 f T 1 T 1 T
xs = —— | xdu(x,y,2)", ys = —fydﬂ(x,y,z) s I = —fzdy(x,y,z) :
B Jp B Jp B Jp

Bestimmen Sie den Schwerpunkt von B = M, wobei M C R3 der Graph der Abbildung
£:(0,1)x (=1,1) = R definiert durch f(x;,x2)! = x% + xp ist.

Bestimmen Sie den Schwerpunkt von B € M, wobei M = {(x,y, )T € R3:x+ y+z=1}
und B = ¢(R), wobei ¢(s, HT =(0,0, )T +s(1,0,-1)T + (0, 1, —1)T und R die Fliche ist, die
von der x-Achse und einem vollen Bogen der Zykloide x(¢) = a(t — sint), y(t) = a(1 — cos ),
begrenzt wird.

Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im R”, r > 0, x € R? fest. Zeigen Sie, dass mit
M auch N := rM + x eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im R” ist, dass fiir B € M genau
dann B € A(TP)y, wenn rB + x € A(TP)y, dass in dem Fall

un(rB + x) = rup(B)

und dass
f fduy = 1 f £y + 0 st ()
N M

fiir jede messbare Funktion f : N — [0, +oo] und fiir jede messbare Funktion f : N —
[—00, +00] (C) in dem Sinne, dass die linke Seite genau dann existiert, wenn die rechte Seite
es tut.

Beweisen Sie, dass fiir das Oberflichenmaf y auf SP~! := {x € R? : ||x]l, = 1} und fiir jede
orthogonale Matrix T € RP*P

w(T(A)) = u(A) firalle A € AT g1 .

Sei §” := {x e R™! : ||x]l, = 1}, u das Oberflichenmaf darauf, x € R"*! fest,und f : R — C
stetig. Zeigen Sie, dass

fsn f((x,y) du(y) = fs FAlxl2 - yue1) du(y),

wobei (x, y) das Skalarprodukt von x und y ist. SchlieBlich zeige man mit Hilfe von Beispiel
15.7.11, dass dieses Integral mit

1
-1 f 1 Flixdlz -0 (1 =227 dr

ibereinstimmt, wobei d,,—; das gesamte Oberflichenmal} von § n=1 gt
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15.30 Mit Beispiel 14.14.10 zeige man fiir x, y € (0, +c0)

2 1 ,x+1 y+1
(s yd ==B s T A~ )
j(; (cos a)*(sin @)’ da 7 ( > 5 )
und weiters "
s r X
f cosxdaf—ﬁT ( 22 R
0 2 (%=
sowie /ld(Kf(O)) = r(‘ﬁdl); sieche Beispiel 14.14.11.
2
Hinweis: Es gilt T'(x + 1) = xI['(x).

15.31 Man zeige mit Hilfe der allgemeinen Kugelkoordinaten explizit, also nicht mit den Integral-
sitzen, dass das OberflichenmaB ¢, der Kugeloberfliche S¢~! der Kugel mit Radius 1 im R?
genau 2Fg:)d =d- /ld(Kf(O)) ist.

2

15.32 Sei M eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit im R”, und #(y) eine stetige und normierte
Tangente von M, also ¢ : M — RP stetig mit ||#(y)|l> = 1 und #(y) € T, fiir alle y € M, wobei
Ty der Tangentialraum von M im Punkt y ist.

Ist ¢ : (a,b) —» M eine Einbettung, so zeige man, dass ¢’(¢) = +||¢’(2)||t(¢(¢)), wobei das
Vorzeichen =+ fiir alle ¢ € (a, b) dasselbe ist.
Angenommen, dieses Vorzeichen ist +, und angenommen, ¢ sowie ¢’ lassen sich stetig auf
[a, b] fortsetzen, so zeige man, dass fiir jedes stetige Vektorfeld F' : O — RI*P ~ [(R?,R)
mit O 2 ¢([a, b]) das Wegintegral
f F(x)dx
¢
gemil Definition 11.2.2 mit dem Oberflichenintegral
[ Forwe
#(a,b)
ibereinstimmt.
SchlieBlich zeige man, dass im Falle p = 2 und M = 9°G die Funktion #(y) = Jv(y) eine
Funktion mit den Eingangs erwihnten Eigenschaften ist. Dabei ist v(y) die dulere Normale
und
0 -1
/= (1 o)
15.33 Sei D € C offen und beschrinkt, und seien y; : [aj,b;] — C, j = 1,...,m, geschlossene,

stetige, stiickweise stetig differenzierbare Wege derart, dass die Abbildungen v l(;.5,)\m;
(M sind die Unstetigkeitsstellen von y}) Einbettungen in den orientierbaren Rand 9°D mit

paarweise disjunkten y;((a;, b;) \ M;) sind und dass
9°D \ U yi((aj,bj)\ M;) sowie oD\ d°D
j=1,...m

endliche Mengen sind — man denke an einen Kreis, einen Kreis mit Loch, ein Dreieck oder
ein Rechteck.
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15.34

15.35

15.36

15.37

15.38

Zeigen Sie, dass fiir t € (a;,b;) \ M;, j=1,...,m, die komplexe Zahl —iy;.(t) interpretiert
als Zweivektor normal auf den Tangentialraum T, fiir °D steht.

Zeigen Sie weiters, dass unter der Annahme, dass —iy;.(t) interpretiert als Zweivektor immer
ins dufere von D zeigt, also ein positives Vielfache der dufleren Normalen v(y) mit y = y;(f)
ist, fiir ein stetig differenzierbares f : G — C mit G 2 ¢f(D) das komplexe Wegintegral

-y | fod
j=17i

gemdl Definition 11.6.2 interpretiert als Zweivektor mit

f ¢r(Iv(y) du(y)
0°D
ibereinstimmt. Dabei ist y das Oberflichenmall von §°D und
_ (Ref(@ -Imf(2)
0 = (110 refcs )

. . . . . .. 0 a -0
SchlieBlich zeige mit Hilfe des GauB3schen Integralsatzes und mit 6—§(z) = %(a_i( + 13—1;), dass

1< _(oF
ZJZ] BCIS fD 2.

Welche Aussage erhélt man damit, wenn f holomorph ist?

Sei f(x) = L_¢(x) mit einem festen ¢ > 0 und g(x) = Lo +0)(x) - €7*. Berechnen Sie die
Faltung f * g.

Sei h = 1j—; 13 und g, = 1|, fiir n € N. Berechnen Sie g, * h sowie (g, * h) = h. Sind die
erhaltenen Funktionen stetig, differenzierbar, stetig differenzierbar?

Fiir die offene Einheitskugel U;(0) im R? beziiglich ||.||> sowie fiir die Abbildungen f = 1y,
und g((x, y)T) = x> +y? gebe man an, fiir welche (x, y)” € R? die Faltung f*g((x, y)") definiert
ist! Fiir diese (x,y)” € R? berechne man £ g((x,y)"H)!

Sei G die Menge aller Vektoren im R? mit Linge kleiner r fiir ein festes > 0. Man bestimme
die uBere Normale v((x, y)") durch einen Punkt (x, y)" € 0°G und berechne das Flussintegral

fa 8 vl ) dut)")

direkt und mit Hilfe des GauB3schen Integralsatz. Dabei ist
x
g(y) =((1-22y, (1-y)x).

SeiG={xeR :xj+x <1, -1<x3<1}jundF: R - LR R) das Vektorfeld
F((x1,x2,x3)7) = 2x, x%, x%). Man gebe 0°G an und zeige, dass

f Fyv(y) du(x) = 4.
#G

Man berechne dieses Integral direkt und auch mit Hilfe des Gauf3schen Integralsatzes.



276

15 Transformationsformel, Integralsitze

15.39

15.40

15.41

15.42

Fir G = {(x, y, 2l e R3 | x2 +y2 <4,0<z<4-x2 —yz} gebe man 0G, 9°G und 0°G an und
berechne mit Hilfe des GauB3schen Integralsatzes das Flussintegral

[ @ f@auta.
G
wobei v(a) die dullere Normale auf den Tangentialraum in a von 9°G und u das Oberflachen-
maB von §°G ist. AuBerdem ist f : R? — R? definiert durch f(x,y,2)" = (x+y,y+z x+z5)".
Sei f : R? — R3 gegeben durch

X1 xlxg + 3x
flxl= x%xz - 3x§ .

X3 Tx1x0 + x§x3 + 15

Weiters sei M die Mannigfaltigkeit

a
M={yeR :lbl=a v <-5}.

Berechnen Sie das Flussintegral fM vO)T f() du(y).

Man betrachte folgende 2-dimensionale Mannigfaltigkeit M im R3:

X
[y]eM:@z>0, 3x* —4y+2y° +2z-3=0.
Z

Weiters sei G jene offene Teilmenge von R3, die von M und der xy-Ebene begrenzt wird.
Man bestimme G, 0°G, 3°G und berechne fiir

xX) (3(x-2° +In@Z+ 1)
z yz+1

mit Hilfe des GauBlschen Integralsatzes das Flussintegral

f W) Fla) du(a).
M

wobei v(a) die dullere Normale auf den Tangentialraum in a von 9°G und u das Oberflachen-
mal von 9°G ist.

Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Gau8} fiir die Funktion

xz
f((x,y,29") = {—2Xy]
2z

das Flussintegral faO G v((x, v, 2D f((x,y,2)7) du((x, y,2)T), wobei G C R? offen, beschrinkt
und derart ist, dass sich 3°G = 9°G aus den den Flichen

Si: X2 +y?+(@z-1)%=4, z>1,

Syt @+572 =90 +y%), z€(-5,1),

zusammensetzt. Skizze!



