Anhang A

Maichtigkeit und das Lemma von Zorn

A.1 Michtigkeit von Mengen

Die Michtigkeit einer Menge ist ein in der Mathematik hiufig gebrauchter Begriff. Bekannterweise
hat eine nichtleer Menge M eine endliche Michtigkeit k € N, wenn es eine Bijektion von {n € N :
n < k} auf M gibt; siehe Definition 2.3.15. In einem dhnlichen Sinne wollen wir festlegen, was es
heif3t, dass zwei beliebige Mengen gleich michtig sind.

A.1.1 Definition. Zwei Mengen A und B heillen gleichmdichtig, falls sie beide leer sind, oder falls
es eine bijektive Funktion von A auf B gibt.

Betrachten wir die Identitit, so erkennen wir sofort, dass eine Menge immer gleichmichtig wie sie
selbst ist. Da mit einer Funktion auch ihre Umkehrfunktion bijektiv ist, sehen wir, dass A und B
genau dann gleichmichtig sind, wenn B und A gleichmichtig sind. Hintereinanderausfiithrungen
von Bijektionen sind wieder Bijektionen. Also folgt aus der Gleichméichtigkeit von A und B und
der von B und C auch die von A und C.

A.1.2 Definition. Eine Menge A hei3t abzdhlbar, falls A gleichméchtig wie N oder endlich im
Sinne von Definition 2.3.15 ist.

A.1.3 Beispiel. Da f : N — Z definiert durch (1) = 0, f(2n) = nund f(2n+1) = —n firn € N die
geraden Zahlen bijektiv auf N und die ungeraden Zahlen groBer oder gleich drei auf —N abbildet,
ist f bijektiv. Also sind N und Z gleichmichtig. Insbesondere ist Z abzihlbar.

A.1.4 Beispiel. Eine oft verwendete Tatsache ist die, dass N und N X N gleichmichtig sind, und
infolge N x N abzihlbar ist. Dazu betrachten wir die Menge

M ={(i,k) e NXN:i<k}
und die Funktionen g : N XN — M und & : M — N x N definiert durch
gmn)y=mm+n-1) und h@, k) =G k+1-10).

Wegen h o g = idwxv und g o h = idy, sind g und £ bijektiv. Weiters sei f : M — N definiert durch

f(i,k) = %k(k— ) +i.
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Fiir natiirliche k; < kp und i} < k| sowie ip < kj gilt
) 1 . 1 1 1 . .
flir,ky) = Ekl(kl -D+i < §(k1 + Dky < Ekz(kz -D< Ekz(kz - D+i = fli2,k2)

Im Falle k; = k> und i; < i gilt offenbar auch f(i1, k1) < f(i2, k2). Also ist f injektiv.
Um auch die Surjektivitit nachzuweisen, sei bei gegebenem r € N die natiirliche Zahl k € N
maximal derart, dass %k(k — 1) <r.Esfolgtr < %(k + 1)k und somit

1 1 1
1<r—=k(k-1)< = Dk—==k(tk-1)=k.
<r 2k(k ) < 2(k+ )k 2k(k )=k
Also gilt (i,k) € M und f(i,k) = r. Insgesamt ist f o g : N X N — N mit
1
fog(mn)= §(m+n— Dm+n—-2)+m
bijektiv.
A.1.5 Beispiel. Sei M die disjunkte Vereinigung | J;<;IN¥, und betrachte die Abbildung 7 : M — N
definiert durch
h(x) = pVI‘I ..... pzk’
wobei x = (ny,...,nr) € N¥ und p1 < p2 < ... alle Primzahlen in aufsteigender Reihenfolge
bezeichnet. Da jede natiirliche Zahl grofer eins eine eindeutige Primfaktorzerlegung hat, bildet

h die Menge M bijektiv auf {2,3,4,...} ab. Somitist auch f : M — N mit f(x) = h(x) — 1 eine
Bijektion. Also sind M und N gleichmichtig.

A.1.6 Beispiel. Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist gleichmichtig wie die Menge {0, 1}M
aller Funktionen ¢ von M in die zweielementige Menge {0, 1}. Um das einzusehen, betrachte
£ 10, 1M — P(M) definiert durch

f@) :={xeM:p(x)=1}.

Fiir ¢; # ¢, folgt ¢1(x) # ¢o(x) fiir mindestens ein x € M. Dieses x liegt daher in f(¢1)N(M\ f(¢2))
oderin (M \ f(¢1)) N f(¢2). In jedem Fall gilt f(¢1) # f(¢2). Also ist f injektiv.
Zu einem A C M erfiillt die Funktion ¢ : M — {0, 1} definiert durch

d(x)=0, falls x¢A,
p(x)=1, falls xeA,

f(#) = A. Somit ist f auch surjektiv.
A.1.7 Fakta.

1. Sind A und B gleichmichtig, so sind es auch ihre Potenzmengen $(A) und £(B), denn mit
f : A — Bist auch die Funktion g : P(A) — P(B), die einem C C A die Bildmenge f(C)
zuordnet, eine Bijektion.

2. Ist I eine Indexmenge und sind fiir alle i € I gleichmichtige Mengen A; und B; gegeben,
so sind auch [];c; A; und [],; B; gleichmichtig. In der Tat iiberpriift man leicht, dass
f i Tliet Ai = Tliey Bi mit f((xi)ier) = (fi(xi))ier eine Bijektion ist, wenn f; : A; — B; fir
alle i € I bijektiv ist.
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3. Ist ] eine Indexmenge und sind fiir alle i € I gleichméchtige Mengen A; und B; derart gegeben,
dass sowohl die Mengen A;, i € I, als auch die Mengen B;, i € I, paarweise disjunkt sind,
so sind auch | J;c; A; und | J;¢; B; gleichmichtig. Sind ndamlich wieder f; : A; — B; fiir alle
i € I bijektiv, dann ist es auch f : J;e; Ai = Uies Bi, wobei f(x) = fi(x) fir x € A;.

4. Sind M und N gleichmichtig und L # 0 eine weitere Menge, so sind auch LY und LV
gleichmichtig, wobei LY bzw. LV die Menge aller Funktionen von M bzw. N nach L
bezeichnet. Ist nimlich f : M — N bijektiv, so hat auch die Abbildung & + h o f von LV
auf LM diese Eigenschaft.

A.1.8 Beispiel. Mit Hilfe von Fakta A.1.7, 2, und Beispiel A.1.4 zeigt man leicht durch vollstindige
Induktion, dass N und N* fiir alle k € N gleichmichtig sind.

A.1.9 Satz. Keine Menge ist gleichmdchtig wie ihre Potenzmenge.

Beweis. Fiir die leere Menge M = 0 gilt P(M) = {0}. Also enthélt (M) genau ein Element und ist
daher nicht gleichméchtig wie M.
Fiir nichtleeres M betrachten wir eine beliebige Abbildung f : M — P(M) und setzen

A={xeM:x¢ fx)}C M.

Angenommen es gilt A = f(y) fiir ein y € M. Fiir y € f(y) = A folgt aus der Definition von A der
Widerspruch y ¢ A. Im Falle y ¢ f(y) = A folgt dagegen der Widerspruch y € A. Also ist A niemals
im Bild von f enthalten, wodurch f : M — (M) niemals bijektiv sein kann. a

A.1.10 Beispiel. Wegen Satz A.1.9 sind N und £(N) nicht gleichméchtig. Die Menge E(N) aller
endlichen Teilmengen von N ist aber sehr wohl gleichméchtig wie N. In der Tat ist g : &(N) —» N

definiert durch
g(A) = Z k-1
keA

bijektiv. Um sich das klar zu machen, betrachte die bijektive Funktion f : {0, 1N - P(N) aus
Beispiel A.1.6 fiir M = N. Fiir A € EWN) ist ¢ := f~'(A) eine Folge von Nullen und Einsen, die
ab einem Index k nur aus Nullen besteht. ¢(1) ¢(2) ... ¢(k) ist nun genau die Dualzahldarstellung
der Zahl g(A). Umgekehrt lédsst sich die Dualzahldarstellung einer jeden natiirlichen Zahl » fiir ein
eindeutiges A € E(N) so darstellen, wodurch n = g(A).

A.1.11 Satz (Satz von Schroder—Bernstein). Sind A und B zwei Mengen derart, dass es injektive
Abbildungen f : A - Bund g : B — A gibt, so sind A und B gleichmdchtig.

Beweis. Wir setzen Ag := A, By := g(B), und fiir k € N definieren wir induktiv Ay := g o f(Ax-1)
und By := g o f(By-1). Durch vollstidndige Induktion zeigt man leicht, dass

AyD2By2A 2B 2A, 2B, D....

MitD:= () Ar= () Bgistdaher
keNU{0} keNU{0}

a= ) @nBou | B\ D,
keNU{0} keNU{0}
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eine Vereinigung paarweise disjunkter Mengen. Also ist durch

go f(x), falls x € Urenujoy Ak \ B,
h(x) :=qx, falls x € Urenujoy B \ Ak+1
X, falls xe D,

eine Abbildung /i : Ay — Ao wohldefiniert. Da die Abbildungen h|g,\4,,, = 1dB,\4,,,> Alp = idp
sowie hla,\B, = g© fla,\B, : Ak \ Bx = Ak+1 \ Bis1 alle bijektiv sind, ist es gemél Fakta A.1.7 auch
h als Abbildung von Ag auf

U @op@n\ByuU | ) Bc\Aw) U D=B.
Ry Su——Y

keNU{0} —Apa1\Bisi keNU{0}

Also sind A = Ag und By gleichmichtig. Weil auch g : B — By eine Bijektion darstellt, sind es
auch A und B. a

A.1.12 Beispiel. Wir betrachten die Mengen N und Q. Die Einbettung f : N — Q, f(n) = nist
injektiv; vgl. Proposition 2.7.8. Andererseits hat jedes rationale ¢ eine eindeutige Darstellung in
der Form £ mit teilerfremden p € Z und n € N. Die Abbildung g; : ¢ = £ - (p, n) ist somit eine
injektive Abbildung von Q nach Z X N. Gemil Beispiel A.1.3, Beispiel A.1.4 und Fakta A.1.7 gibt
es auch eine Bijektion g, : ZXN — N. Wenden wir Satz A.1.11 auf f und g := g, o g1 an, so sehen
wir, dass N und Q gleichmichtig sind. Insbesondere ist Q abzihlbar.

A.1.13 Korollar. Sind A und B zwei Mengen derart, dass es eine injektive Abbildung f : A — B
und eine surjektive Abbildung h : A — B gibt, so sind A und B gleichmdichtig.

Beweis. Fiir ein surjektives & : A — Bist das Urbild h~'{b} C A jeder einpunktigen Menge {b} C B
nichtleer. Nach dem Auswahlaxiom gibt es eine Funktion g : B — A mit g(b) € h~!{b} fiir alle
b € B. Weil das Urbild disjunkter Mengen disjunkt ist, muss g(b;) # g(by) fiir by # b, gelten.
Infolge ist g injektiv, wodurch wir Satz A.1.11 anwenden konnen.

A.1.14 Beispiel. Die Mengen {0, 1}’ und R sind gleichmichtig. In der Tat stellt f : ¢ Zj‘i] o(j)-
37/ eine injektive Funktion von {0, 1}* nach R dar.

Andererseits ist g; : {0, )Y = [0, 1] definiert durch g1(p) = Z‘;’;l () - 277 surjektiv; vgl.
Ubungsaufgabe 3.27. Weiters seien g5 : [0,1] — (0, 1) und g3 : (0, 1) — R surjektiv; siehe etwa
Lemma 3.8.1. Die Abbildung g3 0 g>0g; : {0, 1}'' — R ist dann ebenfalls surjektiv. Wegen Korollar
A.1.13 sind also {0, 1} und R gleichméchtig.

Nach Beispiel A.1.6 sind damit auch die Mengen $(NN) und R gleichméchtig. Aus Beispiel A.1.6
und Satz A.1.9 erkennen wir schlieBlich, dass R und N nicht gleichmichtig sind.

A.1.15 Beispiel. Nach Fakta A.1.7 und Beispiel A.1.4 sind {0, 1}" und {0, 1}* gleichmichtig.
Letztere Menge ist vermoge der Abbildung ¢ +— (1, ¥o) mit 1 = Yly und ¥ (k) = (1 -k), k € N,
gleichmichtig wie {0, 1} x {0, 1}"V. Nach Beispiel A.1.14 und Fakta A.1.7 sind somit R und R>
gleichmichtig. Durch vollstdndige Induktion schlieft man, dass auch fiir beliebiges n € N die
Mengen R und R" gleichméchtig sind.
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A.2 Halbordnungen und Lemma von Zorn

A.2.1 Definition. Sei M eine Menge. Eine Relation < auf M, also < C M x M, heifit Halbordnung
auf M, falls folgende drei Eigenschaften fiir alle x, y,z € M gelten.

Reflexivitat: x < x.
Antisymmetrie: Aus x < yundy < x folgt x = y.
Transitivitit: Aus x < yundy < zfolgt x < z.

Eine Halbordnung < auf M heifit Totalordnung, falls je zwei Elemente vergleichbar sind, also gilt
fiir x,y € M immer x < y oder y < x.

A.2.2 Definition. Sei < eine Halbordnung auf der Menge M. Fiir R € M heilit y € M obere (untere)
Schranke von R, falls x < y (y < x) fiir alle x € R, und m € R heifit maximales (minimales) Element
von R, falls aus x € Rund m < x (x € Rund x < m) die Gleichheit x = m folgt. m € R heifit groftes
(kleinstes) Element von R, wenn x < m (m < x) fiir alle x € R.

Fiir R € M heifit y € M Supremum oder kleinste obere Schranke (Infimum oder grofite unter
Schranke) von R, falls y eine obere (untere) Schranke von R ist, und gleichzeitig y < x (x < y) fiir
alle oberen (unteren) Schranken x von R gilt.

Das nun folgende Lemma von Zorn ist ein fundamentales Hilfsmittel aus der Mengenlehre. Es ist
dquivalent zum Auswahlaxiom und zum Wohlordnungssatz und war vor allem in der ersten Hilfte
des 20. Jahrhunderts umstritten. Mittlerweile hat der Grof3teil der Mathematiker das Auswahlaxiom
akzeptiert, auch wenn ein moglicher Verzicht darauf immer noch in manchen Situationen explizit
hervorgehoben wird.

Das Auswahlaxiom besagt ja, dass es bei gegebener Indexmenge / und gegebenen nichtleeren
Mengen A;, i € I, immer eine Auswahlfunktion f : I — | J;c; A; mit f(i) € A; fiir alle i € I gibt. Das
Auswahlaxiom besagt also nichts anderes, als dass [];c; A; # 0.

A.2.3 Definition. Sei (M, <) eine halbgeordnete Menge. Wenn fiir jede total geordnete Teilmenge
von M eine obere Schranke existiert, dann heifit (M, <) induktiv geordnet. Wenn sogar jeweils eine
kleinste obere Schranke existiert, dann heilit (M, <) strikt induktiv geordnet.

Folgendes Lemma ist das zentrale Hilfsmittel fiir den Beweis des Lemma von Zorn.

A.2.4 Lemma. Es sei (M, <) eine nichtleere halbgeordnete und strikt induktive Menge mit einem
kleinsten Element o. Ist F : M — M eine Abbildung mit der Eigenschaft

m < F(m) fiiralle me M,
dann gibt es ein m € M mit F(m) = m.

Beweis. Wir nennen eine Teilmenge S von M zuldssig, wenn die folgenden drei Bedingungen
gelten: 0 € §, F(S) € S, und fiir jede total geordnete Teilmenge T C S liegt auch die kleinste
obere Schranke sup 7" in §. Die ganze Menge M ist zuldssig. Wir setzen

D := ﬂ S,
SCM zuldssig
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und erkennen o € D. Zudem erhalten wir

F(D) C ﬂ F(S)C ﬂ S=D.

SCM zulidssig SCM zulidssig

Da fiir ein total geordnetes 7 € D und ein zulédssiges S immer sup 7 € S gilt, folgt auch sup 7T € D,
wodurch sich D als kleinste zuldssige Teilmengen von M herausstellt.

Wenn wir zeigen konnen, dass D total geordnet ist, dann folgt daraus fiir die kleinste obere Schranke
sup D, dass sup D das grofite Element von D ist. Wegen der Zuldssigkeit gilt dann F(sup D) € D
und infolge F(sup D) < sup D. Zusammen mit der vorausgesetzten Eigenschaft von F erhalten wir
F(sup D) = sup D. Noch zu zeigen ist also die Tatsache, dass D total geordnet ist.

Fiir den Beweis davon nennen wir e € D ein extremales Element, wenn s € D mit s < eund s # e
die Ungleichung F(s) < e nach sich zieht. Fiir ein extremales e setzen wir

S,:={seD:s<e oder F(e) < s},
und zeigen, dass S, zuléssig ist:
~> Wegen o < e liegtin §,.

~» Fiir jedes Element s € S, folgt aus s < e, s # e die Ungleichung F(s) < e, aus s = e folgt
F(s) = F(e),und s £ e bedingt F(e) < s < F(s), wodurch F(S,) C S..

~» Sei T eine total geordnete Teilmenge von S . Gilt fiir alle t € T die Ungleichung ¢ < e, so
auch sup 7' < e. Wenn aber ¢ £ e fiir mindestens ein ¢ € T, dann folgt F(e) <t <supT.In
jedem Fall gilt sup T € S..

Da D die kleinste zuléssige Teilmenge von M ist, erhalten wir S, = D. Konnen wir zeigen, dass
jedes e € D extremal ist, so folgt fiir s € D = §, die Ungleichung s < e oder die Ungleichung
e < F(e) < s, womit sich D als total geordnet herausstellt. Um zu beweisen, dass jedes e € D
extremal ist, betrachten wir

E :={e€ D:e istextremal },

und weisen nach, dass E zuldssig ist und infolge D gleicht:
~»  Als kleinstes Element ist o extremal.

~» Wir miissen zeigen, dass mit e auch F(e) in E liegt. Also gilt es, aus s € D mit s < F(e)
und s # F(e) die Ungleichung F(s) < F(e) abzuleiten. Wegen s € D = S, gilt s < e oder
F(e) < s, wobei wir letzteres wegen s < F(e) und s # F(e) ausschlieen konnen. Aus
s = e folgt trivialerweise F(s) < F(e) und aus s < e, s # e, wegen e € E die Ungleichung
F(s) <e < F(e).

~> Schliefllich sei T C E total geordnet. Um sup T € E zu zeigen, sei s € D mit s < sup 7 und
s # sup T. Wenn fiir jedes ¢ € T die Ungleichung F(¢) < s gelten wiirde, so erhielten wir
wegen ¢t < F(f) den Widerspruch sup T < s. Also muss F(e) £ sfireine € T (C E), womit
wegen D = S, auch s < e. Aus s # e folgt wegen e € E die Ungleichung F(s) < e <supT7,
und aus s = e folgt wegen sup7 € D = S, und s < sup7, s # supT die Ungleichung
F(s) = F(e) <supT.Injedem Fall gilt F(s) < sup 7, womit sup T extremal ist.

Q
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Wir kommen zur Herleitung des Lemma von Zorn aus dem Auswahlaxiom.

A.2.5 Satz (Lemma von Zorn). Eine nichtleere und induktiv geordnete Menge (M, <) besitzt ein
maximales Element.

Beweis. Wir behandeln zuerst den Fall einer strikt induktiv geordneten Menge.

Da fiir ein festes x € M jedes maximale Element von {y € M : x < y} auch maximales Element von
M ist, dirfen wir uns auf den Fall beschrinken, dass M ein kleinstes Element enthilt. Hitte ein
solches M kein maximales Element, so finden wir fiir jedes m € M ein groBeres Element!' F(m)
und definieren damit eine Funktion F' : M — M derart, dass m < F(m) fiir alle m € M. Da M strikt
induktiv geordnet ist, folgt aus Lemma A.2.4 der Widerspruch F(m) = m fiir ein m € M.

Fiir ein induktiv und nicht notwendigerweise strikt induktiv geordnetes M sei H die Menge aller
total geordneten Teilmengen von M. Beziiglich der Inklusion bildet H eine Halbordnung. Da fiir
ein beziiglich C total geordnetes 7~ C H die Teilmenge | Jyer N von M beziiglich < total geordnet
und daher die kleinste obere Schranke von 7~ darstellt, ist H sogar strikt induktiv geordnet.

Nach dem ersten Beweisteil besitzt HH somit ein maximales Element 7. Jede obere Schranke n von
T muss dann zu T gehoren, da anderenfalls T U {n} eine total geordnete Menge wire, die T echt
umfasste. Dieses Element 7 ist ein maximales Element von M, denn fiir jedes m € M folgt aus
n < m, dass m eine obere Schranke von 7 ist und infolge ebenfalls zu 7" gehdren muss. Also folgt
m < nund somit m = n. a

A.3 Mehr iiber die Michtigkeit von Mengen

A.3.1 Definition. Sind A und B zwei Mengen, so schreiben wir |A| < |B|, wenn A = () oder wenn
es eine injektive Abbildung f : A — B gibt.

A.3.2 Beispiel. Fiir Mengen A und B mit A C B gilt offenbar |A| < |B|.

Wegen Satz A.1.11 ist |A| < |B| und |B| < |A| dquivalent dazu, dass A und B gleichmichtig sind. Wir
schreiben fiir diesen Sachverhalt auch |A| = |B|.

Aus dem folgenden Resultat erkennen wir, dass fiir zwei Mengen A und B immer entweder |A| < |B|
oder |B| < |A].

A.3.3 Satz. Sind A und B nichtleere Mengen, so gibt eine injektive Funktion f : A — B oder eine
injektive Funktion g : B — A.

Beweis. Wir betrachten alle moglichen Bijektionen 4 : D, — R, mit Dj, € Aund R;, € B. Dasolche
Funktionen 4 Teilmengen von Dy, X R, € A X B sind, bildet die Menge 8 aller solchen Bijektionen
eine Teilmenge der Potenzmenge (A X B) von A X B. Insbesondere ist C eine Halbordnung auf 8.
Wir wollen zeigen, dass B durch € induktiv geordnet ist. Dazu sei 7~ € 8B totalgeordnet und

¢ = Uh.
heT

Fiir (a, by), (a, by) € ¢ erhalten wir (a, by) € h; und (a, by) € h fiir hj, hy € 7. Da 7 totalgeordnet
ist, gilt iy C hy oder hy C hy. Im ersten Fall erhalten wir (a, by), (a, by) € hy, wobei by = by, da hy

IMan beachte, dass man fiir die Existenz einer solchen Funktion F das Auswahlaxiom verwendet. In der Tat
ist F eine Auswahlfunktion der Familie (A,,)uep, WObei A, = {x e M : m < x, m # x}.
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eine Funktion ist. Im zweiten Fall folgt analog b = b,. Damit bildet ¢ eine Funktion ¢ : Dy — B
mit Dy C A.

Die Abbildung ¢ ist auch injektiv. In der Tat folgt aus (ay, b), (a2, b) € ¢ wie oben die Existenz
eines h € 7 mit (ay, b), (az, b) € h. Die Injektivitit von & impliziert a; = a;. Also gilt ¢ € B.
Nach dem Lemma von Zorn existiert ein maximales f € 8. Bezeichnet D den Definitionsbereich
und Ry die Bildmenge von f, soist f : Dy — Ry bijektiv. Im Falle Dy = A ist f, betrachtet als
Funktion von A nach B, injektiv. Im Falle Ry = Bist g := f 1R r — Dy, betrachtet als Funktion
von B nach A, injektiv. Gilt schlieBlich Dy C A und Ry ¢ B, so konnen wir a € A\ Dy und
b € B\ Ry wihlen, und erhalten mit s := f U {(a, b)} eine Bijektion ¢ : A U {a} — B U {b}, was
aber der Maximalitit von f widerspricht. a

A.3.4 Korollar. Fiir nichtleere Mengen A und B gilt |A| < |B| genau dann, wenn es eine surjektive
Abbildung g : B — A gibt.

Beweis. |A| < |B| bedingt definitionsgemél} die Existenz einer injektiven Abbildung f : A — B.
Setzen wir nun g(b) := f~1(b) fiir b € f(A) und g(b) := ay fiir b € B\ f(A) mit einem festen ag € A,
so ist g : B — A offenbar surjektiv.

Existiert ein surjektives g : B — A und wiirde |A| < |B| nicht gelten, so folgt |B| < |A| wegen Satz
A.3.3 und daher die Existenz einer injektiven Abbildung / : B — A. Nach Korollar A.1.13 erhielten
wir |A] = |B| und infolge den Widerspruch |A| < |B. a

Eine nichtleer Menge M ist endlich mit Méchtigkeit k € N, wenn es eine Bijektion von {n € N :
n < k} auf M gibt; siehe Definition 2.3.15. Nicht endliche Mengen nennen wir unendliche Mengen.

A.3.5 Lemma. Fiir jede unendliche Mengen A gilt |N| < |A|.

Beweis. Da A nichtleer ist, gibt es ein a € A. Durch f; : {1} — A mit fi(1) = a ist eine
injektive Funktion definiert. Ist fiir ein n € N die Abbildung f;, : {1,...,n} — A injektiv, so gilt
f{1,...,n}) € A, da wir A als nicht endlich vorausgesetzt haben. Somit konnen wir f;, zu einer
Funktion f,41 : {1,...,n,n+ 1} > Amit f,,;(n+1) ¢ f,({1,...,n}) fortsetzen und erhalten wieder
eine injektive Abbildung. Die nach Rekursionssatz, Satz 2.3.3, existierende Funktion f : N — A ist
dann injektiv.

A.3.6 Lemma. Fiir jede unendliche Menge A gilt |A| = [N X A

Beweis. Wir nennen eine Menge 7 € P(N X A) zuldssig, wenn alle f € 7 injektive Abbildungen
f : N — A sind, und wenn f(N) N g(N) = 0 fir alle f,g € 7 mit f # g. Die Menge T aller
zuldssigen 7 ist durch C halbgeordnet. Man iiberpriift leicht, dass fiir ein totalgeordnetes © C T
die Vereinigung | Jscc S wieder zuldssig ist. Nach dem Zornschen Lemma existiert ein maximales
T € T. Wire

B:=a\ ] ray

feT

unendlich, so gébe es nach Lemma A.3.5 ein injektives g : N — B. Offenbar ist dann 7~ U {g} auch
zuldssig, was der Maximalitédt widerspricht. Also ist B endlich und infolge 7 nichtleer.
Wir greifen ein  : N — A aus 7 heraus. Im Falle B = ) setzen wir & := . Anderenfalls gibt es
ein m > 0 und ein bijektives ¢ : {—m,...,0} — B; vgl. Definition 2.3.15. Wegen B N y(N) = 0 ist
¢ Uy eine injektive Funktion von {—m,...,0} U N nach A. Durch

h:N—> A, hn):=@Un-1-m),
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wird dann auch eine injektive Funktion definiert mit A(IN) = BUY(N). Setzen wir R := (7 \{¢/}) U{h},
so ist auch R zuldssig, wobei

Uf(N):A.

fer

Man iiberzeugt sich leicht, dass 6 : N x R — A definiert durch 6(n, /) = f(n) bijektiv ist, womit
|A] = [N x R|. Die Aussage des Lemma folgt mit Beispiel A.1.4 und Fakta A.1.7 aus

INXAl=INXNxR| =NxR|=IA|l. a

A.3.7 Korollar. Sind B;,i € I, Mengen mit abzihlbarem I # 0 derart, dass |B;| < |By| mit einem
unendlichen By, fiir ein festes k € 1, so gilt

1B =1Bi.

iel

Beweis. Offenbar gilt |[By| < |U;s Bil; siehe Beispiel A.3.2. Fiir die umgekehrte Ungleichung
seien g; : By — B;,i € I, surjektive Abbildungen; siehe Korollar A.3.4. Infolge ist auch die durch
f(n,b) = ggu)(b) definierte Abbildung f : N X By — |J;; Bi surjektiv, wobei auch ¢ : N — [
surjektiv ist. Aus Lemma A.3.6 folgt schlieBlich | | ;c; Bi | < |Bxl. a

A.3.8 Satz. Fiir jede unendliche Menge A und jedes n € N gilt |A| = |A X --- XAl
N ——

n mal

Beweis. Es reicht offenbar, |A| = |A X A| zu zeigen. Dazu sei B die Menge aller moglichen
Bijektionen f': By X By — By, wobei By C A. Gemil Beispiel A.1.4 und Lemma A.3.5 gilt 8 # 0.
Ist 7~ € B totalgeordnet, so priift man elementar nach, dass

s

feT

eine Bijektion von (J e (Br X By) = (Urer By) X (Uyer By) auf Jseq By abgibt. Nach dem
Zornschen Lemma existiert ein maximales & € 8. Konstruktionsbedingt gilt |By,| = |Bj, X By|. Fiir
|By| = |A]| folgt |A| = |A X A| aus Fakta A.1.7.

Wir bringen schlieBlich die Annahme, dass By, und A nicht gleichméchtig sind, zu einem Wider-
spruch. Aus |By| < |A|, |By| # |A| folgt zunédchst aus Korollar A.3.7, dass |A \ By| = |A|. Wir erhalten
|Bu| < 1A\ Bal, |Bi| # 1A \ Bp| und somit die Existenz einer injektiven Funktion ¢ : By, — A\ By;
siehe Satz A.3.3. Fiir B := B,U¢(By,) gilt

B x B = (B, X By)U(¢(Bp,) x By)U(By, X ¢(By))U(¢(By) X ¢(By))

wobei ¢(Bp,) X By, By, X ¢(By) und ¢(Bp) X ¢(By) alle gleichméchtig wie B, X Bj und somit
gleichmichtig wie By, sind. Mit Korollar A.3.7 folgt

[(¢(Br) X By)U(By X ¢(Bi))U(d(Bpr) X ¢(Bi))| = |By X Bp| = |Bul = |¢p(Bn) .

Also gibt es eine Bijektion g : (¢(B) X Bp)U(B), X ¢(Bp)U(p(By) X ¢(Bp)) — ¢(Bp,), womit auch
h U g eine Bijektion von B X B nach B ist, was aber der Maximalitdt von & widerspricht. |

A.3.9 Korollar. Fiir eine unendliche Menge A gilt |E(A)| = |A|, wobei E(A) die Menge aller
endlichen Teilmengen von A bezeichnet.
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Beweis. Bezeichne &,(A) fiir n € N U {0} die Menge aller endlichen Teilmengen von A mit
Michtigkeit n. Da fiir n > 2 die Abbildung (ay,...,a,) — {ai,...,a,} die Menge A X --- X A

n mal

surjektiv auf &,(A) abbildet, folgt |5,(A)| < |A[; vgl. Satz A.3.8. Fiirn = 1 ist a — {a} von A nach
&1(A) sogar bijektiv. Somit folgt aus Korollar A.3.7

Al = 1E1(A)] = | Eo(A) UEI (AU USn(A)I- d
=(0) n=2



Literaturverzeichnis

[B] V.I. BoGgacHev: Measure Theory I, Springer Berlin Heidelberg New York, 2007.
[C] L. Convon: Differentiable manifolds, Birkhduser Boston, 2001.

[DK1] J.J. DuistermAAar, J.A.C. KorLk: Multidimensional Real Analysis I, Cambridge University
Press, 2004.

[DK2] J.J. Duistermaat, J.A.C. Kork: Multidimensional Real Analysis II, Cambridge University
Press, 2004.

[E] J. ELstrODT: Maf; und Integrationstheorie, Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2005.
[Ha] P. Hatmos: Measure Theory, Springer-Verlag New York Heidelberg Berlin, 1974.

[HR] E. Hewrrt, K.A. Ross: Abstract Harmonic Analysis I, Springer-Verlag New York, 1979.
[H1] H. Heuser: Lehrbuch der Analysis 1, B.G. Teubner Stuttgart, 1990.

[H2] H. Heuser: Lehrbuch der Analysis 2, B.G. Teubner Stuttgart, 1990.

[J1 K. JANicH: Vektor Analysis, Springer Verlag 2001.

[K] M. Karrensack: Fundament Analysis, Berliner Studienreihe Math., Heldermann, 2014.
[K] D. KorLer: Die Invarianzsditze von Brouwer, Seminararbeit, TU-Wien, 2014.

[Ri] W. Rmow: Lehrbuch der Topologie, Hochschulbiicher fiir Mathematik, Bd.79, VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften, 1975.

[Ru] W. RupiN: Real and Complex Analysis, McGraw-Hill New York, 1987.

[Z] L. ZasiCek: An elementary proof of the one-dimensional Rademacher theorem, Mathematica
Bohemica, Vol. 117 (1992), No. 2, 133-136.



Index

(A®B)yy, 177
AC([c¢,d],C), 371
AC([¢,d],R), 371
AC(R,C), 370
ACR,R), 370
AC,([c,d],C), 371
AC,([c,d],R), 371
AC,(R,C), 370
AC,(R,R), 370
AUB, 104

B°, 10

C(X,R), 26
C'-Diffeomorphismus, 83
Coo(D,R), 61
Ck—Diffeomorphismus, 83
C™(M,N), 112
Co(X,C), 54
Co(X,R), 54
Co(Q,CY, 353
Co(Q,R), 353
Cp(X,C), 27
Cp(X,R), 27
Cp(X,R), 38
Coo(X,C), 54
Coo(X,R), 54
DYf,297

GL(d,C), 192
GL(d,R), 163

L(Q, A, u,C), 285
L(Q, A, u,R), 285
LP(Q, A, u,C), 282
LP(Q,A,u,C), 339
LP(Q, A, u,R), 280
LP(Q, A, u,R), 339
L! (G), 297

lluc
Lloc

M(Q, A, C), 346
M(Q, A, R), 346

(G, AT g, 14,C), 297

M,o(Q, A, C), 351
Mreg(Q, ﬂ, R), 351
54,229

Ty, 97

X', 337

ct(B),7

(), 167

m(X), 16

RX, 27

X, Ai, 174

5., 136

U, 104

P(Q, C), 283
£P(Q,R), 283

[ fdu, 134

o f du, 142

A, 164

Ay, 164

g, 159

D, 212

T, 102

AR B, 175

A, 131
AT, 153
AT, 159
ﬂ(qﬁﬁ), 145

AW), 145

D(K), 151

Dy, 161

&, 131

F (AL, 289

F (A, 289
F(ARB)y), 177
F., 122

L(Q, A, u,C), 285
L(Q, A, 1, R), 285
LYQ, A, [-00, +00]), 137
LYQ, A, u,C), 185



Index

387

LYQ, A, R), 137
L£(Q, A, u,RY), 184
L7, 162
LP(Q, A, u, [0, +0]), 280
LP(Q, A, u,C), 282
LP(Q, A, u,R), 280
R, 168
TP,2
7,2
7,13
Tx,23
p-Nullmenge, 134
pu-fast tiberall, 138
plv, 333
uoT™ 1 143
uev, 178
v < u, 333, 347
wrF, 159
B, 149
0G, 104
0°G, 106
9°G, 104
¢’T"i, 144
¢1T” , 126
[Lies 74, 25
o-Algebra, 130
finale, 208
von Mengensystem erzeugte, 131
o-additiv, 128
o-kompakt, 241
o-Algebra
initiale, 173
Produkt-, 174
Spur-, 142
o-endlich, 134
~u> 138,282
suppu, 172
supp(f), 54
d(A), 45
d(A, B), 45
d(x,A), 45
f~ug 138,282
fi» 292
g 1, 140,343
ks, 249

iel
xi— x, 4

BX,C), 27
B(X,R), 27
7:TM , 122
(A1)-(A3),7
(ABI), 3
(ABII), 16
(B1), (B2), 18
(F1)-(F3), 3
(01)-(03), 1
(T1), 31
(T2),5

(T3), 33

(T4), 33
dquivalent, 109
duBeres Maf, 205

Abbildung

offene, 83

stetige, 11
Ableitung

schwache, 297
Abschluss einer Menge, 7
absolut stetig, 333, 347
Abstand

von Element und Teilmenge, 45

von zwei Teilmengen, 45
abzihlbare Menge, 375
Abzihlbarkeitsaxiom

erstes, 3

zweites, 16
dquivalente Metriken, 2
Alexandroff-Kompaktifizierung, 53
Algebra

nirgends verschwindend, 57

punktetrennende, 57
Algebra von Funktionen, 56
Atlas, 109
Auswahlaxiom, 379
Auswahlfunktion, 379

Banachalgebra, 295
kommutative, 295
Banachscher Fixpunktsatz, 73
Basis
eines Filters, 3
Basis einer Topologie, 16
Betafunktion, 181



388

Index

Bild

wesentliches, 211
Bildma$, 143
Borel-Teilmenge, 131, 153
Borelma8, 155, 167

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung, 316

Darstellungssatz von Fischer-Riesz, 333

Darstellungssatz von Riesz, 156
dicht, 7
in einer Menge, 7
Dichte, 335, 347
Diffeomorphismus, 83, 112
C'-, 83
C*-, 83
Dirichlet-Kern, 323
Divergenz, 259
Dualraum
topologischer, 337
Durchmesser einer Teilmenge, 45
dyadische Rechtecke, 161
Dynkin-System, 151

Einbettung, 91

zu Karte gehorige, 91
Einheit

approximative, 296
Einheitssphire, 229
Einpunkt-Kompaktifizierung, 53
endlich, 134

endliche Durchschnittseigenschaft, 39

Erste Greensche Identitit, 260
erstes Abzdhlbarkeitsaxiom, 3
Euklidische Topologie, 2

Faktorisierungsabbildung, 28
Faltung

L'-L', 294

L'-L>, 247

LP-11, 295

Tréger, 248

von zwei Funktionen, 247
Filter, 3
Filterbasis, 3
finale Topologie, 28
Fixpunkt, 232

Fixpunktsatz

Banachscher, 73
Flache, 87
folgenkompakt, 52
Fortsetzungssatz, 149
Fortsetzungssatz von Tietze, 37
Fourierkoeffizienten

einer L?[—, 7t]-Funktion, 321

eines komplexen Maf3es, 354
Fourierreihe, 319, 321
Fouriertransformation, 303
Fouriertransformierte, 303
Funktion

Rd—wertige, integrierbar, 184

Rd—wertige, messbare, 184

A-B-messbare, 131

ganze, 305

gerade, 322

harmonische, 262

im Unendlichen verschwindende, 54

integrierbare, 136

komplexwertige, integrierbar, 184
komplexwertige, messbare, 184

lokal integrierbare, 297
messbare beziiglich A, 131
mit kompaktem Triger, 54
stetige, 11

Tréger einer, 54

ungerade, 322

von beschrinkter Variation, 366

Funktional
M-fortsetzbares, 126
positives, lineares, 153

Funktionenmenge
gleichgradig stetige, 50

Gammafunktion, 167
Grenzwertdarstellung, 190
GauB3scher Integralsatz, 259
gerade Funktionen, 322
gesittigte Teilmenge, 29
getrennte Mengen, 30
durch offene Mengen, 30
durch stetige Funktion, 36

gleichgradig stetige Funktionenmenge, 50

gleichmichtige Mengen, 375



Index

389

Gradient, 259

Greenscher Integralsatz, 260

Gruppe
affine, 226, 271
lokalkompakte, 191
topologisch, 191
unimodulare, 201

Haufungspunkt einer Menge, 9
Haufungspunkt eines Netzes, 10
Holdersche Ungleichung, 277
Haarsches Maf}

Linkes, 201

Rechtes, 201
Hahnsche Zerlegung, 344
Hahnscher Zerlegungssatz, 343
halbstetig

von oben, 13

von unten, 13, 154
harmonisch, 262
Hausdorff, 5
Hausdorffsch, 5
Hilbertraum, 316
homoomorphe topologische Raume, 15
Homoomorphismus, 15

im Unendlichen verschwindende Funktion, 54
implizites Differenzieren, 75
induktiv geordnet, 379
initiale o-Algebra, 173
initiale Topologie, 21
Innere einer Menge, 10
Integral
Lebesguesches, 134, 136
nach komplexem Maf3, 348
Riemannsches, 164
integrierbare Treppenfunktionen, 289
isolierter Punkt, 9

Jensensche Ungleichung, 279

Karte, 109

mit Atlas vertrigliche, 109
Karte einer Teilmenge von R”, 87
kompakt, 39

abzihlbar, 52

folgen-, 52

Komplement

orthogonales, 317
komplexe Maf3e

absolute Stetigkeit, 347
komplexes Mal3, 342
konvergentes Netz beziiglich Topologie, 4
Konvergenz

fast gleichméBige, 286

im MaB, 283
Kreuzprodukt, 246
Kugelkoordinaten, 89, 221
Kurve, 87

Lagrangesche Multiplikatorenregel, 101
Lagrangeschen Multiplikator, 102
Laplace, 259
Laplacetransformierte, 314
Lebesgue-Integral, 134, 136
Lebesgue-Teilmenge, 162
Lebesgues-MaB, 159
Lemma

von Fatou, 135

von Urysohn, 36

von Zorn, 381
Lie Gruppe, 90
linkes Haarsches Maf3, 201
Lipschitz stetig, 227
Lokalisationsprinzip, 327
lokalkompakte Gruppe, 191
lokalkompakter topologischer Raum, 53

Mobiusband, 99, 119

Maj, 128
o-endliches, 134
duBeres, 205
absolut stetiges, 333
Bild-, 143
Borel-, 155, 167
endliches, 134
komplexes, 342
linksinvariantes, 193
lokal endliches, 167, 170
metrisches duBeres, 205
rechtsinvariantes, 198
reelles, 342
regulires, 167
regulires, komplexes, 351



390

Index

regulidres, reelles, 351

Riesz-reguldres, 155

signiertes, 342

vollstindiges, 145

von innen reguléres, 167

Wahrscheinlichkeits-, 279
MaBe

zueinander singulére, 333
MaBraum, 134, 183

Vervollstindigung von, 149
Majorante

integrierbare, 186, 187
Mannigfaltigkeit, 109

implizit definierte, 87

Produkt-, 111
Mannigfaltigkeit im R”, 87
Menge

o-endliche beziiglich MaB, 134

abgeschlossene, 6

Abschluss einer, 7

abzihlbare, 375

dichte, 7

endliche beziiglich Maf, 134

gesittigte, 29

induktiv geordnete, 379

Inneres einer, 10

kompakte, 39

kritischen Punkte, 228

offene, 1

regulére, 167

relativ kompakte, 39

strikt induktiv geordnete, 379

total beschriinkte, 47

unendliche, 382

von auflen regulire, 167

von innen regulire, 167

zusammenhéngende, 31
Mengen

durch offene Mengen getrennte, 30

getrennte, 30

gleichmichtige, 375
Mengendifferenz

symmetrische, 288, 290
Mengenfunktion

o-additive, 128
Messraum, 130

Metriken

dquivalente, 2
metrisches duBeres Maf}, 205
metrisierbar, 49
metrisierbarer topologischer Raum, 49
Minkowskische Ungleichung, 278
Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen,

268

Modularfunktion, 201
Mollifier, 249
Multiindex, 297

Nabla, 259
Netz

konvergentes beziiglich Topologie, 4
Neumannsche Reihe, 230
nirgends verschwindende Algebra, 57
Normale

dubere, 106
normaler topologischer Raum, 33
Normalvektor, 99
Nullmenge, 134

Oberflaichenmal, 236, 238
oberhalbstetig, 13

offene Abbildung, 25
orthogonale Komplement, 317
orthogonale Projektion, 318
Orthogonalsystem, 317
Orthonormalbasis, 319
Orthonormalsystem, 317

Parameterintegral
Differenzierbarkeit von, 187
Holomorphie von, 188
Stetigkeit von, 186

Poisson-Darstellung, 267

Poissonkern, 265

Polarkoordinaten, 219

Polnischer Raum, 170

Polynom
trigonometrisches, 60

positives, lineares Funktional, 153

Produkt von Funktion und Maf, 140

Produkt-o-Algebra, 174

Produktmal, 180

Produkttopologie, 25



Index

391

Projektion
orthogonale, 318
Punkt
isolierter, 9
punktetrennende Funktionenmenge, 50, 57
Punktmal bei einem Punkt, 136

Quotiententopologie, 28

Rand, 63

durch Mannigfaltigkeit darstellbar, 104

glatter, 104

orientierbarer, 106

topologischer, 104
Raum

(T2)-, 5

Hausdorft, 5

topologischer, 1
Rechenregeln

fiir [—o0, +00], 121

fiir [0, +o0], 121
Rechtecke

dyadische, 161
rechtes Haarsches Maf3, 201
reelle Mafle

absolute Stetigkeit, 347
reelles Mal3, 342
reguldr

von auflen, 167

von innen, 167
regulérer topologischer Raum, 33
Riemann-Integral, 164
Riemann-Stieltjes-Integral, 158
Ring

von Teilmengen, 124

Satz
uber die Inverse Funktion, 86
iiber implizite Funktionen, 77
von Lindelof, 237
Darstellungssatz von Fischer-Riesz, 333
Darstellungssatz von Riesz, 156
Fixpunktsatz von Banach, 73
Fixpunktsatz von Brouwer, 232
Fortsetzungssatz, 149
Fortsetzungssatz von Tietze, 37
GauBscher Integralsatz, 259

Greenscher Integralsatz, 260
Hahnscher Zerlegungssatz, 343
Rangsatz, 100
Satz iiber implizite Funktionen, 86
Umkehrsatz, 82
Vergleichssatz, 151
von Ascoli, 50
von Carathéodory, 146
von der beschrinkten Konvergenz, 139
von der Invarianz der Dimension, 235
von der Invarianz offener Mengen, 235
von der monotonen Konvergenz, 135
von Fubini, 178
von Jegorow, 289
von Peano, 52, 69
von Picrad-Lindelof, 74
von Radon-Nikodym, 335
von Riesz-Markov, 353
von Sard, 228
von Schroder—Bernstein, 377
von Stone-Weierstral3, 58
von Tychonoff, 44
Zerlegungssatz von Lebesgue, 336
schwache Ableitung, 297
Schwartz Klasse, 310
Seminorm, 280, 337
separabel, 7
separable Menge, 7
signiertes MaB3, 342
singulidre Maf, 333
Skalarprodukt, 316
Skalarproduktraum, 316
Spur-o-Algebra, 142
Spurtopologie, 23
stetig, 11
gleichgradig, 50
in einem Punkt, 11
stetig differenzierbare Abbildung, 112
stetige
Abbildung, 11
Funktion, 11
Stieltjessche Umkehrformel, 210
strikt induktiv geordnet, 379
Subbasis einer Topologie, 16
Supremum
wesentliches, 278



392

Index

symmetrische Mengendifferenz, 288, 290

Tangentialraum, 97
Teilmannigfaltigkeit, 110
Teilmenge

Borel-Teilmenge, 131, 153

Lebesgue-Teilmenge, 162
Teilraum

topologischer, 23
Testfunktion, 297
Topologie, 1

Basis von, 16

cofinite, 66

diskrete, 2

Euklidische, 2

feinere, 16

finale, 28

grobere, 16

initiale, 21

Klumpentopologie, 2

normale, 33

Produkt-, 25

Quotienten-, 28

regulire, 33

Spur-, 23

Subbasis von, 16

von einer Metrik induzierte, 2
topologische Gruppe, 191
topologische Raume

homoomorphe, 15
topologischer Raum

lokalkompakter, 53

metrisierbarer, 49
topologischer Teilraum, 23
Torus, 94
total beschrinkte Menge, 47
totale Variation, 346
Tréger, 296

eines Mafles, 172
Trédger einer Funktion, 54
Transformationsformel, 216
Trennungsaxiom

(T1), 31

(T2),5

(T3), 33

(T4), 33

Treppenfunktion, 124
R?-wertige, 185
integrierbare, 289

trigonometrisches Polynom, 60

Umgebung, 3
Umgebungsbasis, 3
Umgebungsfilter, 3
Umkehrformel
Stieltjessche, 210
unendlich, 382
ungerade Funktionen, 322
Ungleichung
Cauchy-Schwarz, 316
Holdersche, 277
Jensensche, 279
Minkowski, 278
unimodular, 201
unterhalbstetig, 13
Untermannigfaltigkeit, 87, 110
Untermannigfaltigkeit von R?, 87

Variation
einer Funktion, 366
eines Males, 344, 345
totale, 346
Vektor
ins AuBere zeigend, 106
ins Innere zeigend, 106
Vergleichssatz, 151
Verteilungsfunktion
eines BorelmaBes, 357
eines komplexen Maf3es, 366
Vervollstindigung, 149

Wahrscheinlichkeitsmaf3, 279
Wahrscheinlichkeitsraum, 279
wesentliche Supremum, 278

ZahlmaB, 136
Zerlegung der Eins

glatte, 252
Zerlegungssatz von Lebesgue, 336
zusammenhéngend, 31
Zusammenhangskomponente, 32
Zweite Greensche Identitéit, 260
zweites Abzidhlbarkeitsaxiom, 16



