Kapitel 2

Die reellen Zahlen

Die reellen Zahlen sind uns anschaulich schon aus der Schule bekannt. Wir wollen im
Folgenden die charakteristischen Eigenschaften der reellen Zahlen sammeln, von denen
wir dann sehen werden, dass diese die reellen Zahlen (bis auf isomorphe Kopien) eindeutig
bestimmen. Dass es die reellen Zahlen (also eine Menge mit den charakteristischen Eigen-
schaften) unter der Annahme der Giiltigkeit der Mengenlehre iiberhaupt gibt, werden wir
spéter sehen.

2.1 Algebraische Struktur der reellen Zahlen

Zuerst wollen wir uns den Operationen + und -, also der algebraischen Struktur, zuwenden.
Die reellen Zahlen mit diesen Operationen sind ein so genannter Korper:

2.1.1 Definition. Sei K eine nichtleere Menge, und es seien Abbildungen, sogenannte
Verkniipfungen,
+:KXK—>K und -: KxXxK—>K,

welche Addition und Multiplikation genannt werden, gegeben. Das Tripel (K, +, -) heif3t
Korper, falls es zwei ausgezeichnete Elemente 0, 1 € K gibt, sodass folgende Gesetze,
auch Axiome genannt, gelten. Wir schreiben dabei x + y fiir +(x, y) und x - y fiir -(x, y).

(al) Die Addition ist assoziativ: (x+y) +z = x+ (y + z) fiir alle x,y,z € K.

(a2) 0 ist ein neutrales Element beziiglich +: x + 0 = x fiir alle x € K.

(a3) Jedes Element x € K besitzt ein Inverses —x € K beziiglich +: x + (—x) = 0.
(a4) Die Addition ist kommutativ: x +y =y + x fiir alle x,y € K.

(m1) Die Multiplikation ist assoziativ: (x-y)-z = x-(y-z) firalle x,y,z € K.

(m2) 1 ist ein neutrales Element von K \ {0} beziiglich -: x-1 = x fiir alle x € K \ {0}.

(m3) Jedes x € K \ {0} besitzt ein Inverses beziiglich -: x-x! = 1.
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(m4) Die Multiplikation ist kommutativ: x-y =y - x fiir alle x,y € K.
(d) Es gilt das Distributivgesetz: x- (y+2) = (x-y) + (x- 2) fir alle x,y,z € K.

2.1.2 Bemerkung (*). Elementarer als der Begrift des Korpers ist jener der Gruppe. Eine
nichtleere Menge G versehen mit einer Verkniipfung * : G X G — G heiit Gruppe (man
fasst das in dem Paar (G, %) zusammen), falls es ein ausgezeichnetes Element e € G gibt,
sodass

(gl) = assoziativ ist: (x xy) %z = x * (y x z) fur alle x,y € G;

(g2) e das neutrale Element ist; x * ¢ = e * x = x fiir alle x € G;

1 1

(g3) esfirallexe Geinx' € Ggibtmitx ' xx = xxx7! =e.

Eine Gruppe (G, *) heillt abelsch oder auch kommutativ, wenn zusitzlich
(g4) x+xy=y=*xfiralle x,y € G.

Mit diesen Begriffen ldsst sich ein Korper K kiirzer beschreiben. In der Tat ist eine
nichtleere Menge K versehen mit Verkniipfungen + und - genau dann ein Korper, wenn
(K, +) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element O ist, wenn (K \ {0}, -) auch eine
abelsche Gruppe ist, und wenn das Distributivgesetz fiir + und - gilt.

2.1.3 Bemerkung. Die jeweiligen neutralen Elemente 0 bzw. 1 sind eindeutig bestimmt'.
Wiire nimlich etwa 0 ein weiters neutrales Element beziiglich +, so folgte aus (a2) und
(ad), dass

0=0+0=0.
Dasselbe gilt fiir die Inversen —a und a™!. Wiire etwa & ein weiteres additiv Inverses zu a,
also a + a = 0, so folgte

a=a+@a+(-a)=@+a)+(—a) =0+ (-a) = —a.
=0 =0

Somit ist x — —x eine — wie aus unten stehenden Rechenregeln folgt — bijektive Funktion
von K auf sich selbst und x — x~! eine bijektive Funktion von K \ {0} auf sich selbst.

2.1.4 Beispiel. Man betrachte die Menge K = {0, h}. Die Verkniipfungen + und - seien
gemal folgender Verkniipfungstafeln definiert:
+ M
0 M
0

S5 ==

0
010
M | h NN

! Die ausgezeichneten Elemente O und 1 sind zuniichst von den gleich bezeichneten, bekannten ganzen
Zahlen zu unterscheiden. Sie haben lediglich dhnliche Eigenschaften. Um zu betonen, dass es sich um das
additiv bzw. multiplikativ neutrale Element von K handelt, schreibt man auch Og bzw. 1.
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Man erkennt unschwer, dass die Axiome (al) — (a4), (m1) — (m4) und (d) fiir einen K&rper
erfiillt sind, wobei (| des neutrale 0 Element beziiglich + und rh des neutrale Element 1
beziiglich - ist. Es sei noch bemerkt, dass jeder Korper mindestens zwei Elemente hat, und
somit der hier vorgestellte Korper kleinstmoglich ist.

Wir werden xy fiir x - y und, falls y # 0, fiir xy™' oft f schreiben. Um Klammern zu

sparen, wollen wir auch iibereinkommen, dass Punkt- vor Strichrechnung kommt, also zB.
xy + xz = (xy) + (xz). SchlieBlich werden wir fiir x + (—y) bzw. (—x) + y auch x — y bzw.
—x + y schreiben.

2.1.5 Lemma. Fiir einen Korper (K, +, -) gelten folgende Rechenregeln.

(i) Die Inverse von der Inversen ist die Zahl selbst:
—(=x) = x fiir x € K und (x"')™' = x fiir x € K \ {0}.

(@) —(x+y) =(-x)+ (-y) fiir x,y € K.

(i) x-0 = 0, aus x,y # 0 folgt x -y # 0, (xy)™! = x7'y7!, sowie (-x)™' = —(x7").
Insbesondere gilt (—1)(—1) = 1.

(v) x(=y) = =xy, (=x)(=y) = xy, x(y —2) = xy — xz.
) 85 = g

Beweis. Exemplarisch wollen wir x - 0 = 0 und —(x + y) = (—x) + (—y) nachweisen.
Wegen (a2) gilt 0 + 0 = 0 und mit (d) damit auch x-0 = x- (0+0) = x- 0+ x - 0. Addieren
wir das nach (a3) existierende additiv Inverse von x - 0, so folgt mit Hilfe von (al), dass

0=x-04+(-x-0)=x-04+x-04+(-x-0)=x-0+(x-0+(—x-0)=x-0+0=x-0
Wegen dem Kommutativgesetz und Assoziativgesetz gilt

(x+y) + (=0 + (=) = (x + ) + (=) + (=) = (v + ) + (=) + (=)
=0 +@+E0))+E=((+0+ (=) =y+(-y) =0.

Also ist (—x) + (—y) eine additiv Inverse von x +y. Wegen Bemerkung 2.1.3 ist diese additiv
Inverse aber eindeutig. Also (—x) + (=y) = —(x + ). M

SchlieBlich wollen wir noch einige Schreibweisen festlegen. Sind A und B Teilmenge
unseres Korpers K, so setzen wir

—A:={-a:a€A} sowie A+B:={a+b:acA, be B}.

Insbesondere ist —A das Bild von A unter der Abbildung — : K — K und A + B das Bild
von A X B (C K X K) unter der Abbildung + : K X K — K. Entsprechend seien Al A-B,
etc. definiert.
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2.2 Ordnungsstruktur der reellen Zahlen

Eine weitere wichtige Eigenschaft der reellen Zahlen ist die, dass man je zwei Zahlen
x und y der GroBe nach vergleichen kann. Dabei ist bekannterweise x < y genau dann,
wenn y — x eine positive reelle Zahl ist. Um diesen Sachverhalt mathematisch zu fassen,
definieren wir

2.2.1 Definition. Sei (K, +, -) ein Korper und sei P C K. Dann heifit K (streng genommen
(K, +, -, P)) ein angeordneter Korper, wenn

(pl) K = PU{0}U (—P), wobei P, —P disjunkt sind, also P N (—P) = 0, und beide 0 nicht
enthalten?;

P2) x,yeP=>x+yeP;
P3) x,ye P=>xyecP.
Die Menge P heillt die Menge der positiven Zahlen. Fiir x,y € K sagen wir, dass
— x kleiner als y ist, in Zeichen x <y, wenny — x € P;
—e x grofer als y ist, in Zeichen x >y, wenn x —y € P;
— x kleiner oder gleich y ist, in Zeichen x <y, wenn x < y oder x = y;
—e x groBer oder gleich y ist, in Zeichen x > y, wenn x > y oder x = y.

2.2.2 Bemerkung. Man beachte, dass man < und < sowie > und > als Teilmengen von
K X K betrachten kann, indem man etwa < als die Menge aller Paar (x,y) € K X K, fiir die
y — x € PU {0} gilt, ansieht. Also sind <, <, >, > allesamt Relationen auf K.

2.2.3 Lemma. In einem angeordneten Korper K gelten fiir beliebige a,b, x,y,z € K
folgende Regeln:

(i) Reflexivitdt: x < x.

(ii) Antisymmetrie: (x < yAy<x) = x=).
(iif) Transitivitdt: W <yAy<z)=>x<z
(iv) Totalitidt: x <yVy < x.

V) x<yAa<b)y=>x+a<y+b
i) x<y=-x2=-y

il) 2>0Ax<y)=>xz<yzund (z<0AXx<Yy) = x72>Yyz

2 Um bei einer Vereinigung von Mengen zum Ausdruck zu bringen, dass paarweise disjunkte Mengen
vereinigt werden, macht man oft einen Punkt iiber das Vereinigungszeichen; zB. K = PU{0}U(-P).
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(viii) x # 0 = x> > 0. Insbesondere: 1 > 0.

1

(ix) x>0=>x'>0undx<0=x"'<0.

(x) 0<x§y:>(§s1s§/\x‘12y‘1).

(xi) O<x<yAO<a<b)= xa<yb.

(xii) x<y:>x<%<y,wobei2::1+1.

Beweis. Wir beweisen exemplarisch (ii), (iii), (v), (viii) und (xii):

(i) (x <y Ay < x)ist per Definitionem dasselbe, wiey —x € PU{0} A x—y € PU{0}.
Alsoy — x € (P U {0}) N (=P U {0}) = {0}, und damit x = y.

(i) (x < yAy<z) & (—xePU{0JAz—ye PU{O). Aus (p2) folgt 7 — x =
(z—=y)+(—x)e PU{0},also x < z.

(v) (x<yAa<b)bedeutety—x,b—a e PU{0}. Aus (p2) folgt dann (y+b) — (x+a) =
(y-x)+(b-a)ePU{0};alsox+a<y+b.

(viii) Aus x # 0 folgt x € P U —P. Ist x € P, so folgt wegen (p3), dass x> = xx € P
und damit x> > 0. Ist x € —P, so folgt —x € P und wieder wegen (p3), dass
x? = xx = (—x)(-x) € P.

(xii) Aus x < y und (v) folgt x + x < x +y < y + y, wobei weder links noch rechts
ein Gleichheitszeichen stehen kann, da sonst durch Addieren von —x bzw. —y die
Gleichung x = y folgen wiirde; also x + x < x +y < y + y. Nun ist wegen des
Distributivgesetzes x + x = x(1 + 1) und y + y = y(1 + 1). Da wegen (p2), 1 + 1 € P,

x+y

folgt aus (vii), dass x < == < y.

2.2.4 Definition. Eine Menge M versehen mit einer Relation R, also R € M X M, heif3it
Halbordnung auf M, falls R®

—e R reflexiv ist: xRx fiir alle x € M,
—e R antisymmetrisch ist: aus xRy, yRz folgt x = y;
— R transitiv ist: aus xRy, yRz folgt xRz.

Eine Relation R heilt fotal, wenn fiir je zwei x,y € M immer xRy oder yRx.
Totale Halbordnungen nennt man Totalordnung.

Die Eigenschaften (i) — (iii) und (iv) besagen also, dass < eine Totalordnung ist. Wie jede
Totalordnung kann man somit jeden angeordneten Korper als Gerade veranschaulichen,
wobei eine Zahl x genau dann links von einer anderen Zahl y liegt, wenn sie kleiner ist:

3 xRy ist eine andere Schreibweise fiir (x, y) € R.
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Abbildung 2.1: Zahlengerade

2.2.5 Definition. Sei K eine Menge und < eine Totalordnung darauf.

—e Sind x,y € K, so sei max(x,y) das Maximum von x und y. Also max(x,y) = x, falls

x >y, und max(x,y) = y falls y > x. Entsprechend definiert man das Minimum
min(x, y) zweier Zahlen.

Ist A € K, und gibt es ein ay € A, sodass a < ag (ayp < a) fiir alle a € A, so nennt
man ay das Maximum (Minimum) von A, und schreibt ¢y = max A (ap = min A).
Zum Maximum (Minimum) sagt man auch groftes (kleinstes) Element.

Ist A C K, so heiit A nach oben beschrdnkt, falls es ein x € K gibt, sodass A < x,
sodass also a < x fiir alle a € A. Jedes x € K mit A < x heil}t dabei obere Schranke
von A. Entsprechend heif3t eine Teilmenge A nach unten beschriinkt, wenn es eine
untere Schranke in K hat, wenn also x < A fiir ein x € K. Eine nach oben und nach
unten beschrinkte Teilmenge heillt beschrdnkt.

Sei A C K eine nach oben (unten) beschrinkte Teilmenge. Hat nun die Menge
{xe K:A<x} ({xe K:x < A}) aller oberen (unteren) Schranken von A ein
Minimum (Maximum), so hei3t dieses Supremum (Infimum) von A und wird mit
sup A (inf A) bezeichnet.

Die Tatsache, dass eine Menge A C K nicht nach oben (nicht unten) beschrinkt ist,
wollen wir mit der formalen Gleichheit supA = +co (inf A = —00) zum Ausdruck
bringen.

obere Schranken von M
|

1
M sup M

Abbildung 2.2: Supremum der Menge M

2.2.6 Bemerkung. Man sieht leicht, dass jedes Maximum (Minimum) einer Teilmenge
auch Supremum (Infimum) dieser Teilmenge ist. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.
Es kann auch vorkommen, dass eine beschrinkte Teilmenge von K weder ein Supremum,
noch ein Infimum hat.
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2.2.7 Bemerkung. Wenn das Supremum einer Teilmenge A existiert, so gilt gemil der
Definition A < sup A, und supA < x fiir alle oberen Schranken x von A. Ist umgekehrt
y € KmitA < yundy < x fiir alle oberen Schranken x von A, so folgt aus A <y, dass y
eine obere Schranke von A ist, und aus der zweiten Voraussetzung, dass y das Minimum
der oberen Schranken von A ist. Also gilt y = sup A. Entsprechendes ldsst sich iiber das
Infimum sagen.

2.2.8 Lemma. Ist A C B C K, so gilt
(D) {xeK:A<x}D2{xeK:B<x}und {(xeK:x<A}D2{xeK:x<B}

(if) Haben A und B ein Maximum (Minimum), so folgt max A < max B
(minA > min B).

(iii) Haben A und B ein Supremum (Infimum), so folgt sup A < sup B (inf A > inf B).
Beweis.

(i) te{x e K: B < x}bedingt b < ¢ fiir alle b € B. Wegen A C B gilt auch a < ¢ fiir
allea € A, und daher € {x € K : A < x}. Die zweite Mengeninklusion beweist man
genauso.

(if) Das Maximum von B erfiillt definitionsgemal} max B > b fiir alle b € B, und damit
insbesondere max B > q fiir alle a € A. Wegen maxA € A folgt insbesondere
max B > max A. Analog zeigt man min A > min B.

(iii) Definitionsgemal gilt supA = min{x € K : A < x}, supB = min{x € K : B < x}.
Nach (i) ist{x € K: B< x} C {x € K : A < x}, und infolge

supA=min{x€ K: A< x}<min{x€ K:B<x}=supB. a
Ist K ein angeordneter Korper, so gelten fiir die oben eingefiihrten Begriffe einfach nach-
zupriifende Rechenregeln:

(i) Offenbar gilt x < A genau dann, wenn —x > —A. Also ist A C K genau dann nach
oben (unten) beschrinkt, wenn —A nach unten (oben) beschrinkt ist.

(if) min(—A) = —max A, max(—A) = —minA,
(iii) inf(—A) = —sup(A), sup(-A) = —inf(A).

Diese Gleichheiten gelten in dem Sinn, dass die linke Seite des Gleichheitszeichen genau
dann existiert, wenn die rechte existiert.

2.2.9 Beispiel. Seien a,b € K. Dann definiert man die Intervalle

(a,b) ={xeK:a<x<b}, (a,b] . ={xeK:a<x<b},
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und entsprechend
[a,b] ={xeK:a<x<b}, [a,b):={xeK:a<x<b}.
AuBerdem setzt man (+oo0, —oo sind hier nur formale Ausdriicke)
(=c0,b) :={xeK:x<b}, (—oo,b] :={xeK:x<b},

(a,+0) ={xeK:a<x}, [a,+0) ={xeK:a<x}.

Ist a < b, so sind die Mengen (a, b), [a, b], (a, +o0) z.B. nach unten beschriankt. Nach
oben beschrinkt sind dagegen nur die ersten beiden. Die Mengen (a, b), (a, b] haben das
Supremum b, aber nur fiir die Menge (a, b] ist b ein Maximum. Um etwa einzusehen, dass
b = sup(a, b), argumentiert man folgendermaf3en:

Zunichst ist wegen der Definition von Intervallen x < b fiir alle x € (a, b), also (a,b) < b.
Angenommen es géibe eine obere Schranke y von (a,b) mit y < b. Im Falle y < a wére

y<a< % < b (vgl. Lemma 2.2.3, (xii)), womit aber y keine obere Schranke sein kann,

da % € (a,b). ImFallea < ywirea <y < Y2 < b, womit wiederum y keine obere

2
y+b

Schranke sein kann, da =~ € (a, b). Also ist b tatsdchlich die kleinste obere Schranke von

(a,b), sup(a,b) = b.

2.2.10 Beispiel. Dem Begriff der rationalen Zahlen vorgreifend seien K die rationalen
Zahlen und sei
M={xeK:x*"<2}.

Dann hat diese Menge weder Maximum noch Supremum, obwohl sie nach oben beschrinkt
ist. Siehe dazu Satz 2.9.5.

Wir wollen noch zwei elementare Funktionen auf einem angeordneten Korper betrachten.

2.2.11 Definition. Sei (K, +, -, P) ein angeordneter Korper. Die Signumfunktion sgn sei
jene Funktion von K nach K, sodass fiir x € K

1, falls xe P,
sgn(x) =4 0, falls x=0,
-1, falls xe —P.

Die Betragsfunktion |.| : K — K ist definiert durch
M:{x, falls x € PU {0},
—x, falls xe -P.
2.2.12 Lemma. Fiir x,y € K gilt:
(0) |x] = sgn(x)x.

(i) oyl =[xl |yl.
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X+y+x—y| x+y—|x—yl
5 .

(iif) max(x,y) = 5

, min(x,y) =
(iv) |x+yl < x| + |yl.
W) |x+y1 > |lxl = yl|

Beweis. (i) und (ii) bzw. (iii) folgen ganz leicht, wenn man die Félle x > 0,x = 0,x <0
bzw. x < y und x > y unterscheidet. Wir zeigen (iv) und (v):

Die (iv) ist klar, falls eine der Zahlen x oder y Null ist. Sonst unterscheiden wir folgende
zwei Fille:

s sgn(x) = sgn(y) # 0 = |x + y| = [sgn(x)(|x] + [yD] = [x] + [yl
> sgn(x) = —sgn(y) # 0 = [x + y| = [sgn(x)(|x| = [yDI = llx] = [yll < x| + [yl
Letztere Ungleichung gilt wegen
x| = [yl < x|+ |yl und — (Ix[ = IyD) = [y| = [x] < |x[ + [y].

Aus (iv) folgt x| = [(x+y) +(=y)| < |x+y|+ [y| und damit |x| —|y| < |x + y|. Vertauschen der
Variablen ergibt [y| — |x| < |x + y|. Aus diesen beiden Ungleichungen erhalten wir (v). O

(iv) nennt man auch Dreiecksungleichung und (v) Dreiecksungleichung nach unten fiir |.|.

2.3 Die natiirlichen Zahlen

Ob es die oben diskutierten angeordneten Korper iiberhaupt gibt, davon haben wir uns
bisher nicht tiberzeugen konnen. Um solche Objekte zu konstruieren, wenden wir uns
zunichst den natiirlichen Zahlen zu.

Die natiirlichen Zahlen sind uns als Objekt des Alltages wohlvertraut, aber ihre Existenz
als mathematisches Objekt ist keine Trivialitdt. Trotzdem wollen wir diese voraussetzen.
In der Tat folgt sie aus den Axiomen der Mengenlehre.

2.3.1 Definition. Die natiirlichen Zahlen sind eine Menge N, in der ein Element 1 € N
ausgezeichnet ist,* und auf der eine sogenannte Nachfolgerabbildung ' : N — N definiert
ist, sodass gilt:

(S1) 7 ist injektiv.
(S2) Es gibtkeinn € Nmitn' = 1.
(S3) IstMCN,1e Mundm’ € M fiirallem € M, soist M = N,

Fiir n” wollen wir auch n + 1 schreiben.

* Die Bezeichnung 1 hat zumindest zum gegenwiirtigen Zeitpunkt nichts mit der gleichlautenden
Bezeichnung fiir das multiplikative neutrale Element in einem Korper zu tun.
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2.3.2 Bemerkung. Wir wollen anmerken, dass wir zunédchst weder die Abbildungen +, -,
die N x N nach N abbilden, noch die Moglichkeit zwei natiirliche Zahlen der Grofe nach
zu ordnen, zur Verfiigung haben. Obige Festlegung, dass n’ = n + 1, ist nur symbolisch zu
verstehen.

Ehe wir uns an die Definition von Addition und Multiplikation machen, wollen wir uns die
Moglichkeit schaffen, Ausdriicke, wie nx, x", >};_, c(k) fiir n € N zu definieren, wenn z.B.
x und c(k) fiir k € N Elemente eines Korpers sind. Alle diese Ausdriicke haben gemein,
dass sie Funktionen n — ¢(n) auf N sind, wobei ¢(1) bekannt ist und wobei ¢(n’) bekannt
ist, wenn ¢(n) es ist. Im Falle von n — x" ist etwa x' = x und ¥ = x" - x. Um einzusehen,
warum solche Funktionen eindeutig definiert sind, zeigen wir den

2.3.3 Satz (Rekursionssatz). Sei A eine Menge, a € A, g : A — A (Rekursionsfunktion).
Dann existiert genau eine Abbildung ¢ : N — A mit ¢(1) = a und ¢(n’) = g(p(n)).

Beweis. Betrachte alle Teilmengen H € N X A mit den Eigenschaften
(a) 1,a)e H
(b) Ist (n,b) € H, so gilt auch (n’, g(b)) € H.

Solche Teilmengen existieren, da z.B. N X A die Eigenschaften (a) und () hat. Sei D der
Durchschnitt aller solchen Teilmengen:

D:= ﬂ H
H erfiillt (@) und (b)

Da (1, a) € H fiir alle H, die (a) und (b) erfiillen, ist auch (1,a) € D. Ist (n,b) € D, so gilt
(n,b) € H fiir alle (a) und (b) erfiillenden H. Nach (b) folgt (n’, g(b)) € H fiir alle solchen
H, und somit (n’, g(b)) € D. Also hat D auch die Eigenschaften (a) und (), und ist damit
die kleinste Teilmenge mit diesen Eigenschaften.

Wir behaupten, dass D eine Funktion von N nach A ist, also, dass es zu jedem n € N genau
ein b € A gibt, sodass (1, b) € D; vgl. Definition 1.2.1. Dazu reicht es zu zeigen, dass’

M={neN:AbeA,nb) e D)

mit NN iibereinstimmt. Wir priifen das mit Hilfe von (S 3) nach.

Zunichst ist 1 € M, da einerseits (1, a) € D. Gibe es andererseits ein weiteres ¢ € A, ¢ # a
mit (1,¢) € D, so betrachte D \ {(1, ¢)}. Klarerweise hat D \ {(1, ¢)} die Eigenschaft (a).
Wegen (S 2) bleibt auch die Eigenschaft (b) erhalten. Das ist ein Widerspruch dazu, dass D
kleinstmoglich ist.

Nun zeigen wir, dass mit n auch n’ in M liegt. Fiir n € M gibt es genau ein b € A mit
(n,b) € D. Also ist auch (n’, g(b)) € D. Wire noch (#’, ¢) € D mit ¢ # g(b), so kann man
wieder D \ {(n’, ¢)} betrachten. Weil n’ # 1, erfiillt D \ {(n’, ¢)} Eigenschaft (a).

3 3! steht fiir: Es gibt genau ein
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Aus (k,d) € D\ {(n’,c)} € D folgt (k’, g(d)) € D. Ist k # n, so folgt wegen (S 1) daher
auch (K, g(d)) # (n’, c). Ist n = k, so muss wegen n € M die Gleichheit d = b gelten. Es
folgt (k', g(d)) = (n’, g(b)) # (n’, c). In jedem Fall gilt also (k’, g(d)) € D\ {(n’, ¢)}, und
D\ {(n’, ¢)} erfiillt auch (b). Das ist wieder ein Widerspruch dazu, dass D kleinstmoglich
ist.

Aus (S3) folgt M = N. Nach Definition 1.2.1 kann man also D auffassen als Abbildung
¢ : N — A. Die Eigenschaft (a) bedeutet ¢(1) = a, und (b) besagt ¢p(n’) = g(¢d(n)).

Wire ¢ eine weitere Funktion mit ¢(1) = a und mit ¢(n’) = g(¢(n)), und betrachtet man
 als Teilmenge D von N x A, so erfiillt D Eigenschaften (a), (b). Weil wir schon wissen,
dass D die kleinste solche Menge ist, folgt D C D. Da aber beide Funktionen sind, muss
D = Dbzw. ¢ = ¢. d

2.3.4 Beispiel. Satz 2.3.3 rechtfertigt rekursive Definitionen:

(i) Zum Beispiel die Funktion n — x", wobei x in einem Korper K liegt. Dafiir nehmen
wirA=K,a=xundg: K — K, y— yx. Nach Satz 2.3.3 ist dann x” fiir alle n € N
eindeutig definiert.

(if) Genauso kann man »n — nx definieren.

(7ii) Um n - [];_, c(k) zu definieren, wenn ¢ : N — K ist, wenden wir Satz 2.3.3 mit
A=NxK,a=(,c(1)undg : NXK - NxK, (n,x) —» (n',x-c(n’)) an, und
definieren [];_, c(k) als die zweite Komponente von ¢(n).

.....

definieren.

Fiir )} c(k) schreiben wir auch c(1) + - - - + ¢(n). Entsprechend setzen wir
k=1

n

c(l)y----- c(n) = l_[ c(k) und max(c(1),...,c(n)) = kg}ax c(k).

n

k=1 T

Als weitere Anwendung des Rekursionssatzes erhalten wir, dass die natiirlichen Zahlen im
Wesentlichen eindeutig sind.

2.3.5 Korollar. Seien N und N Mengen mit ausgezeichneten Elementen 1 € N und 1 € N
und Abbildungen’ : N — N, ~: N — N, sodass fiir beide die Axiome (S1), (S2) und (S3)
gelten. Dann gibt es eine eindeutige bijektive Abbildung ¢ : N — N mit (1) = 1 und
o) = g(n'), n € N,

Beweis. Wendet man den Rekursionssatz an auf A = N, a =Lund g =7, so folgt, dass
genau eine Abbildung ¢ : N — N existiert mit (1) = 1 und @(n) = p(n’), n € N. Durch
Vertauschung der Rollen von N und N erhilt man eine Abbildung ¢ : N — N mit y(1) = 1
und Y(x)’ = Y(%), x e N.

Betrachte die Abbildung @ = o ¢ : N — N. Es gilt &(1) = 1 und

D(ny = (Wp(m)) = lpm) = (b o @)(n') .
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Die identische Abbildung idy hat dieselben Eigenschaften, also folgt nach der Eindeu-
tigkeitsaussage des Rekursionssatzes @ = idy. Analog zeigt man ¢ o ¢ = idy, also ist ¢
bijektiv und es gilt ™' = . d

Wenn wir uns den Beweis des Rekursionssatzes nochmals anschauen, so haben wir gezeigt,
dass D eine Funktion auf N ist, es also zu jedem n € N genau ein b € A gibt mit (n,b) € D,
indem wir die Menge M aller in diesem Sinne ,,guten* n € N hernehmen und davon zeigen,
dass sie die Voraussetzungen von (S 3) erfiillen. Diese Vorgangsweise kann man auf alle
Aussagen A(n) ausdehnen, die fiir alle natiirliche Zahlen n gelten sollen. Das fiihrt zum
sogenannten

Prinzip der vollstindigen Induktion: Fiir jedes n € N sei A(n) eine Aussage iiber die
natiirliche Zahl n. Dabei gelte:

(i) Induktionsanfang: Die Aussage A(1) ist wahr.

(i) Induktionsschritt: Fiir jedes n € N ist wahr, dass aus der Giiltigkeit von A(n) die
Giiltigkeit von A(n’) folgt.

Dann ist die Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahl n richtig.

Um das einzusehen, betrachte man die Menge M aller n € N, fiir die A(n) richtig ist. st
nun A(1) richtig, so ist 1 € M, und aus A(n) = A(n’) sehen wir, dass mit m € M auch
m’ € M. Nach Axiom (S 3) ist M = N. Also ist A(n) fiir jede natiirliche Zahl » richtig.

2.3.6 Beispiel. Als erstes Beispiel fiir die Anwendung der Methode der vollstandigen
Induktion, wollen wir zeigen, dass fiir einen angeordneter Korper (K, +,-, Py und y € K
mity > 0, also y € P U {0}, immer ny > O fiir alle n € N gilt. Die zu beweisende Aussage
A(n) ist also

ny >0 firalle neN.

Induktionsanfang: A(1), daher 1y = y > 0, gilt voraussetzungsgema0.
Induktionsschritt: Gilt A(n), daher ny > 0, so folgtn’y =y + ny > 0, da ja

(PU{OH+ (P U0} CPU{O}.
Also gilt A(n"), wenn wir A(n) voraussetzen.

Als weitere Anwendung der Beweismethode der vollstéindigen Induktion bringen wir die
spiter verwendete Bernoullische Ungleichung.

2.3.7 Lemma. Ist (K, +, -, P) ein angeordneter Korper, und bezeichnen wir das multiplika-
tive neutrale Element mit 1k, so folgt fiir x € K, x > —1g, und n € N, dass

(g +x)" > 1g + nx.
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Beweis. Induktionsanfang: Ist n = 1, so besagt die Bernoullische Ungleichung (15 + x)" =
1x + x > 1g + x, was offenbar stimmt.

Induktionsschritt: Angenommen die Bernoullische Ungleichung sei nun fiir n € N richtig.
Dann folgt wegen 1x + x > 0, dass

g+ )" =g +20)"Ug+0) = Ug +n0)(1g+x) = lg + W)x +nx> > g +n'x.
Q

2.3.8 Beispiel. Eine andere unmittelbare Anwendung des Beweisprinzips der vollstindigen
Induktion ist die Verifikation der offensichtlich fiir Ausdriicke wie }};_, c(k) geltenden
Rechenregeln, etwa des Distributivgesetzes

n

a Z ety = > (ac(k)).

k=1 k=1

Induktionsanfang: Ist n = 1, so gilt a Z,izl c(k) = ac(l) = Z,{zl(ac(k)).
Induktionsschritt: Angenommen die Rechenregel gilt fiir n, so rechnen wir:

a Z (k) = a((z c(k)] +c(n)) = a (Z c(k)] + ac(n’)

k=1 k=1 k=1
= > (acth) + acn’) = Y (ac(k)).
k=1 k=1

Entsprechend zeigt man auch andere Rechenregeln fiir solche induktiv definierten Aus-
driicke.

Wir kommen nun zur Diskussion der algebraischen Operationen Addition und Multipli-
kation, sowie der Ordnungsrelation auf N. Thre Existenz und ihre Eigenschaften miissen
wir nun mit mathematischer Strenge aus den Axiomen (S 1), (S2), (S 3) mittels logischer
Schliisse herleiten. Hauptinstrument dabei wird wieder der Rekursionssatz Satz 2.3.3 sein.

2.3.9 Definition. Wir definieren fiir jedes m € N Abbildungen +,, : N - Nund -, : N —
N rekursiv durch

+m(1) :=m’ und +m (I’l,) = (+m(n)), 5
m(l) :=m und ‘m (I’l/) = +m('m(n)) .
Weiters definieren wir Relationen < und < auf N durch

n<m :o (AteN: +(n)=m),

n<m : (n=m)oder (n <m).
Sind m, n € N, so schreibt man
+u(n) =2m+n, -,(n) =:m-n,

und spricht von der Addition bzw. Multiplikation auf N.
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2.3.10 Satz.

~» Fiir jedes m € N sind die Abbildungen +,, und -, injektiv, wobei +,,(n) # m fiir alle
n € N.

~» Die Addition im Bereich N der natiirlichen Zahlen erfiillt die Gesetze

—e Fiiralle a,b,c € N gilt (a + b) + ¢ = a + (b + ¢). (Assoziativitiit)

—e Fiiralle a,b € N gilt a + b = b + a. (Kommutativitit)
sowie die Kiirzungsregel
—e Sindn,m,k € N und gilt k + m = k + n, so folgt m = n.

~» Die Multiplikation ist ebenfalls assoziativ, kommutativ und erfiillt die Kiirzungsregel,
also folgt aus k - m = k - n, dass m = n. Zusdtzlich gilt noch

—e Fiirjedesa € Nista-1=1-a = a. (Existenz des neutralen Elementes)
~> Die Addition hdngt mit der Multiplikation zusammen iiber das Distributivgesetz
—e Fiira,b,c e N gilt stets (b +c)-a=(b-a)+ (c-a).

~» Die Relation < ist eine Totalordnung mit 1 als kleinstes Element, und aus m < n
folgt m # n. Zudem gelten folgende Vertriiglichkeiten mit den Operationen Plus und
Mal:

—e Sind a,b,c e Nund gilta < b (a <b), sofolgta+c<b+c (a+c<b+c)
—e Sind a,b,c e Nund gilta<b (a<b), sofolgta-c<b-c (a-c<b-c).

Weiters gilt

— Sindn,m,l e Nmitn+l<m+![ (n+l<m+1)odern-l<m-l (n-1<m-1I),
so folgtn < m (n < m).

—e Sindn,m € N, n < m, so gibt es ein eindeutiges t € N, sodass m = n + t. Wir
setzen in diesem Falle
m-n:=t. 2.1)

—e Sindm,n,teN, t<n<m,sofolgtn—t<m-—t.

—e Sindl,m,ne N, n+m <1, so folgtn <l —mund

[-m+n)=(U-m)—n. 2.2)
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Beweis.

~» Zur Assoziativitiat von +:

Seien k,m € N fest gewihlt, wir fithren Induktion nach »n durch.
Induktionsanfang: (k + m) + 1 = +,(m) = +,(m’") =k + (m + 1).
Induktionsschritt: Nach Induktionsvoraussetzung gilt (k + m) + n = k + (m + n). Es
folgt
(k+m)+ (1) = +m(®') = +ipm(n) = ((k+m) +n) =
=(k+m+n)) =+ (m+n) =+ ((m+n))
=k+m+n),

wobei letztere Gleichheit wegen des schon gezeigten Induktionsanfangs folgt.

~» Zur Kommutativitit von +:
Wir zeigen VYm,n € N : m + n = n+ m mittels Induktion nach m.
Induktionsanfang (m = 1): Wir zeigen

VneN:1+n=n+1 2.3)

mittels Induktion nach n. Der Fall n = 1 ist klar, denn 1 + 1 = 1 + 1. Fiir den Induk-
tionsschritt n — n’ gehen wir aus von der Induktionsvoraussetzung 1 + n =n + 1.
Daraus folgt

n+l=n"=m+1)=>0+n)=1+n".

Induktionsschritt (m — m’): Wir zeigen
VMneN:m+n=n+m)—= VneN:m'+n=n+m').

Dazu fiithren wir Induktion nach n durch. Betrachte also zuerst den Fall n = 1. Nach
der bereits bewiesenen Aussage (2.3) mit vertauschten Rollen von m und n gilt
m+1=1+m.

Der Induktionsschritt # — n” hat nun als Induktionsvoraussetzung m’ + n = n + m’
und wir erhalten
m+n =m +n) =m+m) =m+m)’
=m+n)" =m+nY =@ +m) =n' +m'.

An den mit * gekennzeichneten Stellen ist die Induktionsvoraussetzung des Indukti-
onsschritts (m — m’) beniitzt worden.

~» Zur Injektivitdt von +,, und der Tatsache, dass +,,(n) # m, fiir alle n € N:
Fiir m = 1 ist +,(n) = n’. Nach (S 1) ist +; injektiv und nach ($2) gilt +,(n) # 1.

Sei nun m € N und +,, injektiv und erfiille +,,(rn) # m fiir alle n € N.
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Es folgt +,,(n) =m’ +n=m+ (n+ 1) = +,,(n’). Also ist +,, die Zusammensetzung
der injektiven Abbildungen (n — n’) und +,, und somit selbst injektiv.

Ausm+1=m" = +,,(n) = (m+ n) + 1 folgt wegen der Injektivitit von +;, dass
m =m+ n = +,(n) im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung.

Die Kiirzungsregel fiir + folgt sofort aus der Injektivitit von +;.

m < n bedeutet n = m + k mit einem k € N. Aus m = n wiirde der Widerspruch
m =m+ k = +,(k) folgen.

Esgilta-1=1-a=a,aeN:

Unmittelbar aus der Definition 2.3.9 folgta - 1 = -,(1) = a. Die zweite Gleichheit
zeigen wir mittels Induktion nach a:

Induktionsanfang (a=1):1-a=1-1=1=a.

Induktionsschritt (a — a’): Wir nehmen also 1 - a = a an und schlie3en

lL-(@)=-d)=+C1@)=+(l-a)=1+a=d".

Zur Kommutativitit von -:

Wir zeigen Vm,n € N : m-n = n-m mittels Induktion nach m.
Induktionsanfang (m = 1): Nach dem letzten Punkt gilt Vn e N:1-n=n=n-1.
Induktionsschritt (m — m’): Wir zeigen

VMneN:m-n=n-m)=>VneN:m'-n=n-m').
Dazu fithren wir Induktion nach n durch. Betrachte also zuerst den Fall n = 1. Wieder
nach dem letzten Punkt gilt (m") - 1 =m’ =1-m'.

Der Induktionsschritt » — »n’ hat nun als Induktionsvoraussetzung m’ - n = n - m’
und wir erhalten

’ ’

m-n=m'+m -n=m'+(m-m)=m+1)+(n+{»n-m)

n+D+m+m-m)=m+1)+m+(m-n)

=n+(m-n)=n"+W -m=n"-m.

An den mit * gekennzeichneten Stellen ist die Induktionsvoraussetzung des Indukti-
onsschritts (m — m’) beniitzt worden.

Zum Distributivgesetz:

Vollstindige Induktion nach a:
Induktionsanfang (a = 1): Da 1 beziiglich - ein neutrales Element ist, folgt

(b+c)-1=b+c=0B-1)+(c-1).
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Induktionsschritt:

b+ce)-(a+D=0b+c)+((b+c)-a)=bB+c)+((b-a)+(c-a)
=b+b-a)+(c+(c-a)=bB-(a+1)+(c-(a+1)).

An der mit * gekennzeichneten Stelle ist die Induktionsvoraussetzung eingegangen.

~» Zur Assoziativitidt von -:

Wir zeigen a - (b - ¢) = (a - b) - ¢ mittels Induktion nach b.

Induktionsanfang: a-(1-c)=a-c=(a-1)-c.

Induktionsschritt: Nach Induktionsvoraussetzung gilt also (a - b) - ¢ = a - (b - ¢).
Mittels Distributivgesetz folgt

(a-b+1)-c=Wa-b)y+@-1)-c={a-b)y-c)+(a-1)-¢)

=@ b-)N+@-1-c))=a-((b-c0)+(1-¢)
=a-(b+1)-0).

~» Zur Totalitdt von < und zur Tatsache 1 < n, n € N:

Wir wollen zeigen, dass je zwei n,m € N beziiglich < vergleichbar sind, was wir
mittels Induktion nach m beweisen werden.

Fiir m = 1 zeigt man leicht mittels Induktion nach n, dass immer n = 1, oder
AteN, n=1+1¢ alsoimmer 1 < n.

Gelte die Vergleichbarkeit von m mit allen n € N. Um sie fiir m’ zu zeigen, machen
wir eine Fallunterscheidung: Ist m = n, so folgtn + 1 = m’ alson < m’'.

Ausn <mfolgtm =n+tfireint € N, und daherm’ = n + (t + 1), alson < m’. Ist
n=m+1,sofolgtm’ =n.

Ist schlieBlich m < n,n # m+ 1, so gilt n = m + ¢t mitt # 1. Aus der schon
bewiesenen Vergleichbarkeit mit 1 folgt, dass 1 < ¢, und somitz =1+ s, s € N. Aus
der Assoziativitit folgt n = m’ + s, also m’ < n.

~» Die Reflexivitit von < ist klar.

~» Zur Transitivitit von < und damit von <:
Seik,meNundk <[, [ <m.lIstk =1oderl = m, so sicht man sofort, dass k < m.
ImFallk<l, [<mgibtesi,je Nmitk+i=1 [+ j=m. Esfolgtk+ G+ j)=m

und daher k < m.

~> Die Antisymmetrie von < folgt, da aus n < m und m < n im Falle m # n wegen des
vorletzten Punktes und wegen der Transitivitit von < folgt n < n, was dem vorletzten
Punkt widerspricht.
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~» Zur Vertrédglichkeit von < mit + und -:

Sein < mund k € N. Somitistn + ¢ =mmit ¢ € N, und es gilt

m+k=m+t)+k=n+(t+k)=n+k+t)=m+k)+t,
sowie

m-k=mn+t)-k=mn-k)+t-k).

Alsofolgtn+k<m+kundn-k <m-k.
Die Injektivitit von -, bzw. — was dasselbe ist — die Kiirzungsregel fiir - folgt nun aus
den gezeigten Eigenschaften von <:
Seien k, m,n € N mit m # n. Wegen der Totalitét gilt m < n oder n < m, was mit der
Vertréglichkeit von < mit - bedingt, dass k- m < k- n oder k- n < k - m und somit
k-m#k-n.
Zum Kiirzen in Ungleichungen:

Aus n + 1 < m + [ folgt definitionsgemél m + [ = (n + [) + k fiir ein k € N. GemiB
der Kiirzungsregel fiir + folgt m = n + k und somit n < m.

Seinunn -l <m-Il. Wire m < n, so folgte aus dem letzten Punkt der Widerspruch
m -1 < n-l. Wegen der Totalitit muss n < m gelten.
Zur Wohldefiniertheit von m — n:

Sei also n < m. Definitionsgemal ist m = n + ¢ fiir ein r € N. Ist nun m = n + s fiir
eine weitere Zahl s € N, so folgt aus der Kiirzungsregel fiir + und n + t = n + s, dass
s = t. Also ist m — n := t eindeutig dadurch definiert, dass n + ¢t = m.

Zur Vertraglichkeit von < mit —:

Istt <n<m,sofolgtn =t+sundm =n+Ifir s,/ € N, und weiters m = t + ([ + ).
Somitistm—t=1[+sundn—t=s,unddahern—t<m—1t.

Zu (2.2):

Die Ungleichung m + n < [ bedeutet [ = (m + n) + k fiir ein eindeutiges k € N.
Definitionsgemif ist daher k = [ — (m + n). Andererseits gilt wegenm <m +n <
auch/=m+s, s e N.

Wegen der Kiirzungsregel fiir + folgt s = n + k, und somit n < s = [ — m. Aulerdem
istk=s—-n=(U-m)—n. |

2.3.11 Bemerkung. Ist N eine Kopie von N wie in Korollar 2.3.5, und werden die Opera-
tionen + und -, sowie < auf N genauso definiert wie auf N, so sieht man leicht, dass die
nach Korollar 2.3.5 existierende Abbildung ¢ : N — N mit den Operationen und < (und
daher auch mit <) vertréglich ist:

o(n+m) = o) + pm), e(n-m) = @n) - e(m),

n<més pn) < e(m).
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Folgende Eigenschaft der natiirlichen Zahlen werden wir oft verwenden.
2.3.12 Satz. Ist) # T C N, so hat T ein Minimum.
Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an. Sei

M=neN:VmeT =>n<mj}.

Zunichst gilt 1 € M, da sonst 1 das Minimum von T wire. Istn € M,und m € T, so
folgt n < m. Daraus schlieBen wir n + 1 < m. Wire n + 1 = mj fiir ein my € T, so hitte
T das Minimum my. Wir nehmen aber an, dass es ein solches nicht gibt. Also gilt immer
n+l<m, meT,bzw.n+1 € M. Nach (§3) folgt M = N.Istm e T C N, so folgtm e M
und daher der Widerspruch m < m. d

2.3.13 Bemerkung. Diese Eigenschaft der natiirlichen Zahlen konnen wir hernehmen, um
folgende Variante des Prinzips der vollstindigen Induktion zu rechtfertigen.

— Sei A(n), n € N, eine Aussage iiber die natiirliche Zahl n, und gelte:

(i) Die Aussage A(1) ist wahr.

(i) Es gelte fiir jedes n € N, n > 1: Ist die Aussage A(m) wahr fiir alle m < n, so
ist auch A(n) wahr.

Dann ist die Aussage A(n) fiir alle n € N wahr. Denn wire die Menge der n € N, fiir

die A(n) falsch ist, nicht leer, so hitte sie ein Minimum n. Wegen (i) ist aber n > 1,
wegen (ii) ist A(n) wahr, was offensichtlich ein Widerspruch ist.

Ist eine Aussage erst ab einer gewissen Zahl ng richtig, so kann man folgende Varianten
des Prinzips der vollstindigen Induktion anzuwenden versuchen.

—e QGelte:

(i) Die Aussage A(ny) ist wahr.

(i) Ist A(n) wahr fiir ein n > ng, dann ist A(n + 1) wahr.
Dann ist die Aussage A(n) fiir alle n > ng richtig.
—e Qelte:

(i) Die Aussage A(ny) ist wahr.

(i1) Ist n > ng und ist A(m) wahr fiir alle m mit ny < m < n, dann ist A(n) wahr.

Dann ist die Aussage A(n) fiir alle n > ng richtig.



32 2 Die reellen Zahlen

2.3.14 Beispiel. Mit fast demselben Beweis wie in Lemma 2.3.7, jedoch mit einer Indukti-
on bei 2 startend, zeigt man, dass fiir x > —1x und x # 0 sowie n > 2 sogar

(g +x)">1g +nx.

Induktionsanfang: Ist n = 2, so gilt wegen x> > 0, dass (1x + x)* = 1x +2x + x> > 1x + 2x.
Induktionsschritt: Angenommen die Ungleichung ist fiir n € N richtig. Dann folgt wegen
1x + x > 0und nx? > 0, dass

g+ =g +20)"Ug+0) = Ug +n0)(1g+x) = lg + @)x +nx> > g +n'x.

Klarerweise haben unendliche Teilmengen von N kein Maximum. Aber wie intuitiv klar ist,
hat jede endliche Teilmenge einer total geordneten Menge ein Maximum und ein Minimum.
Um das exakt nachzuweisen, bendtigen wir die genaue Definition von Endlichkeit.

2.3.15 Definition. Eine nichtleere Menge M heilit endlich, wenn es ein k € N und eine
bijektive Funktion f : {n € N : n < k} — M gibt. Die Zahl k ist dann die Mdchtigkeit
von M®. Man sagt auch, dass M genau k Elemente hat. Die leere Menge nennen wir auch
endlich, und ihre Méchtigkeit sei Null.

2.3.16 Bemerkung. Man zeigt elementar durch vollstindige Induktion nach der Michtig-
keit der endlichen Menge M, dass alle ihre Teilmengen auch endlich sind.

2.3.17 Lemma. Jede endliche nichtleere Teilmenge M einer total geordneten Menge (T, <)
hat ein Minimum und ein Maximum, das wir mit min(M) bzw. mit max(M) bezeichnen.
Insbesondere gilt diese Aussage fiir endliche Teilmengen von angeordneten Korpern und
von N.

Beweis. Wir zeigen die Existenz eines Maximums von endlichen Mengen M durch voll-
stindige Induktion nach der Michtigkeit von M. Die Existenz eines Minimums von
endlichen Mengen wird analog bewiesen. Enthélt M nur ein Element m, so ist klarerweise
m das Maximum von M.

Angenommen alle M C T mit n Elementen haben ein Maximum. Hat nun M C T
genau n + 1 Elemente und ist m; € M, so hat M \ {m;} genau n Elemente und laut
Induktionsvoraussetzung ein Maximum m, € M \ {m,}. Da (T, <) eine Totalordnung ist,
gilt m; < m, oder m; > m,. Im ersten Fall ist dann m, das Maximum von M und im

zweiten ist m; das Maximum von M. Q
Eine immer wieder verwendete Tatsache ist im folgenden Lemma vermerkt.

2.3.18 Lemma. Sei M C N nicht endlich. Dann gibt es eine streng monoton wachsende
Bijektion ¢ von N auf M. Fiir eine solche gilt immer ¢(n) > n.

® Damit die Michtigkeit wohldefiniert ist, muss man noch zeigen, dass es im Fall k; # k, keine bijektive
Funktion von {n € N : n < kj}auf {n € N : n < kp} gibt, was sich durch vollstindige Induktion
bewerkstelligen ldsst.



2.4 Die ganzen Zahlen 33

Beweis. Sei g : M — M definiert durch g(s) = min{m € M : m > s}, und sei a = min M.
Man beachte, dass g(s) fiir alle s € M definiert ist, da {m € M : m > s} nach Voraussetzung
und wegen Bemerkung 2.3.16 niemals leer ist. Nach dem Rekursionssatz gibt es eine
eindeutige Abbildung ¢ : N — M mit ¢(1) = a = min M und

pn+1)=g(dn) =minime M : m > ¢(n)}.

Offensichtlich gilt ¢(n + 1) > ¢(n). Daraus folgt durch vollstindige Induktion, dass
o) > ¢(k), wenn [ > k. Also ist ¢ streng monoton wachsend und somit auch injektiv.
Durch vollstiandige Induktion schlieft man leicht von ¢(l) > ¢(k) auf ¢(n) > n fiir alle
n € N.

Wiire ein m; € M nicht im Bild von ¢, so ist klarerweise m; > min M = ¢(1). Angenommen
my > ¢(n). Dann ist m; € {m € M : m > ¢(n)} und wegen m; # ¢(n+ 1) = min{m € M :
m > ¢(n)} muss my; > ¢(n + 1). Es folgt ¢p(n) < m, fiir alle n € N, was aber ¢(m;) > m,
widerspricht. d

2.4 Die ganzen Zahlen

Im Bereich der natiirlichen Zahlen haben wir zuletzt Operationen + und - definiert. Ist
m < n, so haben wir auch n — m € N definiert. Wir wollen nun aus den natiirlichen Zahlen
die ganzen Zahlen Z konstruieren, und die Operationen + und - auf Z so fortsetzen. Die
Menge Z zu definieren, ist kein Problem.

2.4.1 Definition. Seien N; und N, zwei disjunkte Kopien der natiirlichen Zahlen, und sei
0 ein Element, das in keiner dieser Mengen enthalten ist’. Wir definieren

7 := N,U{O}UN, .

Ist ¢ : N — N eine bijektive Abbildung wie in Korollar 2.3.5, so definieren wir eine
Abbildung - : Z - Z

w(n), falls n € Ny,
-n =10, falls n =0,
¢ '(n), falls n€N,.

Schreiben wir nun N fiir Ny, so gilt
Z = —NU{0}UN.

Man erkennt unschwer, dass — eine Bijektion ist, die mit sich selber zusammengesetzt die
Identitét ergibt, also eine Involution ist.

Nun definieren wir die Operationen auf Z in der Art und Weise, wie wir sie der Anschauung
nach erwarten.

7Man kann z.B. fiir N ; einfach die Menge N X {j} hernehmen, und fiir 0 das Element (1, 3)
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2.4.2 Definition. Fiir n € N setzen wir sgn(n) := 1, sgn(—n) := —1, sgn(0) = 0 sowie
|n| :=n, | —n| :=nund|0| := 0. Weiters sei + : Z X Z — Z definiert durch®

und -

p+q, falls p,g e N,
—(pl+lql), falls —p,—geN,
p—lql, falls p,—geN, p> —¢q,
—(gl=p), falls p,—geN, p<—q,
ptq:=y-(pl-¢), falls —p,geN, -p>gq,
q—1pl. falls —p,geN, -p<q,
0, falls ¢ = —p,
D, falls g =0,
q, falls p =0,
: Z X Z — 7 durch®
Ipl-lql, falls g, p # 0, sgn(g) = sgn(p),
p-q:=y=(pl-lgh, falls g,p+0, sgn(g) = —sgn(p),
0, falls g =0oder p =0.

Sind p, g € Z, so schreibt man wie schon zuvor fiir p + (—¢g) auch p — g.

Offenbar sind + : ZXZ — Zund - : Z X Z — Z Fortsetzungen der Verkniipfungen
+ :NXN —- Nund - : NXN — N aus Definition 2.3.9. Sind p,q € N mit g < p, so
stimmt dann p + (—g) = p — g mit der Differenz p — g zweier Zahlen aus N wie in Satz
2.3.10 tiberein.

2.4.3 Satz. Fiir (Z, +,-) gelten folgende Eigenschaften:

—o

—o

Die Addition ist kommutativ und assoziativ, 0 ist ein bzgl. + neutrales Element und
—p istdas zu p € Z bzgl. + inverse Element. Also gelten (al)-(a4) von Definition
2.1.1.

Die Multiplikation ist kommutativ und assoziativ, und 1 ist ein bzgl. - neutrales
Element. Also gelten (ml),(m2),(m4) von Definition 2.1.1.

Es gilt das Distributivgesetz.

Integrititseigenschaft: Aus p # 0 A g # 0 folgt pq # 0.

Beweis. Seien p,q € Z. Zunichst folgen p+ g = g+ pund p - ¢ = ¢ - p unmittelbar aus
der Definition und eben der Tatsache, dass diese Operationen auf N kommutativ sind.

8+ und - rechts sind hier die Verkniipfungen auf N wie in Definition 2.3.9. Die Verkniipfung — von
zwei Zahlen aus N — die erste grofSer als die zweite — ist jene aus Satz 2.3.10, und das — vorne ist die oben
definierte Involution — : Z — Z.
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Ebenfalls unmittelbar aus der Definition sieht man, dass p + 0 = pund p - 1 = p. Also ist
0 ein beziiglich + und 1 ein beziiglich - neutrales Element. Genauso elementar verifiziert
man p + (=p) =0und p - g # 0, wenn p und g beide # 0.

Es bleibt die Assoziativitit und das Distributivgesetz nachzupriifen. Das ist in der Tat
mithsam und durch zahlreiche Fallunterscheidungen zu bewerkstelligen. Wir wollen daher
nur r + (g + p) = (r + q) + p im exemplarischen Fall r,g € N, —p € N betrachten:

Fiir |p| > r+ g gilt (r + @) + p = —=(|p| — (r + g)), und nach (2.2) ist dieser Ausdruck gleich
—((lpl = q) — r). Wegen |p| — g > r und |p| > ¢ folgt definitionsgemilBl —((|p| —¢q) — r) =
r+(=(pl-g)=r+{+q.

Im Falle |p| = r + g gilt einerseits (r + g) + p = 0 und andererseits wegen |p| > g und
|pl — q = r (siehe (2.1)),dassr + (g + p) =r + (—(Ip| — q)) = 0.

Sei nun |p| < r + g. Dann folgt (r + q¢) + p = (r + @) — |p| =: k € N. Also ist k jene Zahl,
sodass |p| +k=r+q.

Ist ¢ > |p|, so gilt andererseits r + (g + p) = r + (¢ — |pl), und wegen der bekannten
Rechenregeln auf N, |p| + (r + (¢ — |pl)) = r + g, also k = r + (g + p).

Wenn g = |p|, so folgt r + (¢ + p) = r,und ebenfalls |p| + r =r+¢g,d. h. k = r + (g + p).

Ist schlieBlich g < |p|, so folgt r+(g+p) = r+(=(lp|—q)). Da|p| < r+q folgt r > |p|—g, und
somit ¥ + (—(|p| — q)) = r — (|p| — g) =: [ € N. Das ist also jene Zahl, sodass (|p| —q)+[=r.
Addiert man hier ¢ und verwendet die Assoziativitit von + auf N, so folgt |p| + [ =r + ¢,
alsol = k.

2.4.4 Bemerkung (*). Ausgehend vom Begriff der Gruppe wie in Bemerkung 2.1.2 nennt
man eine nichtleere Menge R versehen mit zwei Verkniipfungen + und - einen Ring, wenn
(R, +) eine abelsche Gruppe ist, wenn fiir - das Assoziativgesetz gilt, und wenn fiir + und -
das Distributivgesetz gilt.

Ein Ring hei3t kommutativ, wenn die Verkniipfung - kommutativ ist. Ein Ring heiflt Ring
mit Einselement, wenn es ein beziiglich - neutrales Element gibt, und ein Ring heil3t
Integritdtsring bzw. Integritdtsbereich, wenn die Integritidtseigenschaft, p # 0 A g # 0
impliziert pg # 0, gilt.

Insbesondere ist (Z, +, -) ein kommutativer Integritéitsring mit Einselement.

2.4.5 Bemerkung. Aus der Integrititseigenschaft erhalten wir:
m#0,xm=ym=y=x,
denn aus xm — ym = (x — y)m = 0 folgt jax —y = 0.
Wir benétigen noch eine Totalordnung auf Z, welche < auf N erweitert.
2.4.6 Definition. Wir definieren fiir p,q € Z
g<pop-qgeN und g<p:g<pVg=p. 2.4)

Man sieht leicht ein, dass mit < eine Totalordnung auf Z definiert ist, die < auf N erweitert,
und die mit den Operationen + und - vertréiglich ist.
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2.4.7 Bemerkung. Wenn man sich an die Definition eines angeordneten Korpers in De-
finition 2.2.1 erinnert, so haben wir die Existenz einer Teilmenge P C K verlangt, die
(p1) - (p3) erfiillt. Genau diese Situation haben wir hier mit P = N, nur, dass Z kein
Korper, sondern ein Ring ist. Die von uns definierte Totalordnung < auf Z erfiillt auch alle
Eigenschaften, die fiir die entsprechende Totalordnung auf einem angeordneten Korper
gelten; vgl. Lemma 2.2.3. Ausgenommen sind nur die Eigenschaften, die sich auf die
multiplikativ Inverse beziehen.

2.4.8 Bemerkung. Die ganzen Zahlen sind eindeutig in dem Sinn, dass wenn Z neben Z
eine weitere Menge versehen mit einer Involution = : 7. — 7, mit Operationen +,~ und
einer Relation < ist, sodass Z eine Kopie N der natiirlichen Zahlen enthilt, Z geschrieben
werden kann als die disjunkte Vereinigung von —N, {0} und N, die Operationen ¥ und ~
wie in Definition 2.4.2 durch die entsprechenden Operationen auf N (siche Bemerkung
2.3.11) definiert sind, und sodass < wie in (2.4) definiert ist, es eine eindeutige Bijektion
¢ : 7 — 7 gibt mit

¢(=p) = —¢(p), p(1) = 1, p(n+ 1) = g(m)¥1, pe Z,n e N.

Um das zu zeigen, setzt man einfach die Bijektion ¢ aus Korollar 2.3.5 zu einer Bijektion ¢
von Z auf Z gemiB der Forderung ¢(—p) = —¢(p) fort. Die erhaltene Bijektion Z — Z ist
mit +, -, — und < (und daher auch mit <) vertriglich. Siehe dazu auch Bemerkung 2.3.11.

Wir haben im Abschnitt iiber die natiirlichen Zahlen fiir eine Zahl x aus einem Korper ihre
Potenzen x", n € N definiert (sieche Beispiel 2.3.4). Das wollen wir auf Z ausdehnen.

2.4.9 Definition. Sei (K, +, -) ein Korper. Fiir eine ganze Zahl p und eine Zahl x € K, x # 0
definieren wir
xP,  falls peN,
xP =31, falls p=0,
x%,, , falls pe -N.

Fiir x € K\ {0}, p, g € Z gelten die aus der Schule bekannten Rechenregeln:

1
xXPxt = xP* (xP) = xP, xP = —. (2.5)
xP
Den Beweis fiir diese Rechenregeln fithrt man mittels vollstdndige Induktion fiir p,g € N,
und dann durch Fallunterscheidung fiir den allgemeinen Fall p, g € Z.

2.4.10 Lemma. Ist (K, +, -, P) ein angeordneter Korper, so gilt fiir n € N und x,y > 0,
dass x <y genau dann, wenn x" < y". Fiir x,y > 0 ist x < y auch zu x™" > y™" dquivalent.

Beweis. Zunichst zeigt man leicht durch vollstéindige Induktion und mit Hilfe von (p3),
dass aus 0 < ¢t immer O < ¢* folgt. Ist x < y, so folgt im Falle x = 0 daher x" = 0 < y". Ist
0 < x <y, so zeigt man x" < y" durch vollstindige Induktion:
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Fir n = 1 ist x* < y" offensichtlich. Gilt x" < y", so folgt aus Lemma 2.2.3 und der
rekursiven Definition von x” (siehe Beispiel 2.3.4)

xn+1:xn_x<yn_x<yn'y:yn+l.

Ist umgekehrt x* < y", so muss x < y, da sonst y < x, und aus dem eben bewiesenem
y" < x" folgte.
Die letzte Behauptung folgt sofort aus x < y & x~' > y~! fiir alle x,y > 0. d

Also ist x — x" eine streng monoton wachsende Funktion und somit injektive Funktion
von P U {0} nach P U {0}. Wir werden spéter sehen, dass diese Funktionen in vollstindig
angeordneten Korpern auch surjektiv sind. Fiir p € Z,p < 0O ist x +— x” eine streng
monoton fallende Funktion und somit eine injektive Funktion von P nach P.

2.5 Eine alternative Konstruktion von Z*

Wir wollen in diesem Abschnitt einen alternativen Zugang zu den ganzen Zahlen vorstel-
len. Der Vorteil dieser vordergriindig aufwendigeren Methode ist, dass die Beweise der
Rechengesetze struktureller und kiirzer sind.

2.5.1 Definition. Sei ~C (N x N)? die Relation
(x,n) ~(y,m) ‘& x+m=y+n.
2.5.2 Lemma. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Die Reflexivitit und Symmetrie ist klar. Um zu zeigen, dass ~ transitiv ist, seien
(x,n) ~ (y,m) und (y,m) ~ (z,k) gegeben. Dann gilt x + m =y+nundy+ k =z+m. Es
folgt

x+hk+m=x+m+k=0+n+k=Q+k+n=C+m+n=(~+n)+m,
und wegen der Kiirzungsregel in N daher x + k = z + n; also (x, n) ~ (z, k). |
2.5.3 Definition. Wir bezeichnen mit Z die Faktormenge N x N/ .

Auf Z definieren wir algebraische Operationen + und - . Die Vorgangsweise dazu ist,
zunichst Addition und Multiplikation auf N X N zu definieren, und diese dann auf Z zu
ibertragen.
. { (NxN)> - NxN,
| ((en), (ym) o (x+y,n+m),
) (NxN)? —» NxN,
- { ((x,n),(y,m)) +— (xy+nm,xm+ny).

2.5.4 Lemma. Die Operationen + und - auf N X N sind kommutativ, assoziativ und es gilt
das Distributivgesetz.
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Beweis. Seien (x,n), (y,m) € N x N. Dann ist
(x,n) +(y,m) = (x+y,n+m)=(y+x,m+n)=(y,m)+(x,n),
(x,n) - (y,m) = (xy + nm, xm + ny) = (yx + mn,yn + mx) = (y,m) - (x,n).
Sei zusitzlich (z, k) € N x N. Dann gilt
() + O,m) + (2. k) = (x+y,n+m) + (2, k) = ((x +y) + 2, (n + m) + k)
=(x+O+2,n+m+k)=xn)+(0,m+(zk).

Die Giiltigkeit der Assoziativitit der Multiplikation sowie des Distributivgesetzes rechnet
man dhnlich, aber deutlich miithsamer, nach. a

Um diese Operationen auf Z iibertragen zu kdonnen, benotigen wir die Vertrdglichkeit mit
der Relation ~.

2.5.5 Lemma. Gilt (x,n) ~ (x, 1) und (y,m) ~ (9, m), so auch
(x,n) + (y,m) ~ (X, 7) + (3, /), (x,n) - (y,m) ~ (£, ) - (9, 7n) .
Beweis. Seien (x,n) ~ (X,7n) und (y,m) ~ (9, /) gegeben. Dann gilt
x+y+@+m=x+n)+Q+m=G&F+n+@F+m)=GE+P +n+m),

und wir sehen, dass (x, n) + (y,m) ~ (X, i) + (9, ).
Um die Aussage fiir - zu zeigen, betrachten wir zuerst (x, n) ~ (X, 71) und ein (y, m). Dann
gilt
(xy+nm)+(GEm+ny)=x+n)y+(X+nm
=X +n)y+ x+a)m=Ry+nam)+ (xm+ny),
und wir erhalten (x, n) - (y,m) ~ (X, 711) - (y, m). Wegen der Kommutativitiit von - folgt auch,

dass fiir (x, n) und (y, m) ~ (9, m) stets (x,n) - (y,m) ~ (x,n) - (9, m) gilt. Die Aussage fiir -
folgt nun aus der Transitivitit von ~ angewandt auf

(e, n) - (v,m) ~ (&, 1) - (y,m) ~ (X, 70) - (3, 70n) . Q

2.5.6 Definition. Auf Z seien zwei algebraische Operationen + und - definiert, indem
wir fiir a, b € Z Paare (x, n), (y,m) € N X N so wihlen, dass [(x,n)]. = a und [(y,m)]. = b,
und dann

a+b:=[(x,n)+Q,m)]., a-b:=[(xn) (y,m)].

setzen.

Dass die Funktionen + und - tatsdchlich wohldefiniert sind, verdanken wir gerade der
Vertriglichkeitsaussage in Lemma 2.5.5.
Im néchsten Schritt definieren wir die Relation < auf Z. Dazu sei

(x,n) < (y,m) ;& x+m<y+n, (xn),(y,m)e NXN,
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2.5.7 Lemma. Die Relation < auf N X N ist reflexiv, transitiv und total, also (x,n) < (y, m)
oder (y,m) < (x,n) fiir alle (x,n), (y,m) € N X N. Zudem gilt

(x,n) < (y,m) und (y,m) < (x,n) < (x,n) ~ (y,m). (2.6)
Auferdem folgt aus (x,n) ~ (X, 1) und (y,m) ~ (3, m), dass
(x,n) < (y,m) = (Xx,n) <@, m).

Beweis. Die Reflexivitit folgt unmittelbar aus der Definition. Sei (x,n) < (y,m) und
(y,m) < (z,k). Dann gilt x + m <y +nund y + k < z + m, und wir erhalten

x+bh+m=x+m+k<Qy+n+k=Q0+k+n<GZ+m+n=(+n)+m.

Daraus folgt nun x + k < z + n, also (x,n) < (z, k). Die Totalitét folgt aus der Tatsache,
dass < eine Totalordnung auf N ist. Da (x,n) < (y,m) und (y,m) < (x,n) mitx+m =y +n
gleichbedeutend ist, folgt (2.6). Die letzte Aussage folgt unmittelbar aus (2.6) und der
Transitivitit von < auf N x N. |

Wegen der letzte Aussage von Lemma 2.5.7, ist folgende Definition unabhéngig von den
Reprisentanten der Restklassen a bzw. b. Wir erhalten damit eine Totalordnung auf Z.

2.5.8 Definition. Seien a,b € Z, a = [(x,n)].,b = [(y,m)].. Dann schreiben wir a < b,
falls (x,n) < (y,m).

2.5.9 Satz. Die Addition und Multiplikation auf Z sind kommutativ, assoziativ und es
gilt das Distributivgesetz. Das Element 0 := [(1,1)]. bzw. 1 := [(2, 1)]. ist neutrales
Element beziiglich + bzw. -. Jedes Element besitzt ein additiv Inverses Element. Fiir - gilt
die Kiirzungsregel: Ist a,b,c € Z, c # 0, und gilta-c = b - ¢, so folgt a = b.

Die Relation < ist eine Totalordnung. Fiir alle a,b,c € Zmita < b gilt a + ¢ < b + c und,
falls ¢ 2 0, auch a - ¢ < b - c. Ungekehrt folgt aus ¢ > Qunda-c <b-c, dass a < b.

Die natiirlichen Zahlen N sind in Z injektiv eingebettet vermoge der Abbildung

N = Z,
0 x > [+ DL,

Diese Einbettung erhdlt Addition, Multiplikation und Ordnung.

Beweis. Die Giiltigkeit von Assoziativitidt, Kommutativitit sowie Distributivitét folgt
wegen Lemma 2.5.4. Fiir a = [(x,n)]. € Z gilt

a+0=[(x,m].+[(1,D]. =[x+ Ln+ D] =[(x,n)]. =a,

sowie
a-1=[x,n]. - [2,D].=[2x+n,x+2n)]. =[(x,n)]. =a,

also ist 0 neutrales Element der Addition und 1 neutrales Element der Multiplikation. Setze
a :=[(n,x)]., dann gilt

a+a=[x,n)].+[(nx)].=[(x+nn+x)].=[(1,1].=0,
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also hat a ein additives Inverses, namlich a.
Wegen Lemma 2.5.7 ist < auf Z eine Totalordnung. Seien a,b,c € Z, a = [(x,n)].,b =
[(y,m)]-, ¢ = [(z, k)].. Dann gilt

a+c<b+coe(x+zn+k)<y+zm+k)eox+z+m+k<y+z+n+k
Sx+m<y+neacshb.

Sei nun angenommen, dass a < bund ¢ > 0, also x + m < y + n und z > k. Dann

gibtest € Nmity+n = (x +m) +t. Wegen z > k folgt 1z > tk und daher auch
Oy +n)z=(x+m)z+tz > (x +m)z+ tk und schlieBlich

x+mk+@+n)z=x+mz+tk+(x+mk=x+mz+y+nk.

Also haben wir (xk + nz) + (yz+mk) > (xz+nk)+ (yk +mz), und das heif3t gerade a-c < b-c.
Sei umgekehrt @ - ¢ < b - ¢ und ¢ > 0, was gemdl obiger Rechnung (x + m)k + (y + n)z >
(x + m)z + (y + n)k und z > k bedeutet. Angenommen es wire a > b, also x +m > y + n.
Dann gibt es t € N mit (y + n) + t = x + m. Damit erhalten wir

tk+(@y+n)k+z)=tz+(y+n)z+k)

und daraus tk > tz und schlieBlich den Widerspruch k > z. Also muss a < b gelten. Die
Kiirzungsregel fiir - folgt aus der gerade bewiesenen Kiirzungsregel fiir <.

Die Injektivitit der Abbildung ¢ gilt,da (x+1,1) ~ (y+ 1, 1) gerade x +2 = y + 2 bedeutet,
und damit x = y folgt. AuBBerdem gilt

¢+ o) =[((x+ D+ + D, 1+ Dl =[((x+y)+ 1, D] = d(x +y),

¢(x) - () =[((x+ DO+ D+ Lx+ D+ @+ D)
=[(xy+x+y+1+Lx+y+1+1D].=[(xy+1,1]. = ¢(xy),
pX)<py)eox+DH+1<@y+DH+1ex<y.
Wegen der Injektivitét gilt damit auch ¢(x) < ¢(y) © x < y. a

Folgendes Resultat liefert insbesondere, dass die hier konstruierten ganzen Zahlen eine
Kopie der eingangs konstruierten ganzen Zahlen sind.

2.5.10 Proposition. Versteht man die natiirlichen Zahlen via ¢ eingebettet in Z wie in Satz
2.5.9, so gilt’
Z = —NU{0}UN,

wobei
peENep>0 und pe-Ne p<0.

° Der Punkt bedeutet wieder die Vereinigung paarweise disjunkter Mengen.
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Definieren wir sgn(x) = 0, wenn x = 0, sgn(x) = 1, wenn x € N, und sgn(x) = —1, wenn
x € =N, und setzen |p| = sgn(p)p, so gilt fiir p,q € Z

P+q, falls p,qg €N,
=(pl+1lql), falls —p,—q€N,
p—laql, falls p,—qg €N, p>—q,

—(gl—p), falls p,—q€N, p<—q,
p+q: —(Ipl—q), falls —p,qu, _p>Q’

q-1pl, falls —p,qeN, -p <gq,
0, falls g =—-p,
D, falls g =0,
q, falls p=0,
und
Ipl-lql, Jalls q,p # 0, sgn(q) = sgn(p),
p-q=1-(pl-lgh, falls q,p #0, sgn(q) = —sgn(p),
0, falls g =0 oder p =0,
sowie

p<qeq-peN und p<qe(p=qVp<q.

Beweis. Ist[(x,n)]. € Z, [(x,n)]. >0=[(1,1)].,sogilt x+1 > n+1. Damitist x—n € N,
und wegen (x —n + 1,1) ~ (x,n) folgt ¢(x — n) = [(x,n)].. Umgekehrt ist fiir y € N
¢() = [y + 1, DI > [(1, D] = 0.

Ist [(x,n)]. € Z, [(x,n)]. < 0 = [(1,1)]., so folgt aus den Rechenregeln von Satz 2.5.9
0> —[(x,n)]. = [(n, x)].. Aus dem schon Bewiesenen folgt —[(x, n)]. = —¢(n — x), wobei
n —x € N. Umgekehrt ist fiir y e N —¢(y) = [(1,y + 1)]. < [(1, 1)]. = 0. Also kann man N
mit{p € Z: p> 0} und -N mit {p € Z : p < 0} identifizieren.

Z = -NU{0}UN

folgt nun aus der Tatsache, dass < eine Totalordnung ist.
Die restlichen Aussagen folgen aus der Definition von |.|, sgn(.) und der Tatsache, dass
p<qe 0<g-—p,siehe Satz 2.5.9. d

2.6 Dividieren mit Rest*

Ausgeriistet mit unserem Grundwissen iiber die natiirlichen und die ganzen Zahlen kénnen
wir nun das aus der Schule bekannte Dividieren mit Rest mathematisch rechtfertigen.

2.6.1 Satz. Sind m € N, n € Z, so gibt es eindeutige Zahlen | € Z und r € {0, . ..,m — 1}°,
sodass n = ml + r. Dabei ist n > 0 genau dann, wenn [ > 0.

1040, ..., m — 1} steht fiir {k e NU {0} : 0 < k < m)}.
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Beweis. Sei zundchst n € N U {0} beliebig. Da die Menge aller / e NU{0} mitm-l+m > n
nicht leer ist — n ist sicher in dieser Menge, hat sie ein Minimum; Variante von Satz
2.3.12.Istl = 0,somuss n € {0,...,m — 1}, und ist / > 0, so folgt wegen der Minimalitit
ml=m(l—1)+m < n<ml+ m. Also muss immer n = ml + r fiir ein [ € N U {0} und ein
ref{0,...,m— 1} gelten.

Falls auch n = mi + # fir [ € NU {0} und # € {0, ..., m — 1}, so folgt ml + m > n und wegen
der Minimalititseigenschaft von / auch [ > I. Andererseits gilt ml < n, weshalb nicht [ > [
sein kann, da sonst n > mi = ml + m({ = I) > ml + m. Somit gibt es eindeutige [/ € N U {0}
und r €{0,...,m—1},sodassn =ml + r.

Firn < 0ist —n — 1 > 0. Somit gibt es eindeutige s € N U {0}, t € {0,...,m — 1}, sodass
—-n—1=sm+1t=(s+ 1)m+ (t —m), und daher sodass —n = (s + )m + (t —m + 1), bzw.
n=—-(+1m+(—t+m—1).Setzenwir/ = —(s+ 1) und r = —t + m — 1, so sehen wir,
dass n = ml + r fiir ein eindeutiges / < 0 und ein eindeutiges r € {0,...,m — 1}. a

2.6.2 Bemerkung. Die geraden (ungeraden) Zahlen sind genau die ganzen Zahlen der
Form 2k (2k + 1) fiir ein k € Z. Aus Satz 2.6.1 folgt insbesondere, dass jede gegebene
ganze Zahl gerade oder ungerade ist, wobei aus der Eindeutigkeitsaussage in Satz 2.6.1
folgt, dass sie nicht gleichzeitig gerade und ungerade sein kann; also Z = 2ZUQ2Z + 1).
Entsprechendes gilt, wenn man 2 durch eine andere natiirliche Zahl m ersetzt:

Z=mZUmZ+ DHU...UmZ+m-1).

2.6.3 Definition. Eine Zahl g € N teilt eine Zahl p € N, falls es ein m € N gibt, sodass
mq = p, wofiir wir g|p schreiben. In dem Fall setzen wir p : g := m'!. Teilt ¢ die Zahl p
nicht, so schreiben wir g 1 p.

Eine Zahl p € N\ {1} heiBt Primzahl, wenn p nur von 1 und p geteilt wird. Die Menge
aller Primzahlen sei P.

2.6.4 Fakta.

1. Falls g|p, so folgt aus mg = pund 1 < m, dass g < p, wobei g = p genau dann,
wenn m = 1.

2. Um zu sehen, ob eine Zahl p eine Primzahl ist, geniigt es somit zu iiberpriifen, ob
qgfpfirallegeN, 1 <g<p.

3. Man sieht sofort, dass 2, 3,5, ... Primzahlen sind.

4. Istn € N\ {1} und M = {r € N\ {1} : r|n}, so ist M nicht leer, da zumindest
n e M. Gilt M = {n}, so ist n definitionsgemdl eine Primzahl. Anderenfalls sei m das
kleinste Element von M und k so, dass km = n. Nun ist m eine Primzahl, da sonst
m = pgmit 1 < p, g < m, und weiter p(gk) = n. Es wire p € M im Widerspruch zur
Minimalitéit von m.

Insbesondere wird jede Zahl in N \ {1} von einer Primzahl geteilt.

"'Da wir in Z kiirzen diirfen, ist p : ¢ eindeutig definiert.
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2.6.5 Lemma. Seien a,b € N und p € P. Gilt p|(ab), so muss pla oder p|b.

Beweis. Sei T C P die Menge aller Primzahlen, sodass die Aussage fiir gewisse a,b € N
falsch ist. Wir bringen die Annahme 7" # () auf einen Widerspruch.

Sei also T # () und p die kleinste Zahl in T'; vgl. siehe Satz 2.3.12. Somit gibt es a,b € N
mit p 1 a A p {1 b, aber p|(ab), bzw. pn = ab fiir ein n € N. Daher ist die Menge

S=mneN: da,beN:pfaAptbApn=ab},

aller solchen n nicht leer und hat somit ein Minimum s. Seien ¢,d € N, sodass p 1 c,
p 1 dund ps = cd. Aus den ersten beiden Tatsachen folgt ¢,d # p, ¢,d # 1, und daraus
zusammen mit der Tatsache, dass p eine Primzahl ist, folgt s > 1.

Nun muss ¢ < p sein, da sonst ¢ — p € N und damit p(s —d) = (c — p)d, was s —d € N
implizieren und somit der Minimalitit von s widersprechen wiirde. Genauso gilt d < p.
Daraus schlieBen wir wegen ps = cd auf s < p. Gemal Fakta 2.6.4 gibt es eine Primzahl
p’ < s < p,sodass p’|s, also s = p’s’ fir ein 5" € N, s’ < 5. Somit folgt p’(ps’) = cd,
also p’|(cd). Wegen der Minimalitit von p muss p’|c oder p’|d. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit sei ¢ = ¢’p’, ¢’ € N, womit

p'(ps’) = p’(c’d) und daraus ps’ = ¢'d
folgt, was ebenfalls der Minimalitit von s widerspricht. Q

2.6.6 Satz. Istn € N\ {1}, so gibt es eindeutige Primzahlen p, ..., p,, € P und Exponenten
el ....en €N, sodass

n=p'-...pom. 2.7)
Diese Zerlegung heifit Primfaktorzerlegung.

Beweis. Wir zeigen zuerst die Existenz einer solchen Zerlegung. Fiir n = 2 ist diese klar.
Angenommen fiir ein n > 2 gibt es zu allen k < n, k > 2 eine solche Zerlegung. Nach
Fakta 2.6.4 gibt es eine Primzahl p < n mit p|n. Ist n = p, so haben wir unsere Zerlegung.
Ist p < n, so folgt n = (n : p)p, wobei nach Voraussetzung n : p (< n) eine solche
Zerlegung hat. Somit hat auch n eine solche Zerlegung. Nach einer Variante des Prinzips
der vollstindigen Induktion gibt es eine Primfaktorzerlegung fiir alle n € N\ {1}.

Die Eindeutigkeit ist fiir n = 2 wieder klar, da alle Produkte der Form (2.7) einen Wert > 2
ergeben, auller flirm = lunde; = 1, p; = 2.

Angenommen mit einem »n > 2 ist die Primfaktorzerlegung eindeutig fiir alle k < n, k > 2,
und angenommen

€m

q{‘ q{’ =n=p'-...por,
mit/,m € Nund ey, ...,ey, fi,...,fi € Nsowie pi,..., pu.q1,--.,q € P. Insbesondere
gilt ¢1|p{' - ... pyr. Nach Lemma 2.6.5 muss ¢,|p; und daher ¢, = p; fiirein j € {1,...,m}.
Durch Umnummerierung konnen wir ¢; = p; annehmen. Es folgt

-1 Chly €m
q{l -...q{’:n:ql =p} 1-...pm .
Istn:q =1,somussn = p; =qund/ =1 =m,e; =1 = f. Sonst folgt wegen
I < n: q < naus unserer Annahme, dass auch [ = m und e; = f; sowie p; = g,
j=1,...,L
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2.7 Der Korper Q

Oben haben wir (Z, +, -) konstruiert. Diesen werden wir nun zu einem angeordneten Korper,
dem Korper der rationalen Zahlen erweitern, und damit sehen, dass es zumindest einen
angeordneten Korper gibt.

Der Grundgedanke der folgenden Konstruktion entspringt der Tatsache, dass in einem
Korper Z—I‘ = 5—; genau dann gilt, wenn pq; = p»q,.

2.7.1 Definition. Sei ~C (Z x N)? die Relation
(x,n) ~(y,m) : xm=yn.
2.7.2 Lemma. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Die Reflexivitidt und Symmetrie sind offensichtlich. Sei nun (x,n) ~ (y,m) und
(y,m) ~ (z,k). Es gilt also xm = yn und yk = zm. Wir erhalten

(xk)ym = (xm)k = (yn)k = (yk)n = (zm)n = (zn)m,

und da in (Z, +, -) die Kiirzungsregel (siche Bemerkung 2.4.5) gilt, folgt daraus xk = zn,
also (x,n) ~ (z, k). |

2.7.3 Definition. Wir bezeichnen mit Q die Menge Z x N/ aller Aquivalenzklassen. Q
heillt der Korper der rationalen Zahlen.

Wir wollen Q mit den algebraischen Operationen + und - versehen. Dazu definieren
wir zunéchst Addition und Multiplikation auf Z X N, und iibertragen diese dann durch
Faktorisieren auf Q:

_ (ZxN)>? —» ZxN,
* ((x,n),(y,m)) +— (xm+ yn,nm),

{ (ZxN)? — ZxN,
| (un), (om) > (xy,nm).
Die Motivation fiir unsere Definition ergibt sich aus den Regeln der Bruchrechnung.

LY _am o o xm+yn x y Xy
m nm mn nm ~ n o om  nm

S| =

2.7.4 Lemma. Fiir die Verkniipfungen +, - gilt das Kommutativ- und das Assoziativgesetz.

Beweis. Die Gesetze gelten, da man sie leicht auf die Giiltigkeit dieser Gesetze auf Z
zuriickfiihrt. Zum Beispiel gilt das Assoziativgesetz wegen

((x,n) + (y,m)) + (z,k) = (xm + yn,nm) + (z, k) = ((xm + yn)k + z(nm), (nm)k)
= (x(mk) + Ok + zm)n, n(mk)) = (x,n) + ((y, m) + (2, k)) .

Q
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Um Q anordnen zu kdnnen, definieren wir noch

| ZxN) - Z,
Sen - (x,n) +— sgn(x).

2.7.5 Lemma. Sind (x,n) ~ (x,7) und (y,m) ~ (3,m), so folgt sgn((x,n)) = sgn((X, nn))
und
(x,n) + (y,m) ~ (X,) + §,m), (x,n)-(y,m) ~ (X,7)- (P, /).

Beweis. Seien (x,n) ~ (x,7) und (y, m) gegeben. Zunichst folgt aus xiz = Xn und n, 1 € N,
dass sgn((x, n)) = sgn(x) = sgn(X) = sgn((x, ). Weiters gilt

(xm + yn)im = xmiim + yniim
= (xit — Xn) mm + Xnmm + ynam = (¥m + yi)nm ,
=0

also (x, n)+(y, m) ~ (x, 1)+ (y, m). Wegen der Kommutativitit folgt daraus mit vertauschter
Notation, dass fiir (%, 72) und (y, m) ~ (9, M) stets auch (X, ) + (v, m) ~ (X, i)+ (9, ). Wegen
der Transitivitit folgt
(x,n) + (y,m) ~ (X, 7) + (9, /).
Bei der Multiplikation geht man analog vor. Seien (x, n) ~ (X, 7) und (y, m) gegeben. Dann
gilt
xyiim = (xit — Xn) ym + Xnym = Xynm
=0
also (x,n) - (y,m) ~ (%,1) - (y,m). Wegen der Kommutativitit folgt daraus mit vertauschter
Notation, dass fiir (X, 72) und (y, m) ~ (9, /) stets auch (x, 1) - (y, m) ~ (x, 1) - (9, ). Wegen
der Transitivitét folgt schlieBlich

(x’n)(yam)N(i’ﬁ)@,ﬁi) D

2.7.6 Definition. Auf Q seien zwei algebraische Operationen + und - dadurch definiert,
dass wir fiir a, b € Q Paare (x, n), (y,m) € ZXN mit [(x,n)]. = a und [(y,m)]. = b wihlen,
und sgn(a) := sgn((x, n)) sowie

a+b:=[(x,n)+@.m]., a b:=[xn-(ym]
setzen.

Wegen Lemma 2.7.5 hiingen sgn(a), a+ b und a - b nicht von den gewihlten Reprisentanten
(x,n) bzw. (y, m) ab.

2.7.7 Satz. Setzt man P = {a € Q : sgn(a) = 1}, so ist {(Q, +, -, P) ist ein angeordneter
Korper.

—e Dabei ist [(0, 1)]. das neutrale Element bzgl. +,
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—e [(1, 1)]. das neutrale Element beziiglich -.
— Zu [(x,n)]. € Qist [(—x, n)]. das additiv Inverse, und
— zu [(x,n)]. € Q\ {0} ist [(sgn(x)n, |x|)]. das multiplikativ Inverse.

—e Auflerdem gilt
[(x,m)]. < [(y,m)]. © xm < ny. (2.8)

—e Die ganzen Zahlen Z sind in Q eingebettet durch

|z - Q,
¢'{x — [(x, D]..

Diese Einbettung erhdilt Addition, Multiplikation und Ordnung.

—e Schlieflich hat Q die Eigenschaft, dass die Teilmenge ¢(N) von Q keine obere
Schranke hat.

Beweis. Die Giiltigkeit der Rechenregeln wie Kommutativitdt und Assoziativitit ergibt
sich aus den entsprechenden Regeln fiir + und - auf Z x N. Das Distributivgesetz gilt, da

fir [(x, m]-, [(y, m)]-, [(z,k)]. € Q

([Cx, M)~ + [, m)]) - [(z, K]~ = [(xm + yn,mn)]. - [(z, k)] = [((xm + yn)z, kmn)].
= [(xzkm + yzkn, (km)(kn))].

= [, m]. - [z, ). + [y, m)]- - [(z, k)]~ .
Fiir a = [(x,n)]. € Q gilt
a+[0,D].=[(x+0,n-Dl.=a, a-[(1,)].=[(x-L,n-D]. =a.
Weiters hat man fiir b := [(—x, n)].
a+b=[(xn—xn,nn)l. = [(0,nn)]. = [(0, D]. = 0.

Sei nun a # 0, also (x,n) + (0, 1) oder dquivalent x # 0. Mit ¢ := [(sgn(x)n, |x|)]. folgt
ac = [(sgn(x)xn, n|x))]. = [(1, D]..

Wegen sgn([(—x,n)].) = sgn(—x) = —sgn([(x,n)].) und, weil sgn([(x,n)].) = 0 genau
dann, wenn [(x,n)]. = [(0, 1)]-, gilt fiir jedes a € Q

aeP o sgna)=1,
ac{0} & sgn(a) =0,

a€-P & sgn(a)=-1,

womit Q = PU{O}JU — P.
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Aus sgn([(x, m)]-+[(y,m)].) = sgn(xm+yn) und sgn([(x, W] -[(y, m)]-) = sgn(xy) erhalten
wir, dass a, b € P die Tatsache a + b,a - b € P nach sich zieht. Somit ist {Q, +, -, P) ein
angeordneter Korper, und wir haben damit eine Totalordnung < auf Q. (2.8) folgt aus

[(y,m)]. — [(x,n)]. = [(yn — xm,mn)]. € {0} UP & sgn(yn —xm) >0 & xm < yn.

Betrachte nun die Abbildung ¢ : Z — Q. Diese ist injektiv, denn (x, 1) ~ (y, 1) gilt genau
dann, wenn x = y. Dass ¢ die algebraischen Operationen erhilt, rechnet man leicht nach.
Die Vertréglichkeit mit der Ordnung gilt, da wegen (2.8)

x<yoex-I<y-lexD] <[y Dl e ¢x) <oy).

Wegen der Injektivitét gilt damit auch x < y genau dann, wenn ¢(x) < ¢(y).

Angenommen [(x, n)]. ist eine obere Schranke von ¢(N), also mn < x fiir alle m € N. Das
ist aber offensichtlich falsch, wenn x < 1 und man zum Beispiel m = 2 setzt. Ist x > 1, so
erhilt man mit m = x*> den Widerspruch x < xn < 1. a

Wir werden im Folgenden fiir die rationale Zahl [(x, n)]. stets das Symbol = schreiben.
Dieses Symbol driickt tatsdchlich die Division von x durch » aus, denn man hat

[(x, DI = [, m]. - [(n, D]

Wir sehen insbesondere, dass jede rationale Zahl der Quotient von zwei ganzen Zahlen ist.
Nun wollen wir zeigen, dass jeder angeordnete Korper die rationalen Zahlen, und damit
insbesondere auch die ganzen Zahlen, enthilt.

2.7.8 Proposition. Sei (K, +, -, P) ein angeordneter Korper. Dann gibt es eine eindeutige
Abbildung ¢ : Q — K, die nicht identisch gleich Ok ist, und welche mit der Addition und
Multiplikation vertrdglich ist. Diese Abbildung ist dann injektiv und auch mit — sowie mit
den Ordnungen < (und daher auch <) vertrdaglich.

Beweis.

~» Firn € N und x € K haben wir im Abschnitt {iber die natiirlichen Zahlen eine
Funktion n — nx von N nach K rekursiv durch 1x = x und (n")x = nx + x definiert;
sieche Beispiel 2.3.4. Nun nehmen wir fiir x € K das multiplikativ neutrale Element
1k von K, und bezeichnen mit ¢ : N — K die entsprechende Funktion n +— nlg,
welche offensichtlicherweise ¢(1) = 1x und ¢p(n + 1) = ¢p(n) + 1 erfiillt.

Mit vollstiandiger Induktion nach m zeigt man leicht, dass ¢(n + m) = ¢p(n) + ¢(m)
und ¢(n - m) = ¢(n) - p(m) fiir alle n,m € N.

Wegen 1 € P (siehe Lemma 2.2.3) sieht man ebenfalls mit vollstandiger Induktion,
dass ¢(n) € P fiir alle n € N. Insbesondere gilt immer ¢(n) # Og.

~» Nun setzen wir ¢ auf Z dadurch fort, dass wir ¢(0) = Og und ¢(—n) = —¢(n), n €
N setzen. Man beweist durch Fallunterscheidungen mit der in Definition 2.4.2
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angegebenen Form von + und - auf Z auf elementare Art und Weise, dass diese
Fortsetzung die Addition und Multiplikation erhilt.

Wegen (p,q € Z)

p<qeq-peNSdg-p)=9¢q -9¢p)eP o dp)<dq)
ist ¢ auch mit der Ordnung vertriglich.

Da ganz Q von den Quotienten 5 mit x € Z, n € N, ausgeschopft wird, ldsst sich ¢
durch die Vorschrift
é ( f) )

n/ ¢n)

zu einer Abbildung von Q nach K fortsetzen. Man beachte hier, dass aus 3 = 2

n

folgt, dass xA = &n und daher ¢(x)¢(7) = (£)(n) bzw. gg; jg; Also ist diese
Abbildung wohldefiniert.

Diese Fortsetzung erhilt ebenfalls die Addition und Multiplikation, denn fiir =, % €eQ
gilt

¢(x y):¢(xm+yn): ¢(xm + yn)

n m nm ¢(nm)
_ 90m) + ¢G)¢(m) _ o) ¢0) _ p (§)+ ¢( y )
P(n)p(m) Cp(n) - B(m) n m

p(E-2)= p(2) - 4

n m nm/)  ¢(nm)
_ 490) _ 60 40) _ (x\ (
‘¢wwm‘am¢w>¢()¢(y

Sie erhilt auch die Ordnung, denn es gilt

1; < X & xm < yn & p(x)p(m) < ¢(y)p(n) & zgx; (:((,),;)) :

Es folgt insbesondere, dass ¢ injektiv ist.

Um die Eindeutigkeit von ¢ nachzuweisen, sei ¢ eine weitere mit Addition und
Multiplikation vertrigliche Abbildung, sodass ¥(x) # O fiir zumindest ein x € Q.
Aus Y()y(1) = Y(x1) = ¢(x) folgt (1) = 1, und aus Y(0) +¥(0) = Y(0+0) = ¢(0)
folgt y(0) =

Durch vollstindige Induktion zeigt man, dass ¥(n) = ¢(n) fiir n € N. Aus Y(—n) +
U(n) = Y(0) = 0k = ¢(—n) + ¢(n) folgt Y(p) = ¢(p), p € Z. SchlieBlich folgt aus
W(E(n) = Y(p) = ¢(p) = p(5)p(n), dass y = ¢. d
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Das letzte Resultat zeigt uns, dass die rationalen Zahlen in einem gewissen Sinn der
kleinste angeordnete Korper ist.

Wenn wir im Folgenden von den natiirlichen (ganzen, rationalen) Zahlen als Teilmenge
eines angeordneten Korpers sprechen, so wollen wir darunter die gemif3 Proposition 2.7.8
existierende isomorphe Kopie ¢(N) = {nl; : n € N}, ¢(Z), bzw. ¢(Q) verstehen und nicht
mehr z.B. zwischen » und n - 1x unterscheiden.

2.7.9 Bemerkung (*). Die am Beginn vom Beweis von Proposition 2.7.8 konstruierte
Einbettung ¢ der natiirlichen Zahlen in einen angeordneten Korper lésst sich auch auf
beliebigen Korpern K durchfiihren.

Dabei kann es passieren, dass ¢(n) = Ok fiir ein n € N. Das kleinste derartige n ist dann
eine Primzahl und hei3t die Charakteristik des Korpers K.

Ist hingegen immer ¢(n) # Ok, so sagt man, dass K von Charakteristik Null ist. Insbeson-
dere sind angeordnete Korper von Charakteristik Null. Man sieht leicht ein, dass dann ¢
injektiv ist, und man denselben Beweis wie den von Proposition 2.7.8 hernehmen kann,
um zu zeigen, dass sich Q injektiv in jeden Korper der Charakteristik Null einbetten 14sst.

2.7.10 Bemerkung (*). Die angegebene Art und Weise, aus Z die rationalen Zahlen
zu konstruieren, ldsst sich auf beliebige kommutative Integritiitsringe R ausdehnen; vgl.
Bemerkung 2.4.4. Dazu betrachtet man R x (R \ {0}) und die Aquivalenzrelation ~ mit
(x,a) ~ (y,b) © xb = ya darauf.

Die in diesem Abschnitt gebrachten Ergebnisse (samt Beweise) gelten sinngemél auch in
dieser allgemeineren Situation, wobei man hier i.A. keine sgn-Funktion hat, und wobei das
multiplikativ Inverse zu [(x, n)]. genau [(n, x)]. ist. (R X (R \ {0}))/~ ist dann ein K&rper
(Quotientenkorper von R), aber i.A. kein angeordneter Korper.

Wendet man diese Konstruktion auf Z an, so erhilt man wieder Q.

2.8 Archimedisch angeordnete Korper

2.8.1 Definition. Sei (K, +, -, P) ein angeordneter Korper. Dann heif3t K archimedisch
angeordnet, wenn N als Teilmenge von K nicht nach oben beschriénkt ist.

In Satz 2.7.7 haben wir gesehen, dass die rationalen Zahlen archimedisch angeordnet sind.
Wir werden auch sehen, dass die reellen Zahlen archimedisch angeordnet sind.

2.8.2 Beispiel. Die Eigenschaft, dass (K, +, -, P) ein archimedisch angeordneter Korper
ist, ermdglicht es uns das Infimum von Mengen wie

1
M:{—:neN}
n

zu berechnen. Der Vermutung nach gilt inf M = 0.

Um das zu beweisen, sei zunidchst bemerkt, dass O offensichtlich eine untere Schranke
von M ist. Wire € > 0 eine weitere untere Schranke von M, also 0 < € < % fiir alle
n € N, so folgte n < é was aber der Eigenschaft von K, archimedisch angeordnet zu sein,
widerspricht.
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In archimedisch angeordneten Korpern gilt der folgende fiir die spéter zu entwickelnde
Konvergenztheorie wichtige

2.8.3 Satz. Sei (K, +,-, P) ein archimedisch angeordneter Korper. Sind x,y € K, x < y,
dann existiert ein p € Qmitx < p <y '%

Beweis. Seien zunichst x,y € K mit 0 < x < y gegeben. Dann ist y — x > 0 und damit
auch y%x > (. Da K archimedisch angeordnet ist, gibt es ein n € N mit n > )%x und daher
n(y —x) > 1.

Nach Satz 2.3.12 hat {k € N : k > nx} ein Minimum, und somit gibt es eine kleinste
natiirliche Zahl m € N, sodass m > nx. Ist m > 1, so folgt aus der Wahl von m, dass
m—1 < nx. Istm = 1, so folgt gemal unserer Voraussetzung m — 1 = 0 < nx. Also gilt
immer m — 1 < nx < m. Kombiniert man diese Ungleichung mit n(y — x) > 1, so folgt

nx<m<nx+1<ny,

und damit x < % < y.

Ist schlieBlich x < 0, so kdnnen wir ein k € N wihlen mit k£ > |x|, da NN ja nicht nach oben
beschriinkt ist. Es folgt 0 < x+k < y+k, und nach dem eben Bewiesenen x+k < 2 < y+k.
Nun ist ©* — k eine rationale Zahl mit x < 2 —k <y. Q

2.8.4 Bemerkung. Da man obigen Satz induktiv immer wieder anwenden kann, liegen
zwischen zwei verschiedenen Zahlen sogar unendlich viele rationale Zahlen.

Ist Q € K, so kann man mit einer linearen Transformation sogar zeigen, dass es eine nicht
rationale Zahl zwischen 0 und 1 gibt, und weiters unter Verwendung von Satz 2.8.3, dass
es zwischen zwei Zahlen von K auch eine nicht rationale Zahl gibt.

2.9 Das Vollstandigkeitsaxiom
Wie wir spiter sehen werden, ist die Vollstiandigkeit die Eigenschaft der reellen Zahlen,
die sie unverwechselbar von anderen angeordneten Korpern unterscheidet.

2.9.1 Definition. Sei (K, +, -, P) ein angeordneter Korper. Dann heillt K vollstindig an-
geordnet, wenn jede nach oben beschrinkte Teilmenge von K ein Supremum hat. Diese
Eigenschaft wollen wir (s) nennen.

Wie schon im vorhergehenden Abschnitt erwéhnt, gilt

2.9.2 Lemma. Ist (K, +, -, P) ein vollstindig angeordneter Korper, so ist er archimedisch
angeordnet.

Beweis. Wire namlich N nach oben beschrénkt, so existierte wegen ()
1 = supN.

Sei n beliebig in N. Mit n gehort aber auch n+1 zu N. Also gilt n+1 < n, und somitn < n—1.
Daher ist n — 1 eine obere Schranke von N, was den Widerspruch 7 — 1 > supN = 5 nach
sich zieht.

12 Diese Aussage nennt man auch die Dichteeigenschaft von Q in K.
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Fundamental ist folgender Satz, dessen Beweis wir spéter — am Ende dieses Abschnittes
bzw. im Kapitel 4 — bringen werden.

2.9.3 Satz. Es gibt einen vollstindig angeordneten Korper (L, +,-, L").

Ist (K, +, -, P) ein weiterer vollstindig angeordneter Korper, so gibt es einen eindeutigen
Isomorphismus ¢ : L — K, also eine Bijektion, sodass ¢ mit den Operationen vertriglich
ist und sodass ¢(L*) = P.

Wenn wir ab jetzt von den reellen Zahlen sprechen, dann sei immer ein vollstdndig
angeordneter Korper (L, +, -, L) gemeint. Wir schreiben im Folgenden immer (R, +, -, R™)
dafiir. Wegen Satz 2.9.3 ist (R, +, -, R™) bis auf Kopien eindeutig. Es sei aber bemerkt, dass
diese Eindeutigkeit fiir die restlichen Aussagen dieses Kapitels und auch fiir Kapitel 3
unerheblich sind — diese also in jedem vollstindig angeordneten Korper gelten.

2.9.4 Bemerkung. Zusammenfassend sei nochmals betont, dass die reellen Zahlen R
einen vollstindig angeordneter Korper bilden, der die Kérperaxiome (al)-(a4), (m1)-(m4),
(d), die Axiome eines angeordneten Korpers (p1)-(p3) und das Vollstiandigkeitsaxiom ()
erfiillt.

Alle bisher gezeigten Rechenregeln und Eigenschaften von R lassen sich alle aus diesen
Axiomen herleiten, bzw. haben wir hergeleitet. Auch die im Folgenden aufgebaute Analysis
setzt nur auf diese Axiome auf.

Die Vollstindigkeit von R garantiert zum Beispiel, dass es n-te Wurzeln von nichtnegativen
Zahlen gibt.

2.9.5 Satz. Sei x € R, x > 0, und n € N. Dann existiert genau eine Zahly € R, y > 0,
sodass y" = x.

Beweis. Im Fall n = 1 ist die Aussage trivial. Sei also n > 2. Die Eindeutigkeit von y folgt
unmittelbar aus Lemma 2.4.10, da aus 0 < y; < y, immer y| < )7 folgt. Somit kénnen
nicht beide der Gleichung y" = x geniigen.

Zur Existenz: Ist x = 0, so ist klarerweise y* = x fiir y = 0. Im Fall x > O sei

E={eR:t>0,1" <x}.

Diese Menge ist nicht leer, denn fiir s = ﬁ gilt 0 < s < min(x, 1) und daher 5" < s < x;
also s € E.Fir7 :=1+xgilt7 > 1 und daher 7" > 7 > x. Aus t > 7 folgtdann " > 7" > x
und damit ¢ ¢ E. Also muss 7 eine obere Schranke von E sein.

Da R vollsténdig angeordnet ist, existiert y := sup E. Wegen 0 < 1= € E gilt y > 0. Wir
zeigen im Folgenden, dass y" = x, und zwar indem wir die beiden anderen Moglichkeiten
y' < x und y" > x ausschlieBen. Dazu benétigen wir, dass die fiir beliebige Elemente
a,b € R geltende und mit vollstindiger Induktion nach n zu beweisende Gleichung

V'—da"=b-a) ' +b0"a+...+bd"r+a"h). (2.9)
Fiir 0 < a < b erhalten wir daraus die Abschitzung

b'—d" < (b-anb"". (2.10)
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Angenommen y”" < x, so gibt es gemil Satz 2.8.3 ein € € Q mit
: x—=y"
O<ex< mln(m,l) .
Fiira = yund b = y + € folgt aus (2.10)

7

G+e) —y' <eny+e) ' <en(y+ )" <x—-y".

Also gilt (y + €)" < x und daher y + € € E im Widerspruch zu y = sup E.
Wiire andererseits y" > x, so gilt fiir

yi-x

0:= 1
ny"-
0<o< % < y. Wir wollen zeigen, dass y — ¢ eine obere Schranke von E ist. Wire dem
nicht so, dann gilt# > y — ¢ fiirein ¢ € E. Aus (2.10) folgt aber mit b = y,a = (y — )

Y =<y —(y =68 <ony" =y —x.

Also 1" > x, und daher der Widerspruch ¢ ¢ E. Die Tatsache, dass y — ¢ eine obere Schranke
von E ist, widerspricht aber y = sup E. d

2.9.6 Definition. Die nach obigem Satz eindeutig bestimmte Zahl y > 0, die n-te Wurzel
von x, schreibt man auch als <{/x oder X

2.9.7 Bemerkung. Man betrachte die Funktion

n

{wum-»wum,
y =Y.

Gemail Lemma 2.4.10 ist diese Funktion streng monoton wachsend und daher injektiv.
Zu gegebenem x ist y = /x jene Zahl, sodass y" = x. Also ist y - y" auch surjektiv als
Funktion von R* U {0} nach R* U {0}. Sie ist also bijektiv und ihre Umkehrfunktion ist
genau x — {/x. Wegen Lemma 2.4.10 ist auch x > {/x streng monoton wachsend.

2.9.8 Bemerkung. Mit Hilfe der Existenz von Wurzeln sehen wir auch, dass R nicht nur
aus rationalen Zahlen bestehen kann, also Q C R gilt. Wire ndmlich

v2=2Leq, @2.11)

q
so kann man p, g teilerfremd wihlen. Also gibt es kein k € N \ {1}, welches p und g teilt'?.
Insbesondere ist nur hochstens eine der Zahlen p oder g gerade. Ausquadrieren und mit
g* Multiplizieren in (2.11) ergibt 2¢*> = p?. Da eine Zahl genau dann gerade ist, wenn ihr
Quadrat es ist, folgt, dass p gerade und damit ¢ ungerade ist; siche Satz 2.6.6. Schreibt man

p = 2m, so folgt 2¢> = 4m?, und damit ¢*> = 2m?*. Wir erhalten daraus den Widerspruch,
dass auch g gerade sein miisste.

13 Eine ganze Zahl k # 0 teilt eine ganze Zahl n, wenn es ein m € Z gibt, sodass km = n.
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2.9.9 Definition. Ist x > 0 und ist r € Q dargestellt in der Form r = § mitpeZ, geN,
so definieren wir )
x = (\"/J_c) .

Da die Darstellung einer rationalen Zahl als Bruch nicht eindeutig ist, miissen wir nach-
weisen, dass die Definition von x" nicht von der Wahl von p, g abhéngt. Dazu brauchen
wir

2.9.10 Lemma. Sind x > 0,z >0und p € Z, g € N, so gilt | )l( = %, {xz = {[x«[z sowie

(Yx )P = xp. (2.12)

Beweis. {’/g = % folgt aus (q/%)q = (,(/1;)(1 = }C und der Tatsache, dass nach Satz 2.9.5 ¢ )16

die eindeutige Losung y von y? = )lc ist.

Wegen (V/x+/z)? = ({/x)7({/z)? = xz muss {/x</z mit {/xz iibereinstimmen.

Ist p = 0, soist (2.12) trivialerweise richtig, da ja {1 = 1. Sonst folgt (2.12) aus (({/x)?)? =
((/x)?)? = x? (siehe (2.5)) und aus der Tatsache, dass nach Satz 2.9.5 xp die eindeutige
Losung y von y4 = x” ist. a

Ist jetzt r = §

=, so folgt wegen pn = gm
(") = " = A" = (Y=
Zieht man links und rechts die n-te Wurzel, so gilt wegen (2.12)

und damit ist x” wohldefiniert. Auferdem gelten die (mit einer Beweisfithrung dhnlich wie
der von Lemma 2.9.10 zu zeigenden) Rechenregeln (7, s € Q, x > 0)
r+s I .8 S rs —r 1
X =xx, (X)) =X, = —.
xr
2.9.11 Lemma (Lemma vom iterierten Supremum). Seien M, N zwei nichtleere Mengen
und f : M X N — R, sodass {f(m,n) : (m,n) € M X N} nach oben beschrdankt ist. Man
nennt eine solche Funktion nach oben beschrdnkt. Dann gilt

sup{ f(m,n) : (m,n) € M X N} = sup{sup{f(m,n) :me M}:ne N}
=sup{sup{f(m,n):ne N} :me M}.

Sind umgekehrt alle Mengen {f(m,n) : m € M}, n € N, nach oben beschrinkt genauso
wie {sup{f(m,n) : m € M} : n € N}, bzw. gilt entsprechendes mit M und N vertauscht, so
ist auch {f(m,n) : (m,n) € M X N} nach oben beschrinkt, womit obige Gleichung wieder
gilt. 4

Eine entsprechende Aussage gilt fiirs Infimum.

14 Also gilt obige Gleichung auch fiir nicht notwendigerweise nach oben beschrinkte Funktionen, wenn
man auch den Wert +oo zulisst.
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Beweis. Wir setzen s = sup{f(m,n) : (m,n) € M X N} und fiir festes g € N auch
s = sup{f(m,q) : m € M}. Aus {f(m,q) : m € M} C {f(m,n) : (m,n) € M x N} folgt
dann s, < s fiir jedes g € N; also auch sup{s, : g € N} < s.

Umgekehrt folgt fiir festes (m,n) € M x N, dass f(m,n) € {f(m,q) : m € M}, wenn
nur g = n. Fiir dieses g ist f(m,n) < s,; also gilt auch f(m,n) < sup{s, : g € N}. Da
(m,n) € M x N beliebig war, folgt schlieBlich s < sup{s, : g € N}. d

2.10 Dedekindsche Schnitte*

Am Ende dieses Abschnitts werden wir beweisen, dass vollstindig angeordnete Korper
tatsichlich existieren, und dass alle solche immer Kopien von einander sind. Eine andere
Art und Weise, das zu tun, findet sich in Kapitel 4.

Um diese anspruchsvolle Konstruktion zu motivieren, denken wir uns eine Gerade ge-
meinsam mit einer Einheitsstrecke gezeichnet. Auf dieser Geraden denken wir uns die
rationalen Zahlen durch fortgesetztes unterteilen der Einheitsstrecke aufgetragen. Obwohl
es anschaulich beliebig nahe an jedem Punkt eine rationale Zahl gibt, gibt es gemil
Bemerkung 2.9.8 Punkte, welche nicht rational sind.

Unsere Konstruktion beruht auf der folgenden Bemerkung, die Richard Dedekind gemacht
hat: Zerfallen alle Punkte der Geraden in zwei Klassen von der Art, dass jeder Punkt der
ersten Klasse links von jedem Punkt der zweiten Klasse liegt, so existiert ein und nur ein
Punkt, welcher diese Einteilung aller Punkte in zwei Klassen, diese Zerschneidung der
Geraden in zwei Stiicke, hervorbringt.

Man kann also einen Punkt P der Geraden identifizieren mit der Menge aller Punkte, die
links von ihm liegen. Da man nun aber mit den rationalen Punkten beliebig nahe an den
Punkt P herankommt, geniigt es, alle rationalen Punkte, die links von P liegen, zu kennen,
um P selbst eindeutig zu rekonstruieren.

2.10.1 Satz. Es gibt einen vollstindig angeordneten Korper. Dieser ist bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmit.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes ist relativ lang und wird in mehreren Schritten gefiihrt,
von denen wir auch nicht alle im Detail ausfithren werden.

Schritt 1: Eine Teilmenge « von Q heif}t ein Dedekindscher Schnitt, wenn sie die folgen-
den drei Eigenschaften besitzt:
() a+0,a+Q.
(II) Aus p € afolgt (—oo, p] C a.

(I11) Ist p € a, so existiert ein € € Q, € > 0, sodass p + € € a.

Die Menge aller Dedekindschen Schnitte bezeichnen wir mit K.

Dieser Begriff modelliert die Anschauung der Menge aller rationalen Punkte, die
,links von dem Punkt der Geraden liegen®.
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Die Eigenschaft (/11) besagt, dass « kein grofBtes Element hat. Aus der Eigenschaft
(I1) erhilt man unmittelbar die folgenden beiden Aussagen.

(i) Istpeaundgqg ¢ a,dannist p < gq.

(i) Istr¢éaunds>r,soists ¢ a.
Schritt 2: Wir definieren eine Relation < auf K durch
a<pB & aCp, afeK,

Diese Relation ist offenbar eine Halbordnung. Wir zeigen, dass sie sogar eine
Totalordnung ist. Seien @, 8 € K und sei angenommen, dass @ £ 3, also @ € 5. Dann
existiert p € @ mit p ¢ B. Somit folgt aus ¢ > p, dass g ¢ 3, und aus g < p, dass
q € a. Istalso g € 5, so muss g < p sein und daher zu @ gehoren. Infolge gilt 8 < a.

Fiir & C B schreiben wir auch a < S.

Schritt 3: In diesem Schritt zeigen wir, dass K mit der Ordnung < die Supremumseigen-
schaft besitzt. Sei A C K eine nichtleere und nach oben beschrinkte Teilmenge von

K, und setze
Y= U .

Wir zeigen, dass y € K. Da A nichtleer ist, existiert ein @ € A. Nun ist @, nichtleer
und @y C v, also gilt auch vy # (. Da A nach oben beschrinkt ist, existiert 8 € K
mit @ C S fiir alle @ € A, was y C 8 nach sich zieht. Wegen 8 # Q ist auch y # Q.
Also erfiillt y die Eigenschaft (/). Ist p € vy, so existiert @ € A mit p € a. Also folgt
(—o0, p] € a C y. Weiters existiert ein rationales € > O mit r + € € @ C y. Wir sehen
also, dass y die Eigenschaften (/1) und (/11) hat.

Es bleibt v = sup A zu zeigen. Offenbar gilt @ < y fiir alle @ € A. Ist 8 € K mit
B > abzw. B 2 «a fiir alle @ € A, so folgt S 2 y. Also ist y tatsdchlich die kleinste
obere Schranke von A.

Schritt 4: Wir definieren eine Addition auf K. Fiir @, € K setze
a+B:={r+s: rea,sep.

Weiters setze 0* :={p € Q: p <0}

Als erstes zeigen wir, dass @ + 8 € K. Daa # 0 und 8 # 0, folgt auch a + 8 # 0.
Wihle ¥ ¢ aund s’ ¢ B, dannist 7’ > r,r € @, und s’ > s, s € 8. Also erhalten wir
¥+ >r+s,rea,s €. Damit kann 7" + s’ nicht zu @ + 8 gehoren. Wir sehen,
dass a + 8 die Eigenschaft (/) besitzt. Sei nun p € a + 8 gegeben, und schreibe
p =r+ smit gewissen r € a, s € 8. Fiir ¢ < p folgt ¢ — s < r und daher g — s € a.
Also g = (¢ —s)+ s € a+ 5, und wir sehen, dass (/1) gilt. Zu p = r+ s € @+ wihle
ein rationales € > 0 mit r + € € a, dann folgt r + s + € € @ + 3, also gilt auch (/1]).
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Die Addition ist kommutativ, denn
a+B={r+s:rea,sefl={s+r:rea,sef}=B+a.
Sie ist assoziativ, denn

a+B+y)={r+u:rea,ucB+y)
={r+(s+1t): rea,sep,tey}
={(r+s)+t: rea,sep,revy}
={v+r:ve(@+pB),teyl=(@+B) +7.

Nun identifizieren wir 0" als das neutrale Element beziiglich der Addition: Ist r € &
und s € 0", so folgt r+ s < r,alsor+s € a.D.h. a + 0" < a.

Sei umgekehrt p € «, und wihle ein rationales € > 0 mit p + € € @. Dann gilt
p=pt+te+(-e)ea+0".

Es bleibt zu zeigen, dass jedes Element von K ein additives Inverses besitzt. Sei also
a € K gegeben. Setze

B:={peQ:de>0:p+e¢—a}.

Als erstes zeigen wir, dass 8 € K. Sei s ¢ «a und setze p := —s — 1, dann ist
p+1=—-5s¢ —a,also p € fund damit 8 # (. Aus g € a folgt —g ¢ B, da sonst
q—€ ¢ a,und somit g ¢ @; also 8 # Q. Damit gilt (/). Sei nun p € 8 gegeben. Wihle
€ > 0,sodass —p—€ ¢ a.Istg < p, so gilt —q — € > —p — e und daher —g — € ¢ a.
Es folgt g € B, und somit gilt (I1). 7 := p + S erfillt > pund 1 - £ = -p-€ ¢ @,
wodurch ¢ € 8. Also gilt (I1]).

Ist 7 € @und s € B, so ist —s ¢ « und daher r < —s. Daher ist r + s < 0, bzw,
r + s € 0*. Wir sehen, dass a + 8 < 0.

Umgekehrt sei v € 0. Setze w := —3 > 0. Sei g ¢ @. Da Q archimedisch angeordnet
ist, gibt es ein n; € N mit n;w > g und daher mit n;w ¢ @. Zu g € « gibt es auch ein
n, € N mit no,w > —qg und daher mit —n,w € «.

Es existiert also einn € Zmit nw € @ und (n + 1)w ¢ a. Setze p := —(n + 2)w. Dann
ist p € B, denn —p —w ¢ @. Wir haben also

v=nw+pea+p.

Schritt 5: Die Addition ist mit der Ordnung vertrédglich. Ist nimlich @ < g, also @ C 3,

und ist y € K, so folgt @« + y € B + y. Addieren von —y zeigt, dass in der Tat
a<fea+y<p+y.

Daraus folgt unmittelbara < § & —a € P :={y € K : v > 0}, und die Tatsache,
dass mit @, 8 € Paucha + 8 > @ + 0" > 0* und somit « + 8 € P.
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Schritt 6: Wir definieren eine Multiplikation auf K. Seien zunéchst @, 8 > 0. Dann setze
a-B:={peQ:Area,seB,r,s>0:p<rs}.
Man zeigt genauso wie in Schritt 4, dass « - § tatsdchlich ein Element von K ist, dass
die Multiplikation kommutativ und assoziativ ist, und dass das Distributivgesetz gilt.
Weiters definieren wir
1":={peQ: p<1}.
Wieder sieht man analog wie in den vorherigen Beweisschritten, dass 1* neutra-

les Element beziiglich der Multiplikation ist, und dass jedes Element @ > 0 ein
multiplikatives Inverses

B:={peQ:Ae>0:p+e¢{-:qeaq>0}}

1
q
besitzt.

Um nun die Multiplikation auch fiir Elemente a < 0 zu definieren, setze

(—a)-(-B), falls @ <0*und B8 <0,

B (—a)-B, falls @« < 0*und B> 0",

a-B:=
a- (-6, falls @ > 0*und B < 0%,
0*, falls @ = 0" oder 8 =0".

Der Beweis der Rechengesetze folgt aus den bereits bekannten Regeln fiir die
Multiplikation von positiven Zahlen durch Fallunterscheidungen.

Uma,B € P= a-f € Peinzusehen, wihle mana € o\ 0%, b € B\ 0*. Alsoa,b > 0.
Wegen (/11) konnen wir sogar a, b > 0 annehmen. Es folgta-b € a -\ 0" und somit
a,p € P.

Wir haben also bewiesen, dass (K, +, -, P) ein vollstindig angeordneter Korper ist.
Schritt 7: Wie jeder angeordnete Korper enthilt K eine Kopie von Q, daher eine mit den

Operationen und mit < Vertrdgliche Injektion ¢ : Q — K; vgl. Proposition 2.7.8.
Aus ¢(1) = 1* folgt mit vollstindiger Induktion ¢(n) = {p € Q : p < n}.

AuBerdem zeigt man, dass fiirr,s e Qund a, ={p€Q: p<r}, a,={peQ:
p<sj
at+a;={peQ: p<r+s}, —a,={peQ: p<-rh
1
a,-a;,={peQ:p<rs), a)' ={peQ: p< -}
r
Fiir r > 0 sieht man z.B. letztere Tatsache folgendermalien:

1

a'={peQ:Ae>0:p+e¢{-:qeQ0<qg<r}
q

1 1
={peQ: Ele>0:p+e§;}:{p€Q:p<;}.

Aus ¢(%) = sgn(x)5eL fiir x € Z, n € N, folgt somit ¢(r) = @, r € Q.
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Schritt 8: Wir zeigen, dass jeder vollstindig angeordnete Korper L isomorph zu dem
oben konstruierten Korper K ist. Beachte, dass L und K als angeordnete Korper den
Korper der rationalen Zahlen enthalten. Definiere

o L - K, v K — L,
|l x > {peQ: p<ui}, ’ | @ — supa.

Die Abbildung w ist wohldefiniert, denn {p € Q : p < x} ist, wie man unmit-
telbar iiberpriift, ein Dedekindscher Schnitt. Auch ¢ ist wohldefiniert, denn « ist
eine nichtleere und beschrinkte Teilmenge von Q C L und besitzt daher in L ein
Supremum.

AuBerdem sind diese beiden Abbildungen streng monoton wachsend, und fiir p € Q
gilt w(p) = @, und Y(a,) = supe, = p.

Aus dem noch zu zeigenden Lemma 2.10.2 folgt, dass w und ¢ mit den Operationen
vertrédglich sind. Wendet man Lemma 2.10.2 nun auch auf woy und ¢ o w an, so folgt
aus der Eindeutigkeitsaussage, dass w o ¢ = idg und ¢ o w = id;. Also sind w und ¥
zueinander inverse Bijektionen, welche mit Addition, Multiplikation und Ordnung
vertriglich sind. Daher sind L und K als angeordnete Korper isomorph. Mit dersel-
ben Argumentation zeigt man auch, dass der von uns angegebene Isomorphismus
eindeutig ist. a

2.10.2 Lemma. Seien K, und K, zwei vollstindig angeordnete Korper, und bezeichne
Qq bzw. Q, die gemdif3 Proposition 2.7.8 existierende Kopie von Q, welche in K| bzw. K,
enthalten ist. Seien ¢;: Q — K;, j = 1,2, die entsprechenden Einbettungen.

Ist w : Ky = K, streng monoton wachsend und so, dass w(¢,(p)) = ¢.(p) fiir alle p € Q,
dann ist w mit + und - vertrdglich.

Schlieflich muss jede weitere streng monoton wachsende Abbildung & : K; — K, mit
O(d1(p)) = ¢2(p), p € Q schon mit w iibereinstimmen.

Beweis. Zunichst beweisen wir die letzte Aussage. Angenommen es gibe ein x € K,
sodass w(x) # @(x). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei w(x) < @(x). Nach Satz
2.8.3 gibtes ein p € Q mit w(x) < P(p) < W(x).

Nun muss x < ¢;(p), da widrigenfalls ¢;(p) < x und daher w(¢,(p)) = ¢2(p) < wW(x).
Andererseits muss aber ¢;(p) < x, da sonst x < ¢(p) und daher @(x) < ¢>(p) = @(P(p)).
Beides kann aber nicht gleichzeitig gelten. Somit muss w = @.

Zur Vertraglichkeit mit + halte man zunichst ein p € Q fest, und betrachte

w _{Kl - K,
PPlx o+ éi(p) - dap).

Wegen den Eigenschaften von ¢, ¢, aus Proposition 2.7.8 folgt w,(¢1(q)) = w(éi(q +
D)) — ¢2(p) = ¢a(q) fiir alle g € Q. AuBerdem ist w, offensichtlicherweise streng monoton
wachsend.

Nach obiger Eindeutigkeitsaussage folgt w = w, bzw. w(x + ¢1(p)) = w(x) + d2(p) =
w(x) + w(¢(p)) fiir alle x € K; und wegen der Beliebigkeit von p auch fiir alle p € Q.
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Nun betrachte man fiir ein festes y € K; die Abbildung w,(x) = w(x +y) — w(y). Wegen
dem eben gezeigten erfiillt diese w,(¢1(q)) = ¢#2(q), g € Q, und sie ist ebenfalls streng
monoton wachsend. Also folgt wy, = w, bzw. w(x +y) = w(x) + w(y), x,y € K.

WD) g wlxy)
5105 fiir festes p € Q \ {0} und dann x — 20)

y € K, \ {0} betrachtet, folgt wie oben auch die Vertriglichkeit mit - .

Indem man zunichst x — fiir festes

2.11 Die komplexen Zahlen

Betrachtet man die quadratische Gleichung x> + 1 = 0 und sucht die Lésungen davon,
indem man formal rechnet, so erhdlt man x,, = + V-1, also eigentlich kein Ergebnis. Das
stimmt mit der Tatsache iiberein, dass die Gleichung x> + 1 = 0 keine reellen Lésungen hat.
Aus vielen Griinden wire es trotzdem wiinschenswert, mit Wurzeln aus negativen Zahlen
rechnen zu konnen. Insbesondere hiitte x> + 1 = 0 zwei Losungen.

Wir formalisieren nun das Konzept der Wurzel aus einer negativen Zahl.

2.11.1 Definition. Die Menge der komplexen Zahlen C wird definiert als die Menge der
Paare reeller Zahlen, C := R? = R x R. Wir schreiben eine komplexe Zahl (a, b) € C meist
als a + ib an, wobei i ein formales Symbol, die sogenannte imagindre Einheit, ist. Fiir
z=a+1ib € Cheilit a =: Re z der Realteil und b =: Im der Imagindirteil von z. Sind a + ib
und ¢ + id zwei komplexe Zahlen, so definieren wir eine Addition und eine Multiplikation,
indem wir

(a+ib)+(c+id):=(a+c)+i(b+d), (2.13)
(a+1ib) - (c+id) := (ac — bd) + i(bc + ad) . (2.14)

setzen. Ist a + ib € C mit b = 0, so schreibt man auch a anstatt a + {0, und ist a = 0, so
schreibt man ib anstatt O + ib. Fiir O + i1 € C schreibt man kurz i und fiir 0 + {0 auch 0.

Wir wollen die triviale, aber niitzliche Tatsache herausstellen, dass zwei komplexe Zahlen
genau dann iibereinstimmen, wenn ihre Realteile und ihre Imaginirteile tibereinstimmen.
Die imaginire Einheit modelliert den Ausdruck V—1. Tatsichlich gilt gemif (2.14), dass
i = —1 sowie (—i)> = —1.

2.11.2 Satz. Die komplexen Zahlen (C, +, -) sind ein Korper, wobei O + i0 das neutrale
Element beziiglich +, 1 + i0 das neutrale Element beziiglich -, (—a) + i(—b) die additiv
Inverse zu a + ib, und
a . =b
a’ + b? +laz+b2

die multiplikativ Inverse zu a + ib # 0 + i0 ist.

(2.15)

Beweis. Wir miissen die Korperaxiome aus Definition 2.1.1 nachweisen. Die Kommutati-
vitit von + und -, daher Axiome (a4), (m4), folgt unmittelbar aus der Definition in (2.13)
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und (2.14). Genauso schnell iiberzeugt man sich von der Giiltigkeit der Assoziativitit von
+, also von Axiom (al). Wegen

((a+1ib) - (c+id)) - (x +iy) = ((ac — bd) + i(bc + ad)) - (x + iy)
= (acx — bdx — bcy — ady) + i(bcx + adx + acy — bdy)
= (a+1ib) - ((cx —dy) +i(cy + dx))
=(a+ib)-((c+id) - (x+1iy))

gilt (m1). Ganz leicht sieht man, dass 0 + i0 das additiv neutrale Element von C ist, und
dass (—a) + i(—b) das zu a + ib additiv inverse Element ist. Also sind (a2) und (a3) erfiillt.
Genauso elementar sieht man, dass 1 + i0 das multiplikativ neutrale Element ist, und dass
die in (2.15) angegebene komplexe Zahl das zu a + ib multiplikativ inverse Element ist,
womit (m2) und (m3) erfiillt sind. SchlieBlich gilt (d), da in R das Distributivgesetz gilt
und da

(x+iy)-((a+ib)+ (c+id)) = (x+iy)- ((a+c)+i(b+d))
= (xa + xc —yb — yd) + i(xb + xd + ya + yc)
= ((xa — yb) + i(xb + ya)) + ((xc — yd) + i(xd + yc))
=(x+iy)-(a+ib)+ (x+1iy) - (c+id).

Q

Die reellen Zahlen sind in C eingebettet vermoge der Abbildung a +— a + i - 0. Offenbar ist
diese Einbettung ein Kérperhomomorphismus, also vertriaglich mit den Verkniipfungen +, -.
Insbesondere sehen wir, dass C ein R-Vektorraum ist. Die dafiir notigen Rechengesetze
gelten, da sie einfach Spezialfille der Rechenregeln des Korpers C sind. Eine Basis von
C als R-Vektorraum lisst sich leicht angeben, ndmlich {1, i}. Denn es ldsst sich ja jede
komplexe Zahl in eindeutiger Weise als Linearkombination a - 1 + b - i mit den reellen
Koeflizienten a, b anschreiben. Wir sehen also, dass die Dimension von C als R-Vektorraum
Zwei ist.

Graphisch lassen sich die Zahlen aus C als Punkte in der Ebene veranschaulichen, man
spricht auch von der Gaufischen Zahlenebene. Dabei ist

|lz| := Va? + b (= 0) (2.16)

die Lange des Vektors von (0, 0) nach (a, b). Wir nennen |z| auch den Betrag von z.
Der Betrag auf den komplexen Zahlen wird gleich wie die Betragsfunktion auf einem
angeordneten Korper bezeichnet. Es gelten ndmlich vergleichbare Regeln (z, w € C):

(@) |Rez| <z, [Imz]| <z
(i) |zwl| = |zlIwl.

(i) lz+w| < |z] + [wl.
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Im
C
ibt------ rz=a+ib
/o
; Re
0| g a
—ib 1 v Z=a-1ib

Abbildung 2.3: Zahlenebene

(i) |z +wl > izl = wi]-

(7) und (ii) lassen sich dabei elementar nachpriifen. Die Dreiecksungleichung folgt durch
Ausquadrieren, und die Dreiecksungleichung nach unten beweist man genauso, wie bei
den angeordneten Korpern (siehe Lemma 2.2.12).

Eine weitere Begriffsbildung im Zusammenhang mit den komplexen Zahlen ist die der
konjugiert komplexen Zahl 7 zu einer komplexen Zahl z = a + ib:

Z:=a-—1ib.

Offenbar gilt [7] = |z, |zI*> = zz,und 77! = é wenn z # 0. Der Ubergang von z zu seiner
konjugierten 7 entspricht bei der graphischen Veranschaulichung der komplexen Zahlen
genau dem Spiegeln an der reellen Achse.

2.12 Ubungsaufgaben

2.1 Sei K = {0, 1,2}. Man definiere + und - so, dass (K, +, -) ein Korper wird. Lésst sich dieser
Korper anordnen? Begriindung!

2.2 Sei (K, +, -, P) ein angeordneter Korper. Man zeige (x,y,a,b € K):
xX<yVy<ux,

x20=>x2>0,



62

2 Die reellen Zahlen

23

24

2.5

2.6

2.7

2.8

z>0Ax<y) = xz<yz

Z<O0Ax<ZLy)=>xz2yz.

Sei (K, +, -, P) ein angeordneter Korper. Man zeige (x,y,z € K):
O<x<y=>(@E<I<iaxtzyh

AuBerdembeweiseman—% > —%,wobei2 = 1g+1g, 3= lg+1g+1g, 4= lg+1g+1g+1g.

Sei (K, +, -, P) ein angeordneter Korper. Zeigen Sie, dass [-3, 1] + (=1, 1) ein Intervall ist!
Welches? Entsprechend verfahre man mit [2, 5] + [-2, —1]!

Sei (K, +, -) ein Korper, und seien p, g € K. Man betrachte die Funktion f(x) = x> + px + ¢
von K nach K.

Man zeige, dass wenn x; eine Nullstelle ist, dann auch x, := —p — x; eine Nullstelle ist, dass
dann f(x) = (x — x1)(x — x2), und dass es dann keine weitere Nullstellen von f gibt. Also hat f
hochstens zwei Nullstellen. Dabei heif3t xy eine Nullstelle von f, wenn f(xy) = 0.

Hinweis: Ist x; eine feste Nullstelle und x € K, so gilt f(x) = f(x) — f(x1). Man berechne die

rechte Seite unter zu Hilfenahme von x* — x% = (x—x)(x+ x1).

Sei (K, +, -) ein Korper, sodass 2 := 1g + 1x # Ound damit4 := g+ lg+ g+ 1xg =2-2 £ 0,
und seien p, ¢ € K. Man betrachte die Funktion f(x) = x> + px + g von K nach K. Man zeige,

dass f genau dann eine Nullstelle hat, falls es ein y € K gibt, sodass y* = %2 —¢. In diesem
Falle zeige man, dass dann -5 + y und —% — y genau die Losungen von f(x) = 0 sind.

Hinweis: Quadratische Ergidnzung.

Sei (K, +, -, P) ein angeordneter Korper. Um die Losungsmenge einer Ungleichung z.B. der
Form

2-xl>4,

zu erhalten (2 := 1g + 1g, 4 := 2 + 2) geht man folgendermaBen vor: Betrachte zuerst den Fall
x < 2. Dann schreibt sich unsere Ungleichung als 2 — x > 4, was zu x < -2 dquivalent ist. Also
ist unsere Losungsmenge in diesem Fall {x e K : x <2}N{x e K:x < -2} ={xe K : x < -2}.

Ist x > 2, so schreibt sich unsere Ungleichung als x — 2 > 4, und somit x > 6 := 4 + 2. Unsere
Losungsmenge istin diesem Fall {x e K : x >2}N{xe K: x> 6} ={xe€ K: x> 6}.

Die Losungsmenge insgesamt ist somit {x € K : x < -2} U{x € K : x > 6} = (—00,-2] U
[6, +00).

Man bestimme auf analoge Weise die Menge aller x € K, x # 1, sodass

igz_
1T — x|

Sei (K, +, -, P) ein angeordneter Korper. Man bestimme die Menge aller x € K, sodass

4lx| + |5 - 2x| < 8.
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29

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

Sei (K, +, -, P) ein angeordneter Korper. Man zeige: Die Abbildung ¢ : x — ﬁ ist eine

bijektive Abbildung von K auf (—1g,1g) = {x € K : —1g < x < lg}. Man gebe auch die
Inverse ¢—1 i (-1g, 1) = K von ¢ an.

Weiters zeige man, dass ¢ streng monoton steigend ist: x <y = ¢(x) < ¢(y).

Sei (K, +, -, P) ein angeordneter Korper. Man bestimme Minimum, Maximum, Infimum und
Supremum (falls existent) der Menge

1 1
g, — Ui+ X neNbu@ 15,3 1k].
2'11( I’l'lK

Begriinden Sie ihre Antwort in mathematisch stichhaltiger Art und Weise!

Sei (K, +, -, P) ein angeordneter Korper. Man bestimme Minimum, Maximum, Infimum und
Supremum (falls existent) der Menge
1 1
{teK:—K<t< —K}.
y x

O<x<y<lg
Begriinden Sie ihre Antwort in mathematisch stichhaltiger Art und Weise!

Sei (K, +, -, P) ein angeordneter Korper. Sei M C K so, dass inf M existiert, und s € K.
Man zeige: Es gilt s < inf M genau dann, wenn es ein ¢ € K gibt, sodass s < t < m fiir alle

m € M. Weiters zeige man: s <inf M & s <m, Vm e M.

Man zeige: Ist M C K, so existiert sup M genau dann, wenn inf(—M) existiert. In diesem Falle
gilt —sup M = inf(—M).

Sei (K, +, -, P) ein angeordneter Korper.

Sei M C K nach oben beschrinkt, und bezeichne O die Menge aller oberen Schranken. Man
zeige, dass O N M = (@ oder O N M = {z}, und dass die zweite Moglichkeit genau dann eintritt,
wenn M ein Maximum hat.

Man stelle eine Formel fiir (n € N)

p) =12 +22 4324 ... 442

auf, und beweise diese mittels vollstindiger Induktion.

Hinweis: Setzen Sie unbestimmt p(n) = an’+bn>+cn+d an, und ermitteln Sie die unbekannten
Koefhizienten durch Einsetzen vonn = 1, n = 2, usw. .

Man stelle eine Formel fiir (n € N)
p(n) := Z(Zk— D> =12+3%+---+2n-1)
k=1
auf, und beweise diese mittels vollstindiger Induktion.

Hinweis: Setzen Sie unbestimmt p(n) = an’ +bn?+cn+d an, und ermitteln Sie die unbekannten
Koeffizienten durch Einsetzen vonn = 1, n = 2, usw. .
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2.17

2.18

2.19

2.20

221

222

2.23

Zeige mittels vollstdndiger Induktion, dass fiirn e N, n > 2,

2”1 1 3  2n+l
2_ - = = . -
S2-1 4 2n(n+1)

Zeige mittels vollstidndiger Induktion, dass fiir n € N,
B 1
Z k(k+ 1) = =n(n+ D(n +2).
3
k=1
Zeige mittels vollstindiger Induktion, dass fiirn € N, n > 2,

L 1 1
1 =2- .
l—[( Jrn+k) n+1

k=1

Zeige mittels vollstindiger Induktion, dass firn € N, n > 2,

“ 2 1 2
n(l_k(k+1)):§(l+2)‘

k=2

Zeige mittels vollstidndiger Induktion:

(@) 2" >nfirneNund 2" > n® firneN,n > 5.

(b) Fiir ein beliebiges x > 2 aus einem angeordneten Korper, folgere man x* > n fiirn € N

und X" > n? fiiralle n € N, n > 5.

Zeige mittels vollstindiger Induktion: Fiir beliebige Elemente a, b aus einem Korper und n € N

gilt
n
bn+] _an+1 — (b—a)Zajb”_j.
j=0

Leite daraus fiir x # 1 die Formel

n 1_xn+l
Zxk= ] , neEN,
k=0 -x

her.

Die Zahlen a,, € N (n € N) sind rekursiv definiert durch

ar=1, ape1=a1+ax+...+a,.

Zeige, dass a,, = 212 fiir n > 3.

Anmerkung: Die Existenz dieser Zahlen a, folgt aus dem Rekursionssatz, wenn fiir A die
Menge UrenNF, also die Menge aller endlichen geordneten Tupel, fiir @ das Element 1 € N C A
gewdhlt, und g durch g((by,...,by)) = (by,..., by, lele b;) definiert wird. Die gesuchten

Zahlen a, sind dann genau die letzten Eintrige von ¢(n).
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2.24 Eine Zahl p € N, p > 1, heillit Primzahl, wenn aus m - n = p fiir m,n € N folgt, dassn = 1

2.25

2.26

2.27

2.28

2.29

oderm = 1.
Sei A(n), n € N, n > 2, die Aussage:

Es gibt endlich viele (nicht notwendigerweise verschiedene) Primzahlen py, ..., p,, sodass

n= l_[pj.
J=1

Beweise diese Aussage mit Hilfe einer im Skriptum angegebenen Variante der vollstindigen
Induktion.

Fiirn € N und k € {0,...,n), sei der Binomialkoeffizient (;) durch () = 1 und durch
n\ n n—1 n—k+1 n!
- 2. = fu >k>1
(k) 172 k K-k o EEE

definiert, wobei n! durch 0! = 1, 1! = 1 und (n + 1)! = n!(n + 1) induktiv definiert ist. Zeige,

dassfirn >k >1
n+ n _n+1
k| \k—=1) \ k& |

Weiters beweise den Binomischen Lehrsatz mittels vollstandiger Induktion:

(@+vy'=> (:) a" ™k,

k=0

wobei a, b Elemente aus einem beliebigen Korper sind.
Anmerkung: Istk € Z\ {0, ..., n}, so definiere (’,:) := 0. Dann gilt die Gleichung (’Z) + (kfl) =
("+) firallen € N, k € Z.

Sei p,q € Z mit p < q. Zeige, dass {r € Z : p < r < g} eine endliche Teilmenge von Z ist.
Dabei ist die Definition 2.3.15 zu verwenden.

Beweisen Sie, dass fiir ein endliches M das k € N, sodass es ein bijektives f : M — {n e N :
n < k} gibt, eindeutig ist; vgl. Definition 2.3.15.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass es reicht zu zeigen, dass es fiir natiirliche k; > k; keine
injektive Funktion g von {n € N : n < k;} nach {n € N : n < k;} gibt. Beweisen Sie letzteres
mit vollstindiger Induktion nach k.

Beweisen Sie, dass Teilmengen T endlicher Mengen M wieder endlich sind; vgl. Bemerkung
2.3.16.

Hinweis: Vollstindige Induktion nach dem k € N, sodass es ein bijektives f : M — {n € N :
n < k} gibt.

Sei (K, +, -) ein Korper, und sei x € K \ {0}, p, g € Z. Zeige mittels vollstindiger Induktion fiir

. . . . . . . — 1
natiirliche p, g und/oder mittels Fallunterscheidungen im allgemeinen Fall: x™7 = -, xx7 =

xP¥e (xP)1 = xP,
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2.30

231

2.32

2.33

2.34

2.35

2.36

Zeigen Sie, dass fiirm < n, m,n € Nund k = 2, ..., n, folgende Ungleichungskette gilt:

1 (m 1 (n 1 1

— )<=l |5 <=

mi\k) ~ nk\k) = kT 2k
wobei () := 0, falls m < k.

Weiters beweise man, dass fiir k > 2, k € N,

(2/<k)_1-3...(2k—1)
2% T 2.4, (2K

Sei (K, +, -, P) ein archimedisch angeordneter Korper. Dieser enthilt bekanntlich Q — genauer,
eine Kopie der rationalen Zahlen. Ist nun Q C K, so zeige man, dass es sogareinn € K \ Q
gibt mit 0 <7 < 1.

Weiters zeige man, dass zwischen je zwei x < y aus K ein nicht rationales & mit x < & <y gibt.
Hinweis: Zeigen Sie die letzte Behauptung zunéchst fiir x,y € Q.

Sei (K, +, -, P) ein archimedisch angeordneter Kérper. Man bestimme das Supremum und
Infimum der Menge

M={(—1)"+%:neN}.
n

Sei (K, +, -, P) ein archimedisch angeordneter Korper. Man bestimme die Menge aller oberen
Schranken und die Menge aller unteren Schranken der Teilmenge
-1)" 1
M = {(—1)”—u:neN}U[§,1)gK.
n

Hat diese Menge ein Infimum bzw. ein Supremum in K? Falls ja, dann bestimme man diese
und iiberpriife, ob diese auch Minimum bzw. Maximum von M sind!

Sei p(x) = apx* + -+ ag ein Polynom mit reellen Koeffizienten a;, sodass a; > 0. Zeigen Sie,

dass es ein N € N gibt, sodass p(n) > O fiirallen > N, n € N.

Hinweis: Zeigen Sie, dass man g = 1 annehmen kann, und dass wenn n >
kmax(lak-1l, - ..,laol) auch p(n) > 0 gilt.
Zeigen Sie fiir eine Teilmenge M von R und x € R, dass inf({x} + M) = x + inf M in dem

Sinne, dass die linke Seite genau dann existiert, wenn die rechte es tut!

Unter der Annahme, dass ) # M, M, C R nach unten beschrinkt sind, zeigen Sie weiters,
dass inf(M;| + M) = inf M, + inf M,

Betrachte die quadratische Ungleichung (p, g € R)
X+ px+q=0.

Man beweise, dass die Menge aller x € R, fiir die diese Ungleichung stimmt, mit R {iberein-
stimmt, wenn x% + px + q keine Nullstellen in R hat, und sonst gleich (—oo, x1] U [x2, +00) ist,
wobei
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2.37
2.38

2.39

2.40

241

2 2
X =—§— \/%—q, x2:—§+ \/%—4-

Wie schauen die Losungsmengen fiir die Ungleichungen X+px+g>0,x2+px+q<0,
x% + px+ g < 0 aus?

2
Hinweis: Man beachte x* + px+¢ = (x+ £)? + ¢ — Z- und verwende die Tatsache, dass x — x*

die Menge R* U {0} bijektiv auf R* U {0} abbildet.
Man bestimme die Menge aller x € R, sodass 6|x| + (1 — 3x)% < 37.
Man rechne nach,

(i) dass 1 + i0 das multiplikativ neutrale Element von C ist.

(i) dass fiir z € C\ {0} tatsdachlich w := # das multiplikativ Inverse Element zu z ist, dass
alsowz =1 + 0i gilt.

(iii) dass |zw| = |zllwl, |z + w| £ |z + |w| fiir z,w € C.

Man berechne: —32+—1193 (-14+i2)72, (1 + )3, Z}ZO i

Sei z = a + ib € C. Man zeige mit den Mitteln der Vorlesung (also ohne Polarkoordinaten),
dass z Quadratwurzeln hat, dass es also ein w € C gibt, sodass w? = z. Wie viele Losungen
gibt es? Man berechne damit alle Quadratwurzeln von i und von 3 — i2.

Hinweis: Man setze w = ¢ + id unbestimmt an und l6se die gewiinschte Gleichung.

Man betrachte die Intervalle I, := (—% l) C R und bestimme N,en/j,.

’n
Weiters sei B, := {z € C : Re(z) + Im(z) € I,,}. Man bestimme B = N,cnB,, und skizziere die
Lage von B und B,, in der Zahlenebene.



