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Kapitel 1

Topologische Raume

1.1 Offene Mengen, Umgebungen

1.1.1 Definition. Sei X eine Menge und 7 C P(X) ein System von Teilmengen
von X. Erfiillt 7 die Eigenschaften

(01) PeT,X€T,
(02) Istn€NundOy,...,0, € T,n €N, sofolgt N;_, 0; € T,
(03) Ist I eine Indexmenge und O; € 7,4 € I, so folgt |J;c; O; € T

so heiflt T eine Topologie auf X. Die Elemente von 7 heiflen offene Mengen,
und man spricht von (X, 7)) als topologischen Raum.

1.1.2 Beispiel.

(i) Sei T := P(X). Klarerweise sind (01)-(03) erfiillt, also ist (X,P(X)) ein
topologischer Raum. Man spricht von der diskreten Topologie.

(1) Sei T := {0, X }. Wieder sind (01)-(03) trivialerweise erfiillt. Man spricht
von der Klumpentopologie

1.1.8 Beispiel (Metrische Riume). Sei X eine Menge und d : X x X —» R
Dann heifit d eine Metrik auf X (und damit (X, d) metrischer Raum), wenn gilt
(1-7 y7 < e X)

(M1) d(z,y) > 0 und d(z,y) = 0 genau dann wenn z = y.
(M2) d(z,y) = d(y, z)
(M3) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) (Dreicksungleichung)

Sei nun ein metrischer Raum (X, d) gegeben. Wir definieren ein System 7 von
Teilmengen von X . Es ist O € T wenn O C X die folgende Eigenschaft hat: Zu
jedem z € O gibt es ein € > 0 sodafl

Ufz) ={ye X :d(y,z) <e} CO.
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2 KAPITEL 1. TOPOLOGISCHE RAUME

Die Menge U.(z) nennt man auch e-Kugel um z. Wir weisen nach, dafl 7 eine
Topologie auf X ist. Zunichst gilt trivialerweise §, X € 7. Sind Oy,...,0, € T
und ist £ € O1 N...N Oy, so existieren €1,...,€, > 0 mit

Ufi(m') gOi,izl,...,n.

Setze € := min{ey,..., €y}, dann ist € > 0 und es gilt U (xz) C U, (z) C O;,
i=1,...,n, also

UG(JI) CcCOiN...N0,.
Damit haben wir erhalten das Oy N...N O, € T. Seien O; € T, 14 € I, und
T € UieI O;. Dann gibt es ein i € I mit z € O;,, und daher ein € > 0 mit

Ue(z) CO;, € |JOi-
iel
Also gilt J;c; 0: € T.
Man sagt T ist die von der Metrik d induzierte Topologie.
1.1.4 Beispiel.

(7) Sei X =R™ oder X = C". Dann ist

d(Z,9) := (Zn: £ —Z/z‘|2)%
i=1

wobel Z = (z1,-.-,%n), ¥ = (Y1,---,yn), eine Metrik auf X. Man hat
also eine von dieser Metrik induzierte Topologie auf X, die euklidische
Topologie.

(17) Sei X = RU {+00,—00}. Definiere T C P(X) wie folgt. Esist O € T
wenn O C X die folgenden Eigenschaften hat: Ist z € O N R, so gibt es
€e>0mit U(z) ={y e R: |Jy—z| < e} CO.Ist +o0 € O, so gibt es
N € R mit Uy(+o0) :={y €R:y > N} CO. Ist —oo € O, so gibt es
N € Rmit Uy(—o0) :={y e R:y < —-N} CO.

Man weist genauso wie in Beispiel 1.1.3 nach, dal 7 eine Topologie auf X ist.
De facto kommt diese Topologie auch von einer Metrik, z.B. von

d(z,y) := | Arctanz — Arctany|, z,y € X,

wobei wir definieren

Arctan(4o0) := g, Arctan(—o0) := —g.
1.1.5 Beispiel. Sei X eine Menge und sei F(X) := RX, d.h. die Menge aller
Funktionen f : X — R Wir sagen O € T fiir ein O C F(X) wenn gilt: Zu
jedem f € O existiert n € N, x1,...,2, € X,€1,...,€6, > 0 sodaf3

Ustiine, (f) = {9 € FOX) : lglee) = flan)| <epi=1,...,n} CO.

Man zeigt genauso wie in Beispiel 1.1.3 das T eine Topologie auf F(X) ist, die
Topologie der punktweisen Konvergenz. Sie ist gerade die Produkttopologie von
F(X) = [],ex R, siehe spiter. Ist X iiberabzéhlbar, so kommt diese nicht von
einer Metrik (siehe spiter : sie erfiillt dann nicht das 1-te Abzéhlbarkeitsaxiom).
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Die obigen Beispiele verwendeten zur Definition der Topologie die Vorgangs-
weise: “O ist offen wenn es zu jedem Punkt z € O eine ganze Menge U von ge-
wisser Gestalt gibt mit x € U C O“. Man stellt sich dabei vor das U “zu X sehr
nahe“ Punkte y enthilt, daf also eine Menge offen ist wenn sie mit jedem Punkt
auch alle hinreichend nahen Punkte enthilt. Diese Vorstellung wird formalisiert
durch den Begriff der Umgebung.

1.1.6 Definition. Sei (X, 7T) ein topologischer Raum und z € X. Eine Menge
U C X heifit Umgebung von x wenn es eine offene Menge O € T gibt mit
xz € O C U. Wir bezeichnen mit $(z) die Menge aller Umgebungen von z, den
Umgebungsfilter von x.

1.1.7 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum und O C X. Dann sind
dquivalent:

(1) O ist offen.
(i1) O ist eine Umgebung jedes ihrer Punkte.
(7it) Zu jedem x € O gibt es U € s(x) mit U C O.

Beuweis.
(1) = (i) Sei O offen und z € O. Dann ist O € $(x) denn fiir die in der
Definition verlangte Menge wahle O selbst.

(44) = (441) Wahle stets U = O.

(#43) = (i) Zuz € O sei U, € YU(x) sodaB U, C O. Sei O,, offen mit z € O, C U,.
Dann ist also auch
€0, C0O,z€0,

und daher O = J,_ ., O, offen.

z€0

O

1.1.8 Satz. Sei X eine Menge. Ist T eine Topologie auf X und bezeichnet $4(x)
den Umgebungsfilter von x so gilt

(U1) X ed(z),z € X.

(U2) IstU e h(z), so gilt z € U.

(U3) IstU e h(z) und V DU, so folgt V € U(z).
(U4) Ist U,V € sl(x), so auch UNV € U(x).

(UB) Ist U € U(z) so existiert V € U(z),V C U, mit

V e My) fir alley € V.

Ist umgekehrt jedem x € X ein System $4(z) C P(X) von Teilmengen von X
zugeordnet, sodaff (U1) - (U5) erfillt sind, so existiert genau eine Topologie
T auf X sodaf fiir alle x die Menge $\(x) gerade der Umgebungsfilter von x
beziiglich der Topologie T ist.
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Beweis.

-) Sei (X,T) topologischer Raum und $(z) der Umgebungsfilter von z. Die
Eigenschaften (U1) - (U3) folgenden unmittelbar aus der Definition der Umge-
bung. Seien U,V € U(x) und 01,05 offen mit z € O1 C U, z € O C V. Dann
ist O1 N O5 offen und es gilt x € O; N0, CUNV, also folgt UNV € i(x), d.h.
(U4) gilt. Sei U € $4(x) und wihle O offen mit z € O C U. Wegen Lemma 1.1.7
ist O € $4(x) und sogar O € U(y) fir alle y € O, d.h. (U5) gilt.

-) Sei nun X gegeben und zu jedem Punkt x € X sei U(z) ein System von
Teilmengen von X sodaf die Eigenschaften (U1) - (U5) erfiillt sind. Wir defi-
nieren 7 C P(X) wie folgt. Es ist O € T falls gilt: Zu jedem z € O gibt es ein
U € 4(x) mit U C O. Dann ist T eine Topologie auf X: Zunichst gilt (01), da
$(x) wegen (U1) nicht leer ist. Weiters gilt (02), denn ist x € O; N...N O, und
sind U; € {(z) mit U; C Oy, so folgt wegen (U4) das Uy N...NU, € U(z) und
es gilt
uin..NnU,CO1N...N0,.

Die Eigenschaft (03) ist klar, denn ist z € |J
U € Y(x) mit

ier Oi, soist x € O;, und es existiert
Uco;,clJos.

i€l

-) Sei (X,T) topologischer Raum, und $4(z) die Umgebungsfilter. Ausgehend
von den i(z) konstruieren wir wie im letzten Schritt eine Topologie 7’. Dann
gilt 7' = T: Denn nach Definition gilt O € 7' genau dann, wenn es zu jedem
xz € O ein U € Y(zx) gibt mit U C O. Das ist wegen Lemma 1.1.7 genau dann
erfiillt, wenn O € 7.

-) Seien Systeme U(z) gegeben und sei 7 die daraus konstruierte Topologie.
Weiters seien ' (z) die Umgebungsfilter beziiglich 7. Wir zeigen U'(z) = U(x).
Sei U € U(x). Wihle nach (U5) ein V € U(z) mit V € U(y),y € V. Dann ist
V € T nach Definition von 7. Wir erhalten wegen z € V C U also U € {'(z).
Sei umgekehrt U € Y'(z). Wihle O € T mit z € O C U. Nach Definition von
T gibt es Uy € U(x) mit U; C O C U. Wegen (U3) folgt U € i4(z).

1.2 Basis, Umgebungsbasis

Betrachtet man zum Beispiel einen metrischen Raum (X, d), so haben wir die
Topologie definiert mit Hilfe der e-Kugeln

Ulz) ={y € X :d(y,z) < €}.
Diese Konstruktion hat genauso funktioniert wie jene von Satz 1.1.8, obwohl
W(z) :={Uc(z) : e > 0}

offenbar im allgemeinen nicht alle Axiome (U1) - (U5) erfiillt, z.B. werden im
allgemeinen (U1), (U3), (U5) verletzt sein.
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1.2.1 Definition. Sei (X, T) topologischer Raum, z € X, und sei 20(z) C #(x).
Dann heifit 20(x) eine Umgebungsbasis von z, wenn es zu jedem U € $i(x) ein
V e 2(x) gibt mit V C U.

1.2.2 Lemma. Sei (X,T) topologischer Raum, $(x) die Umgebungsfilter und
sei W(x) eine Umgebungsbasis. Dann gilt

U(z) = {U € P(X): IW € W(x) mit W CU}.

Beweis. Sei U € i(r) dann existiert nach Definition 1.2.1 ein W € 20(z)
mit W C U. Sei umgekehrt U € P(z) und W € 20(z) mit W C U. Wegen

W(z) C U(z) und (U3) folgt U € U(z). .

1.2.3 Satz. Sei X eine Menge. Ist T eine Topologie auf X und ist fir jedes
xz € X das System 20(x) von Teilmengen von X eine Umgebungsbasis von x, so
gilt

(UB1) 2(z) # 0.
(UB2) IstV € W(x), soistx € V.
(UB3) Sind U,V € W(x), so existiert W € W(z) mit W CUNV.

(UB4) IstU € 2(z) so existiert V € P(X) mitx € V C U und sodaf zu
jedemy € V ein W € W(y) existiert mit W C V.

Sind umgekehrt Systeme W (x) gegeben die den Axinomen (UB1) - (UB4)
geniigen, so existiert genau eine Topologie auf X sodaf 20(x) fir jedes x Um-
gebungsbasis ist.

Beuweis.

-) Sei T gegeben. Da (x) # ( ist kann auch 20(zx) nicht leer sein. Wegen
W(x) CU(x)ist x € U fiir alle U € W(x). Sind U,V € W(z), soist UNV € i(x)
und daher gibt es W € 2(z) mit W CUNV. Ist U € W(x), so ist U € h(x)
und es existiert V € T mit z € V C U. Ist y € V, so gibt es U; € #(y) mit
Uy CV und daher W € 9(y) mit W C U, C V.

-) Seien Systeme 20(x) gegeben die (UB1) - (UB4) erfiillen. Definiere
W) ={UeP(X):3W e W(z) mit WCU}.

Dann sind fiir die ${(z) die Axiome (U1) - (U5) erfiillt. Es wird also eine To-
pologie 7 definiert die {(z) als Umgebungsfilter hat. Offenbar ist 20(x) eine
Umgebungsbasis.

-) Sei T gegeben und sei 20(z) Umgebungsbasis. Definiert man wie im letzten
Schritt eine Topologie T, so gilt 7' = 7. Denn wegen Lemma 1.2.2 bestimmt
eine Umgebungsbasis die Topologie eindeutig.

O

In analoger Weise wie man durch eine Umgebungsbasis alle Umgebungen aus
einem Teilsystem rekonstruiert, kann man auch versuchen die offenen Mengen
aus einem Teilsystem zu rekonstruieren.
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1.2.4 Definition. Sei X, 7 ein topologischer Raum und sei ¢/ C 7. Dann heif}t
U Basis fiir die Topologie T wenn sich jede offene Menge O € T schreiben 1483t
als Vereinigung von Mengen aus U.

Anders ausgedriickt ist ein System U offener Mengen eine Basis wenn gilt:
Fiir alle O € T ist
o=|J{veu:vcoy.

Oder wenn gilt: Fiir alle O € 7 und z € O gibt esU € Y mit x € U C O.

1.2.5 Satz. Sei X eine Menge. Ist T eine Topologie auf X und ist U eine Basis
fiir T, so gilt

(B1) 0eu.
(B2) IstUp,Us €U, x € Ui NUs, so existiert Us € U mitx € U3 C UL NUs.
(B3) Uy U=X.

Ist umgekehrt U C P(X) sodafs (B1) - (B3) erfiillt sind, so gibt es genau eine
Topologie auf X fiir die U Basis ist.

Beweis.
-) Sei U Basis von 7. Wegen ) € T folgt (B1) und wegen X € T folgt (B3).
Seien Uy, Uz € U. Wegen U C T ist Uy NU; € T und es gilt daher

UinUy = {U:U eU,U CU NV}
Zu x € U; NU; existiert also U € Y mit x € U C U; N Us.

-) Sei U gegeben mit (B1) - (B3). Wir zeigen induktiv das gilt: Ist Uy,...,U, €
U,z € UiN...NUpy, so existiert U € Y mit x €¢ U C Uy N...NU,. Der
Induktionsanfang n = 2 ist gerade die Bedingung (B2). Induktionsschritt n
n + 1: Seien Usq,...,Up,Upy1 € Y und z € Uy N ... N U, N Up41 gegeben.
Dann existiert U' € Y mit x € U' CU; N ...NU,. Axiom (B2) angewandt auf
2 €U NUpyq liefert ein U e Y mit x e U CU'NUp1 CULN...NU, NUpy1.

-) Wir definieren
T::{ UU:vgu}gP(X), (1.1)

Uey
und zeigen dafl 7 eine Topologie auf X ist. Zunéchst ist

b=JUerT,
Ued
und wegen (B3)
X = U UeT,
Ueu

also gilt (O1). Die Bedingung (03) ist klar, denn

u(uov)= U vu.

el Uey; UelU;cr Vi
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Es bleibt (O2) zu zeigen. Seien also O; = Uycy, U, i = 1,...,n, gegeben. Ist
z € 01N...N0,, soist also z € O; und daher existiert U; € V; mit & € U;. Der
obige Schritt zeigt daser ein U € U gibt mit x € U C UiN...NU, C O1N...N0,,.
Wir erhalten
O1N..N0,=JU
Uev
wobel V:={UeU:UCO1N...N0x} also01N...NO, €T.

-) Ist 7 eine Topologie und U eine Basis fiir T, so gilt stets (1.1), also ist T
durch U eindeutig bestimmt.

O

1.2.6 Lemma. Sei X, T topologischer Raum und U C T. Dann ist U Basis fiir
T genau dann wenn fir jedes © € X die Menge

W) ={UeU:2€T}
eine Umgebungsbasis bei x ist.

Beweis.

-) Sei U Basis, z € X und U € 4(z). Dann existiert O € 7 mit z € O C U und
daher ein U' e U mit € U' CO CU.Da U’ € T ist auch U’ € (z) und wir
haben erhalten das 20(z) eine Umgebungsbasis bei z ist.

-) Sei W (z) Umgebungsbasis. Ist O € T, z € O, so ist O € 4(z). Also existiert
U e W(x) CU mit z € U C O. Daher ist U Basis.

O

1.2.7 Definition. Sei X, 7 topologischer Raum und sei V C 7. Dann heifit V
Subbasis fiir T wenn

u::{@,X}u{ﬂw:v;ev,neN} (1.2)
i=1
eine Basis fiir 7 ist.

Offenbar ist jede Basis fiir 7 auch eine Subbasis fiir 7. Weiters ist eine
Topologie durch eine Subbasis eindeutig bestimmt.

1.2.8 Lemma. Sei X eine Menge und V C P(X). Dann ezistiert (genau) eine
Topologie T auf X sodaff V Subbasis fiir T ist.

Beweis. Betrachte die durch (1.2) definierte Menge U. Diese erfiillt klarerweise
(B1) und (B3). Wegen

(i_(n]lvl)m( ﬁ V)=ﬁjv

i=n+1
erfiillt sie insbesondere auch (B2). Nach Satz 1.2.5 gibt es eine Topologie 7~ auf
X welche U als Basis hat und daher V als Subbasis. -
Die in Lemma 1.2.8 aus V C P(X) konstruierte Topologie T besteht also
aus allen Vereinigungen endlicher Durchschnitte von Mengen aus V.
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1.3 Abgeschlossene Mengen

1.3.1 Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Menge A C X heifit
abgeschlossen, wenn A€ offen ist.

1.3.2 Lemma. Sei X eine Menge. Ist T eine Topologie auf X und bezeichnet
A die Menge aller abgeschlossenen Mengen in (X, T), so gilt

(A1) fed, X e
(A2) Ay,..., A, e, neN, sofolgt Ay U...UA, €.
(A3) A; e, i€, so folgt ();c; Ai €2

Ist umgekehrt A C P(X) sodaf (A1) - (A3) gilt so existiert genau eine Topologie
T auf X sodaf A genau das System der abgeschlossenen Mengen von (X, T) ist,
ndamlich

T={4: aen}.
Beweis. Die Axiome (A1) - (A3) geben bei Komplementbildung genau in die

Axiome (O1) - (03) iiber. -

1.3.3 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum und sei B C X. Die
Menge

B:= m {A C X : A abgeschlossen, A D B} (1.3)
heifit der Abschluss von B.

1.3.4 Lemma. Sei (X, T) topologischer Raum, B C X. Dann ist B die kleinste
abgeschlossene Menge die B umfasst.

Beweis. Wegen (Al) ist die Menge iiber die in (1.3) der Durchschnitt ge-
bildet wird nicht leer. Wegen (A3) ist B abgeschlossen. Ist A abgeschlossen
und A D B, so kommt A auf der rechten Seite von (1.3) vor, also gilt A D B.

1.3.5 Lemma. Sei (X,7) topologischer Raum. Dann gilt:
(i) Ist A C B, so folgt AC B.
(ii) Eine Menge A C X ist abgeschlossen genau dann, wenn A = A.

(iii) Sei A C X,z € X. Dann gilt ¢ € A genau dann, wenn jede Umgebung
von x die Menge A schneidet.

(iv) SeiU C X,z € X. Dann gilt U € U(z) genau dann, wenn x ¢ U°.

Beuweis.
ad (i): Ist C abgeschlossen und C' D B, so ist auch C D A.

ad (i7): Folgt mit Lemma 1.3.4.

ad (iii): Seiz ¢ A, dann ist z € A°. Da A° offen ist, haben wir eine Umgebung
von z die A nicht schneidet. Umgekehrt sei angenommen das es eine Umgebung
U von z gibt mit UN A = . Sei O offen mit x € O C U. Dann ist O°¢
abgeschlossen und O¢ D U¢ D A, also auch O°¢ D A. Es folgt = ¢ A.
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ad (iv): Seiz ¢ U, d.h. z € U =: O. Die Menge O ist offen und O¢ = U°¢ D
U¢, also O C U. Damit ist U € $(z). Umgekehrt sei U € U(x). Wihle O offen
mit 2 € O C U. Dann folgt O¢ D U* und da O° abgeschlossen ist auch O¢ D U®.
Wir erhalten z € O C U<, d.h. = ¢ U°.

O

1.3.6 Satz. Sei X eine Menge. Ist T eine Topologie auf X und - : P(X) —
P(X) der AbschluBBoperator A — A, so gilt

(C1) 0=0.

(C2) Fiir jedes AC X, ist AD A.

(C3) Fiir AABC X git AUB=AUB.
(C4) Fir ACX gilt A =74.

Ist umgekehrt = : P(X) — P(X) eine Abbildung die die Figenschaften (C1)
- (C4) hat, so gibt es genau eine Topologie auf X sodaf diese Abbildung der
Abschlufloperator ist.

Beweis.

-) Sei T Topologie auf X und A — A der entsprechende AbschluBoperator.
Da @ abgeschlossen ist, folgt (C1). Aus der Definition (1.3) enthélt man sofort
(C2). Seien nun A, B C X. Dann ist AU B eine abgeschlossene Menge die AU B
umfasst, denn A C A, B C B. Also folgt AU B C AUB. Wegen Lemma 1.3.5,(4),
folgt aus A C AUB das A C AU B und genauso B C AU B. Damit gilt auch
AUB C AU B. Wir haben (C3) nachgewiesen. Die Menge A ist abgeschlossen,

also gilt mit Lemma 1.3.5,(i7), das A = A.

-) Seien 71, T2 zwei Topologien auf X. Angenommen ihre Abschluoperatoren
1,2 :P(X) = P(X) sind gleich. Dann gilt fiir eine Menge A C X das A = a
genau dann, wenn A = A~ denn es ist ja A = A . Wegen Lemma 1.3.5,(i1),

haben die Topologien 77,72 daher die gleichen abgeschlossenen Mengen und
sind damit gleich, 7; = 7.

die den Axiomen (C1) - (C4)
(C4) her das gilt
U

...UA4,.

-) Sei nun eine Abbildung - : P(X) — P(X),

geniigt, gegeben. Wir leiten zunichst aus (C1) -
(i)A1,..., A, C X,s0ist A, U...UA, = A;
(ii)Ist A C B, so folgt A C B.

Um (i) zu zeigen verwenden wir Induktion nach n. Der Induktionsanfang n = 2

ist gerade (C3). Induktionsschritt n + n+1: Seien Ay,..., A,, Apy1 € X. Dann
ist nach (C3) und der Induktionsvoraussetzung

AU UAUA, =4, U...UAUA, 1 =4, U...UA, UA,

Die Behauptung (ii) folgt einfach aus (C3): Sei A C B, dann ist also B =
AU (B\ A). Damit folgt B=AU(B\A) =AU (B\A) D A.




10 KAPITEL 1. TOPOLOGISCHE RAUME

-) Wir definieren ein System 2[ von Teilmengen von X als
A:={ACX:A=A4}.

und zeigen das 2 den Axiomen (Al) - (A3) geniigt. Wegen (C1) gilt § € 2L.
Wegen (C2) ist X C X, und da X € P(X) ist muB X = X gelten, d.h. es ist
X € 2. Also gilt (A1). Seien A4,..., A, € 2, dann folgt mit (¢) aus dem letzten
Schritt

AlU.. U4, =4, U...UA, =4, U...UA,,

also 43 U...UA, € 2 und wir haben (A2). Seien A; € A,i € I. Wegen
Nicr Ai C Aj fiir jedes j € I folgt mit (i) aus dem letzten Schritt, das

mAng_JZA]a jGIJ
iel

und damit (;c; Ai € ;e 45 = Njes Aj- Mit (C2) folgt e, Ai € 2. Mit Lem-
ma 1.3.2 erhilt man eine Topologie T die genau 2 als System abgeschlossener
Mengen hat.

-) Sei ¥ : P(X) der AbschluBoperator der oben definierten Topologie. Dann gilt
also fir BC X

B= ﬂ{A C X : A abgeschlossen , A D B} :m{A CX:A=AADB},
(1.4)
und mit (i7) folgt

B=([{ACX:A=4,ADB}.

Daher ist B D B.

Wegen (C4) ist stets B € 2, also kommt B auf der rechten Seite von (1.4)
vor und wir erhalten B C B, insgesamt also B = B. D.h. der Abschluflope-
rator der oben definierten Topologie ist gerade jene Abbildung - von der wir

ausgegangen sind. .

1.3.7 Definition. Sei (X,7T) topologischer Raum.

(@) Ist A C X und z € X so heifit & innerer Punkt von A wenn A € i(z).
Die Menge aller inneren Punkte von A bezeichnen wir mit A°, das Innere
von A.

(71) Ist A C X,z € X, so heifit = duferer Punkt von A, wenn z innerer Punkt
von A€ ist.

(797) Ist A C X und z € X, so heifit £ Randpunkt von A, wenn x weder innerer
noch duflerer Punkt von A ist. Die Menge aller Randpunkte von A heifit
der Rand von A und wird bezeichnet als OA. Ist es notig zu spezifizieren
beziiglich welcher Topologie der Abschluf3, das Innere bzw. der Rand zu
bilden ist, so schreiben wir auch

Clr A,Int7 A bzw. Bdr A.
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1.3.8 Lemma. Sei (X, T) topologischer Raum und sei A C X,z € X. Dann
gilt:

(i) Es gilt x € A° genau dann, wenn es eine Umgebung U € U(x) gibt mit
U CA. Fsist A° C A.

(4i) Die Mengen A°,0A, (A°)° sind paarweise disjunkt und es gilt X = A° U
OA U (A°)°.

(1i1) = € OA genau dann, wenn jede Umgebung U von x sowohl A als auch A°
schneidet.

(iv) Es gilt A° =J{O € T : O C A}, insbesondere ist A° offen. Die Menge A
ist offen genau dann, wenn A = A°. Der Rand DA ist abgeschlossen.

(v) Es gilt A= AUOA = A° UDA sowie A° = (A°)°.

(vi) Es gilt x € A genau dann wenn jede Umgebung von x die Menge A schnei-
det.

Beuweis.

ad(i): Ist z € A°, so ist nach Definition A € (z). Gibt es umgekehrt ein
U € (z) mit U C A, so ist auch A € U(x) also x € A°. Ist x € A°, also
A € U(z), so folgt insbesondere x € A.

ad (ii): Seixz € X. Wegen A° C A und (A°)° C A° sind A° und (A°)° disjunkt.
Nach Definition ist 04 = (4° U (A°)°)¢, also ist AN A° = QAU (A°)° = () und
X =0AUA°U (A°)°.

ad (i14): Sei z ¢ 0A, dann ist entweder z € A° oder x € (A°)°. Im ersten Fall
gibt es eine Umgebung U € Y(z) mit U C A, d.h. UN A® = §, im zweiten Fall
gibt es U € U(z) mit U C A, d.h. UN A = 0. Umgekehrt existiere U € U(x)
mit UNA = 0 oder UN A¢ = (. Im ersten Fall ist z im AuBleren von A, im
zweiten Fall im Inneren, also x ¢ 0 A.

ad(iv): Sei O offen, O C A, z € O. Dann ist O € 4(z) und daher A € U(z),
also z € A°. Sei umgekehrt z € A°, dann ist also A € (z). Daher existiert eine
offene Menge O mit z € O C A. Da 04 = (A° U (A°)°)°, ist A abgeschlossen.

ad(v): Sei z € A°. Da A° offen ist, folgt A° € $(z) und wegen A C A ist
A°NA = 0 und daher = ¢ OA. Wegen A C A ist = ¢ A, insgesamt also
xz € (AUJA)°. Wir haben also

ADAUODA.

Trivialerweise ist A U9A D A° U A. Wegen (i) ist (A° U 9A)® = (A°)° und
damit A°UQA abgeschlossen. Ist x € A, so ist sicher z ¢ (A®)° denn (A¢)° C A°,
also ist A C A° UJA. Es folgt A C A° U DA.

Wegen (ii) folgt A° = (Ac)°.

ad(vi): Wegen A = A° U QA ist ¢ ¢ A genau dann wenn es eine Umgebung
U € U(z) gibt mit U C A°, d.h. UN A = 0.
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1.3.9 Definition. Sei (X,7) topologischer Raum. Ist A C X und z € X, so
heiit = ein Haufungspunkt von A, wenn gilt z € A\ {z}. Ist x € A und z kein
Hiufungspunkt von A, so heifit = isolierter Punkt von A. Seien A, B C X. Gilt
B C A so heifit A dicht in B. Ist A dicht in X, so sagt man A ist dicht.

1.3.10 Lemma.

(1) Es ist x Hiufungspunkt von A genau dann, wenn fir jede Umgebung U €
U(z) gilt An(U\ {z}) #0.

(it) Es ist x isolierter Punkt von A genau dann, wenn es eine Umgebung U €
U(z) gibt mit ANU = {z}.

(iii) Es gilt x € A genau dann, wenn entweder x Hiufungspunkt von A oder
isolierter Punkt von A ist.

(iv) Sei A C X undV eine Basis fiir T. Dann ist A dicht genau dann wenn
gilt: Fiir jedes V €V ist ANV # 0.

Beweis.
ad(i): Esist AN (U \{z}) = (A\ {z}) NU. Die Behauptung folgt aus Lemma
1.3.8,(vi).

ad (i7): Es ist z nicht Hiufungspunkt von A, wenn es U € U(x) gibt mit (4 \
{z})NU = 0, d.h. mit ANU C {z}. Dabei ist z € A genau dann, wenn
ANU = {z}.

ad (iii): Ist z isolierter Punkt von A, so ist + € A C A. Ist  Haufungspunkt
von A und U € U(x) so ist AN (U \ {z}) # 0 also auch ANU # 0. Es folgt
x € A. Sei umgekehrt z € A und U € Y(z). Dann ist ANU # (. Gibt es ein U
mit ANU = {z}, so ist z isolierter Punkt von A. Anderenfalls gibt es zu jedem
Ueinymity # z,y € ANU, d.h. esist AN(U\ {z}) # 0 und wir erhalten das
z Haufungspunkt von A ist.

ad (iv): Sei A dicht. Ist V € V, so ist V offen. Fiir ein z € V ist also V € i(z).
Wegen 2 € A folgt ANV # (). Umgekehrt habe A die Eigenschaft aus (iv). Sei
x € X und U € i(z). Da V eine Basis ist, gibt esein V € Vmit z € V C U. Es
folgt UNADV NA#D, also ist x € A.

1.4 Filter und Konvergenz

1.4.1 Definition. Sei X eine Menge und F C P(X). Dann heifit F ein Filter,
wenn gilt

(F1) o¢F
(F2) Ist A€ Fund B D A, sofolgt B € F.
(F3) Ist A,B € F,sofolgt ANB € F.

Ist F ein Filter der maximal in der Halbordnung (P(X),C) ist, so heifit F
Ultrafilter.
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1.4.2 Beispiel. Ist (X, T) ein topologischer Raum und z € X, so ist {(z) ein
Filter, der Umgebungsfilter von z (vgl. Definition 1.1.6 sowie Satz 1.1.8).

1.4.3 Lemma. Sei X eine Menge.

(1) Ist F' C P(X) mit der Figenschaft (endliche Durchschnittseigenschaft ),
das firn € N, Fy,...,F, € F', gilt FyN...NF, # 0, so existiert ein
Ultrafilter F mit F D F'.

(i1) Sei F C P(X) ein Filter. Dann ist F ein Ultrafilter genau dann, wenn
die folgende Eigenschaft erfillt ist: Ist A C X und gilt ANF #( fiir alle
FeF, so folgt Ae F.

Beweis.
ad (i): Betrachte die Menge

® = {f C P(X): F D F',F hat die endliche Durchschnittseigenschaft } .

Dann ist ® mit der normalen Inklusion F; O F; eine geordnete Menge. Sei
(Fi)ier eine total geordnete Teilmenge von ®. Setze F := |J;c; Fi- Dann ist
F D F'. Sind Fy,...,F, € F, so existieren i1,...,i, € I mit F; € F;,. Sei
obdA F;, C Fi, € ... C F;,, dann ist also Fy,...,F, € F;, und daher ist
FiN...NF, # 0. Also hat F die endliche Durchschnittseigenschaft und gehort
daher zu ®. Klarerweise ist J = sup;cy J;. Nach dem Lemma von Zorn gibt es
in ® maximale Elemente.

Sei F € & maximal. Dann gilt (F1). Sei A € F und B D A, dann ist
{B}UF € ® und {B}UF D F,also {B}UF = F,d.h. B € F. Daher gilt (F2).
Genauso sieht man (F3): Seien A, B € F, dann ist § C FU{AN B} € &, denn
mit F hat auch F U {A N B} die endliche Durchschnittseigenschaft. Es folgt
F=FU{ANnB},dh. ANB € F. Also ist F ein Filter mit F D F'. Da jeder
Filter 7, mit F; O F in ® liegt und F maximal in & ist, ist F ein Ultrafilter.

ad (ii): Sei F ein Ultrafilter. Ist A C X und gilt AN F # @ fiir alle F € F, so
hat
F'i=FU{A}

die endliche Durchschnittseigenschaft. Also existiert ein Ultrafilter F; mit F; D
F' O F. Da F selbst Ultrafilter ist, folgt F; = F, also auch A € F, also gilt die
behauptete Eigenschaft.

Ist F nicht Ultrafilter, so wahle einen Ultrafilter 71 mit 7; 2 F und eine
Menge A € F; \ F. Dann gilt sicher AN F # ( fiir alle F € F. Also gilt die
Eigenschaft des Lemmas nicht.

O

1.4.4 Definition. Sei (X,7) topologischer Raum, F C P(X) ein Filter und
z € X. Wir sagen F konvergiert nach z, 7 — x, wenn gilt 7 D (). Wir sagen
x ist ein Hiufungspunkt von F, wenn x € A fiir alle A € F.

1.4.5 Lemma. Sei (X,T) topologischer Raum, F Filter, x € X. Ist F — =,
so ist x ein Haufungspunkt von F. Ist F Ultrafilter und x Hdufungspunkt von
F, so folgt F — x.
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Beweis.
*) Sei F — zund sei A € F.Ist U € U(x), so ist auch U € F, also gilt ANU # 0.
D.h. esist z € A.

-) Sei F Ultrafilter und z Haufungspunkt von F. Ist U € 4(z) und A € F, so
gilt also ANU # 0. Nach Lemma 1.4.3,(i7), folgt U € F.

O

Sei F ein Filter auf der Menge X . Eine Teilmenge F' von F heift Filterbasis
von F, wenn gilt: Zu jedem F € F gibt es ein F' € F' mit F' C F.

1.4.6 Lemma. Sei X eine Menge. Ist F ein Filter auf X und F' eine Filterbasis
von F, so gilt

(FB1)0 ¢ 7.
(FB2) Zu Fy,Fy € F' gibt es F3 € F' mit F3 C F1 N F>.

Ist umgekehrt F' C P(X) mit den Figenschaften (FB1), (FB2), so existiert ein
eindeutiger Filter F der F' als Filterbasis hat. Dabei gilt

fz{FgX:EIF'ef’mitF'gF}. (1.5)

Beweis.
-) Sei F Filter und F' Filterbasis. Wegen F' C F gilt § € F'. Sind Fi,F; €
F' C F,soist auch Fy N Fy, € F und daher existiert F3 € F' mit F3 C Fy N Fs.

-) Erfiille 7' die Axiome (FB1), (FB2) und definiere F wie in (1.5). Wir zeigen
das F Filter ist. Wegen (FB1) gilt § ¢ F. Ist A € F und B D A, so wihle
F' € F' mit F' C A, dann ist auch F' C B, also B € F. Seien A, B € F. Wihle
Fi,F> € F' mit Fy - A,FQ C B und F3 € F' mit F3 C Fy N F>. Dann gllt
F;CFiNF, CANB,alsoist ANB € F.

-) Ist Fi ein Filter der F' als Filterbasis hat, so folgt wegen F' C F; und (F2)
das F1 D F.Ist F' € F; so gibt es F' € F' mit F D F' da F' Filterbasis von
F' ist und daher gilt F € F.

O

Ist 7' C P(X) mit (FB1), (FB2) gegeben und F der Filter (1.5) der F' als
Filterbasis hat, so sagen wir das F von F' erzeugt wird. Ist zuséitzlich z € X,
so sagen wir F' konvergiert gegen x, F' — x, wenn gilt: Zu jeder Umgebung
U € $U(x) gibt es F € F' mit F C U. Offenbar gilt ' — = genau dann wenn
der von F' erzeugte Filter gegen x konvergiert.

Ist A eine Menge und < eine Relation auf A mit den Eigenschaften

(G1) a<bundb < cimpliziert a < c. Es gilt stets a < a.
(G2) Zuje zwei a,b € A gibt es c € A mit a < ¢,b< ¢,

so sprechen wir von einer gerichteten Menge (A, <).



1.4. FILTER UND KONVERGENZ 15

1.4.7 Definition. Sei eine X Menge und (A, <) eine gerichtete Menge. Eine
Abbildung ¢ : A — X heifit ein Netz auf A in X.

Ist zusdtzlich A C X so sagen wir das ¢ schlieflich in A liegt, wenn gilt: Es
existiert ein g € A sodaB fiir alle § > dg gilt p(d) € A. Wir sagen ¢ ist cofinal
in A, wenn gilt: Fiir jedes dg € A gibt es ein § > §p mit p(d) € A.

Das Netz ¢ heifit Ultranetz, wenn gilt: Fiir jedes A C X ist ¢ entweder
schlieBlich in A oder schliefilich in A°.

1.4.8 Beispiel.

(i) Die natiirlichen Zahlen N mit der iiblichen Ordnung < sind eine gerichtete
Menge. Ein Netz auf N ist gerade eine Folge.

(#4) Sei F ein Filter auf der Menge X . Definiert man fiir A,B € F
A<B:<= ADB,

so ist (F, <) eine gerichtete Menge. Ein Netz ¢ : F — X mit der Eigen-
schaft p(A) € A heifit ein von F abgeleitetes Netz.

1.4.9 Lemma. Sei X eine Menge, (A, <) eine gerichtete Menge, und ¢ : A —
X ein Netz. Dann ist

F = {A C X : @ liegt schlieflich in A}
ein Filter, der Endstiickfilter von . Die Menge
F = {{90(5) 8> 80}:00 € A}

ist eine Filterbasis von F.

Beweis. Wir zeigen das F' die Eigenschaften (FB1), (FB2) hat: Zunichst ist
©(00) € {©(d) : § > &}, also ist diese Menge nicht leer. Ist &g, 1 € A so wihle
6" mit 0" > dp, 1. Dann gilt

{0(0):6 > &'} C {p(3) : 6 > do} N {p(6) : 3 > 31}

Sei F; der von F' erzeugte Filter. Wir zeigen F; = F: Ist ¢ schliefflich in A, so
gilt es dp mit p(d) € A, § > dg, d.-h. es gilt

{p(0):6>do} CA.
Ist umgekehrt {p(d) : § > do} C A, so folgt das ¢ schlieflich in A liegt.

1.4.10 Definition. Sei (X, T) topologischer Raum, (A, >) eine gerichtete Men-
ge und ¢ ein Netz auf A in X. Weiters sei x € X. Wir sagen ¢ konvergiert gegen
x, wenn fiir jedes U € i(x) das Netz ¢ schlieflich in U liegt. Man schreibt in
diesem Fall ¢ — x. Der Punkt x heifit Hiufungspunkt von ¢, wenn fiir jedes
U € i(x) das Netz ¢ cofinal in U ist.

1.4.11 Lemma. Sei (X, T) topologischer Raum und sei x € X. Dann gilt:

(1) Ist F Filter auf X, so gilt F — x genau dann, wenn jedes von F abgeleitete
Netz gegen = konvergiert.
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(ii) Ist ¢ : A = X Netz, so gilt ¢ — x genau dann, wenn der Endstickfilter
von ¢ gegen x konvergiert.

Beweis.

ad(i): Sei F = x, d.h. F D U(x), und sei U € U(x). Weiters sei ¢ : F = X
ein abgeleitetes Netz. Dann gilt also ¢(F) € F fiir alle F' € F, insbesondere ist
p(F) € U fiir alle F C U, d.h. ¢ liegt schlieflich in U. Insgesamt folgt ¢ — z.
Umgekehrt sei F 4 2, dann gibt es ein U € Y(z) mit F ¢ U fiir alle F € F. Sei
¢ : F = X eine Funktion mit ¢(F) € F'\ U. Dann ist ¢ ein abgeleitetes Netz,

aber ¢ 4 .
ad(ii): Sei ¢ : A — X ein Netz und F der Endstiickfilter von ¢. Gilt ¢ — x, so
ist also ¢ schliefflich in U fiir jedes U € $(z). Nach Lemma 1.4.9 gilt U € F und

es folgt F — 2. Umgekehrt gelte F — z, dann ist U(z) C F und daher wieder
wegen Lemma 1.4.9, ¢ schliefilich in U fiir jedes U € 4(z). Also gilt ¢ — =.

1.5 Stetige Abbildungen

1.5.1 Definition. Seien (X,7) und (X', T") topologische Riume. Weiters sei
f eine Abbildung, f : X — X'. Ist z € X so heif}t F stetig im Punkt x wenn
gilt:

(C;) Fiir alle V € U(f(x)) existiert ein U € i(z) mit f(U)CV .
Die Abbildung f heifit stetig wenn sie in jedem Punkt z € X stetig ist.
1.5.2 Beispiel.

(7) Sei (X, T) topologischer Raum. Die Abbildung id, : (X,7) — (X,7T) ist
stetig. Denn ist £ € X und V € i(id, ) = $4(x), so wihle U :=V € U(x)
dann gilt id,(U) =V C V.

(%) Seien (X,T), (X', T") topologische Riume und sei @ € X'. Die Abbildung
£ { X, 7) — (X,79

x — a

ist stetig. Denn ist z € X und V € U(f,(z)) = HU(a), so wihle U := X €
U(z), dann gilt f,(U) ={a} CV.

(#74) Sei X versehen mit der diskreten Topologie 7 = P(X), sei (X', T") to-
pologischer Raum und sei f : (X,P(X)) — (X',T') irgendeine Abbil-
dung. Dann ist f stetig. Denn sei z € X,V € U(f(z)). Da {z} offen in
der diskreten Topologie ist, ist {z} € Y(z). Wahle U := {z}, dann gilt
JU) = {f@)} C V.

1.5.3 Lemma. Seien (X, T), (X', T") topologische Riume, f: X - X'z € X
und seinen W (x) bzw. W(f(z)) Umgebungsbasen von x in (X,T) bzw. von f(z)
in (X', T"). Dann f genau dann stetig im Punkt x wenn gilt

(CL) Fiir jedes V € 2(f(z)) ist f~1(V) € U(z) ,
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sowie genau dann wenn gilt
(CY) Fiir jedes V € 20(f(z)) existiert ein U € W(x) mit f({U) CV .

Beweis. Wir zeigen (C,) = (C.) = (CY) = (Cy).
) Sei V€ 2(f(z)). Dann ist auch V' € U(f(x)) und daher gibt es U € U(x)
mit f(U) CV. Es folgt f~%(V) D U und daherf~1(V) € U(z).

) Sei V € 2(f(z)). Dann ist f~H(V) € U(z), also gilt es U € W(z) mit
U C f~1(V), d.h. mit f(U)C V.

) Sei V € U(f(x)). Wahle V' € 209(f(x)) mit V' C V. Dann gibt es U € W(x) C
(z) mit f(U)CV'CV.

O
Sind X, X' Mengen, f : X — X', und ist B C P(X) ein System von Teilmengen
von X, so schreiben wir f(B) fiir das Mengensystem

F(B) = {f(B) B¢ B} C P(X").
1.5.4 Satz. Seien (X,T),(X',T") topologische Riume und sei f : X — X'.
Dann sind dquivalent:
(C) [ ist stetig.
(&) FHTHCeT

(Cy) Seien A bzw. A' die Systeme der abgeschlossenen Mengen in (X, T)
bzw. (X', T"). Dann gilt f~1(A") C A.

(C3)  Fiir jede Teilmenge A C X gilt f(4) C f(A).
(Cy) Ist F eine Filterbasis, x € X, und gilt F — x, so folgt f(F) — f(z).

Beweis. Wir zeigen (C) = (C1) = (C2) = (C3) = (Cy) = (C).

) Sei O' € T'. Ist z € O := f~1(0"), so gilt also f(z) € O'. Da O’ offen ist, ist
O' € (f(z)) und daher gibt es eine Umgebung U € (x) mit f(U) C O, d.h.
U C O. Es folgt O offen.

-) Sei A’ € 2" und setze A := f~1(A’). Dann gilt
A=) = A eI T,
also A € 2.

-) Sei B' abgeschlossen in (X', 7") und sei B’ 2 f(A). Dann gilt also f~'(B’) 2
A. Da f~Y(B') abgeschlossen in (X,7T) ist folgt f~}(B') O A und daher B’ D

f(A). Damit ist auch

@=N {B' C X':B' D f(A), B' abgeschlossen } > f(A).
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-) Sei F eine Filterbasis in X und F — z. Es ist f(F) ebenfalls eine Filterbasis,
denn: Ist F' € F, so ist F # 0 und daher auch f(F) # (, also gilt (FB1). Ist
Fl,Fz S f, SO glbt es F3 € F mit F3 (_: F1 n F2. Es fOlgt f(F3) (_: f(F1 n F2) g
f(F1) N f(Fy), also erfiillt f(F) auch (FB2).

Sei nun V € U(f(x)). Wiahle O' € U(f(z)) offen mit O' C V. Dann ist
A’ := O’ abgeschlossen. Setze A := f~1(A’) und betrachte O := A°. Dann ist
O offen. Es gilt

fA)CfA) cAa =4

! =
und wegen f(z) € A" also auch f(z) € f(A) und daher z ¢ A. Also ist z € O

und damit O € Y(z). Da F — z gibt es ein F € F mit F C O. Esist f~(0")° =
f71(0"%) = A C A und damit erhalten wir

FCO=4cfl0)cfHv),
d.h. f(F) CV.Esfolgt f(F) — f(x).

-) Sei z € X. Wegen (z) — = folgt f(U(z)) — f(z). Ist nun V € U(f(z)), so
gibt es also U € U(z) mit f(U) C V.

O

1.5.5 Lemma. Seien (X,T),(X',T"),(X",T") topologische Riume und f :
X o X',9: X' > X". Weiters sei x € X. Dann gilt: Ist f stetig im Punkt x
und g stetig im Punkt f(x), so ist go [ stetig im Punkt x. Insbesondere folgt:
Sind f,g stetig, so auch go f.

Beweis. SeiW € U((gof)(x)). Da g stetig im Punkt f(x) ist, gibt es V' € U(f(x))
mit g(V) C W. Da f stetig im Punkt z ist, gibt es U € U4(z) mit f(U) C V.
Insgesamt erhalten wir

(g0 f)U) =g(f(U)) Cyg(V) CW.
O

1.5.6 Definition. Seien (X,7) und (X', 7") topologische Riume und sei f :
X — X'. Dann heifit f ein Homdomorphismus von (X,7T) nach (X', T"), wenn
f bijektiv ist und wenn gilt f(7T) =T".

Zwei topologische Riaume (X, T) und (X', 7") heiflen homdomorph, wenn es
einen Homdomorphismus von (X, 7T) nach (X', 7") gibt.

1.5.7 Lemma.

(1) Sei f: (X, T) = (X', T") eine bijektive Abbildung. Dann ist f genau dann
Homdomorphismus wenn sowohl f als auch f~1 stetig ist.

(#) Sind f : (X, T) - (X", T"),9: (X', T") = (X", T") Homéomorphismen,
so st auch go f: (X, T) = (X", T") ein Homdomorphismus.

(i51) Die Abbildung idx : (X, T) — (X, T) ist ein Homdomorphismus.

Beweis.
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ad(i): Ist f bijektiv, so ist f(7) = T' genau dann wenn f(7) C 7' und
FUTCT.

ad(ii): Bs gilt f(T) = 7' und g(T") = T", also ist (go f)(T) = g(f(T)) =
oT)=T".

ad (i44): Esgilt idx (T) =7T.

1.6 Vergleich von Topologien

1.6.1 Definition. Sei X eine Menge und seien 7,7’ Topologien auf X. Wir
nennen 7" feiner als T (bzw. T gréber als T') wenn gilt 7 C 7' und schreiben
dafiir 7 < 7.

Klarerweise ist die Relation < auf der Menge aller Topologien auf X eine
Ordnungsrelation.

1.6.2 Lemma. Sei X eine Menge. Betrachte die Menge aller Topologien auf
X mit der Ordnung <. Dann gilt:

(1) P(X) ist gréftes Element, {0, X} ist kleinstes Element.

(43) Ist T;,i € I, eine Familie von Topologien, so existiert ein Infinum. Namlich
15t
inf T; = ;.
7= ()7

i€l

(ti3) Ist T;,i € I, eine Familie von Topologien und ist T := sup;c; Ts, so hat T
das Mengensystem | J;c; T; als Subbasis.

Beweis.
ad (i): Klarerweise gilt fiir jede Topologie T auf X das {#,X} C T C P(X).

ad (ii): Wir zeigen das T := [);c; T; eine Topologie ist: Es gilt {(, X} C T;,
also auch {@,X} C T, d.h. es gilt (O1). Seien Oy,...,0, € T, dann sind
O1,...,0, € T; fur allei € I, also auch O1N...NO, € T;,i € I, und daher gilt
OiN,...N 0, € T, d.h. (02). Die Richtigkeit von (O3) sieht man genauso.

Ist 7' < T;,i € I, s0 folgt T' C T;,i € I, und damit 7' C 7,d.h. T' < T.
Also ist T die groBte untere Schranke der Familie 7;,i € 1.

ad (i44) : Zunichst bemerke das wegen (), (i) stets Suprema existieren. Namlich

T:zsug>7§=ﬂ{7":7}-<7",i€[}
i€

Ist 7; < T',i € I, so folgt | J;c; Ts € T, also gilt auch |J;c; 7s € T. Bezeichnet
71 die nach Lemma 1.2.8 von der Subbasis | J;.; 7; erzeugte Topologie, dann gilt
T; < Ti, also T < T;. Umgekehrt besteht 7; aus allen Vereinigungen endlicher
Durchschnitte von Mengen aus | J;; 7;- Da T als Topologie unter Bildung end-
licher Durchschnitte sowie Vereinigungen abgeschlossen ist, folgt also 7; < 7.
Insgesamt ist 73 = 7.



20 KAPITEL 1. TOPOLOGISCHE RAUME

O

1.6.3 Lemma. Sei X eine Menge, T und T' Topologien auf X. Bezeichne mit
A bzw. A" sowie U(x) bzw. W (x) die entsprechenden Systeme abgeschlossenen
Mengen sowie die Umgebungsfilter. Es sind dquivalent:

(@) T=<T"

(i7) A C A"

(#42) Fiir alle x € X st 4(x) C W(x).

(iv) Ist F eine Filterbasis auf X,z € X, und gilt F Ty 2 so folgt F N
(v) Fiir jede Menge A C X gilt Cl+ AD Cl+ A

(vi) Fliir jede Menge A C X gilt Int7+ A C Int+ A

Beweis. Wir zeigen (i) < (i1), (iti) <= (iv), (v) < (vi), (i) = (iii) =
(v), (vi) = (4)

(i) <= (ii)Klar daA={0°: 0 € T}.

(7i1) <= (iv) Sei h(x) D W (x) und F T 5. Ist U € $(x) soist auch U € ' (z)
und daher gibt es F' € F mit F' C U. Umgekehrt gelte (iv). Wegen ' (z) AN

folgt also U'(x) Ty 2 dh. zu jedem U € U(z) gibt es U' € Y (z) mit U' C U,
alsoist U € '(z).

(v) <= (vi) Klar wegen A° = (Ac)°.

(¢) = (i9¢) Sei U € U(x). Wiahle O € T mit z € O C U. Es ist auch O € T/,
also U € {'(z).

(#4i) = (v) Sei ¢ € Clyr A und sei U € (x). Dann ist auch U € 4(z), also
UnNA#0. Es folgt z € Clr A.

(vi) = (i) Sei O € T. Dann gilt O = Int+ O C Int7» O C O, alsoist Int7# O = O
und daher O € T".

O

1.6.4 Lemma. Sei X eine Menge und seien T,T' Topologien auf X. Dann
sind dquivalent:
(@ T=<T.
(i7) Wdx : (X, T") = (X, T) ist stetig.
(vi7) Ist
[

() Ist
I

—~

V) topologischer Raum und f : (X,T) — (Y, V) stetig, so ist auch
X, T = (Y,V) stetig.

Y,
Y, V) topologischer Raum und f : (Y,V) — (X, T') stetig, so ist auch
Y, V) = (X, T) stetig.

—_~ o~~~
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Beweis.
.) Die Aquivalenz von (i) und (i) ist klar da id%" (7)) = 7.

-) Es gelte (i¢). Dann ist sowohl
foidy : (X,T) *5 (X,7) = (V,V)

als auch

idxof : (v,V) L (X, 7) % (x,7)
stetig. D.h. es gilt (¢i¢) und (iv).

-) Es gelte (¢i7). Die Funktion idx : (X,7) — (X, T) ist stetig, also auch id; :
(X, T = (X, T). Es gelte (iv). Die Funktion idx : (X, 7") = (X, T") ist stetig
also auch idx : (X, 7T") = (X, T).

O

1.6.5 Korollar. Seien X,Y Mengen, T,7T' Topologien auf X und V,V' Topo-
logien auf Y. Es gelte T < T' und V' < V. Ist f : (X, T) — (Y, V) stetig, so ist
auch f: (X, T") = (Y, V') stetig.

Beweis. Wende Lemma 1.6.4,(¢i¢) sowie (iv) an.

1.7 Initiale - und finale - Topologien

1.7.1 Satz. Sei X eine Menge, (Y;,T;), i € I topologische Riume und f; : X —
Y;, i € I Abbildungen. Dann ezistiert (genau) eine Topologie T auf X mit der
FEigenschaft

(INy) T ist die grobste Topologie auf X sodaf alle Abbildungen f; : (X, T) —
(Y;, T),i € I, stetig sind.

Diese Topologie heifit initiale Topologie beziiglich der f;. Sie ist gegeben als
(IN2) User [ '(T;) ist eine Subbasis fir T,
und wird auch charakterisiert durch die Eigenschaft

(IN3) Ist (Y,V) topologischer Roum und f :' Y — X, so ist f : (Y,V) —
(X, T) stetig genau dann wenn alle Abbildungen

f’iof : (Y,V) - (}/'277;)77’ € Ia
stetig sind.

Beweis.
-) Es gibt eine Topologie auf X mit der Eigenschaft das alle f; stetig sind, z.B.
T':=P(X). Betrachte die Topologie

T := inf {’T’ Topologie auf X : f; : (X, T") — (Y, T;) stetig ,i € I} (1.6)
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Dann gilt also T = ({T' : fi : (X,T") = (Y, T;) stetig ,i € I}, und wir
schlieen das f; : (X,7) — (Y, 7;) stetig ist: Kommt 7" in der Menge auf
der rechten Seite von (1.6) vor so gilt f;'(7;) € 7'. Daher ist auch f;'(7;) C
(7' = T. Danach der Definition 7 < 7" fiir alle Topologien mit f; : (X,7") —
(Y, T;) stetig gilt, ist 7 die grobste Topologie mit dieser Eigenschaft. D.h. es gibt
eine Topologie die (INy) erfiillt. Sie ist durch (IN;) eindeutig bestimmt, denn
erfiillt auch 7 diese Bedingung, ist einerseits 7 < 7 da f; : (X,7) = (Y, T;)
stetig sind und (INy) fiir 7 gilt. Andererseits ist auch 7 < 7 da f; : (X,T) —
(Y, T;) stetig sind und (IN;) fiir 7 gilt.

) Sei T die Topologie die von der Subbasis Uier f71(T;) erzeugt wird. Wegen
fi o (X, T) = (Y, Ti) stetig gilt f;'(7;) C T und daher 7 < 7. Andererseits
ist f; : (X,7) = (Y,T;) stetig da f;'(7;) C T, also folgt wegen (IN;) das
T < T. Wir haben also das die initiale Topologie 7 die Eigenschaft (IN>) hat.
Da eine Subbasis die Topologie eindeutig bestimmt charakterisiert (IN3) die
initiale Topologie.

) Sei f: (Y,V) = (X,T) wobei T die initiale Topologie der f;,i € I, ist. Ist
f stetig, sind auch alle f; o f : (Y,V) — (Y}, T;) als Zusammensetzung stetiger
Abbildungen stetig. Seien umgekehrt alle f;o f stetig, d.h. sei (fiof)~1(7;) C V.
Es folgt das f~'(f; '(73)) € V und damit f~'(U,.; f; '(73)) C V. Da das
vollstéindige Urbild f~! mit der Bildung von Durchschnitten und Vereinigungen
vertréglich ist und J;c, [ (T:) eine Subbasis von T ist folgt f~'(7) C V, d.h.
f ist stetig. Die initiale Topologie 7 hat also die Eigenschaft (IN3).

-)Sei T eine Topologie auf X mit der Eigenschaft (IN3). Sei 7 die initiale
Topologie und betrachte die Abbildung idx : (X,7) — (X, 7). Dann ist f; o
idx : (X,T) = (Y;,T;) stetig, also folgt idx : (X,T) = (X, T) stetig. D.h. es
ist 7 < 7. Betrachte die Abbildung idx : (X,7) — (X, 7). Diese ist stetig,
also sind alle f; oidx : (X, T) = (i, T;) stetig. Es folgt 7 < 7. Insgesamt ist
T=T.

O

1.7.2 Beispiel. Sei (Y, T) ein topologischer Raum und X C Y. Weiters sei
t : X = Y die kanonische Einbettung, «(x) = z. Die initiale Topologie auf
X beziiglich der Abbildung ¢ heifit die Spurtopologie von T auf X und wird
bezeichnet als 7|x. Man spricht von (X, 7 |x) als einem Teilraum von (Y,T).
Wegen Satz 1.7.1 ist

THT) ={0NX:0eT}CPX).

eine Subbasis fiir 7 |x. Nun erfiillt diese Menge selbst schon (01) — (03), d.h.
es gilt
Tlx={ONX:0€T}.

Damit erhilt man auch dafl das System 2A|x der in (X, 7|x) abgeschlossenen
Mengen gegeben ist durch

Ax ={ANX:AeA},
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und das der Umgebungsfilter i{|x (z) eines Elementes x € X beziiglich 7| x
Ux(@)={UNX:U € YU(z)}
ist. Weiters gilt fiir A C X das
Clr, A= (ClrA)nX,
und eine Funktion f : (X',7') — (X,T|x) ist genau dann stetig wenn f :

(X', T") = (Y, T) stetig ist.

1.7.8 Beispiel. Seien (X;,T;), i € I, topologische Rdume und sei X := [[._; X;.
Die initiale Topologie auf X beziiglich der Familie ; : X — X; der kanonischen
Projektionen

mi((z)jer) = @i
heif}t die Produkttopologie der T; auf X und wird bezeichnet mit [[;.; 7. Es gilt
fiir ein O C X

7 1(0) =] 0

jerI
wobei O; = Xj,j # 4, und O; = O ist. Wieder mit (/N,) erhdlt man das die
Mengen der Gestalt
110;

jel
wobei O; € Tj,j € I, und fiir alle j bis auf endlich viele O; = X; gilt, eine Basis
fiir [, 7: bilden. Weiters folgt, das fiir einen Punkt (2;);cr die Mengen

I1v

jerI

wobei U; € U(z;),j € I und U; = X; fiir alle bis auf endlich viele j, eine
Umgebungsbasis beziiglich [[;.; 7; bilden.

1.7.4 Lemma. Seien (X;,T;),t € I, topologische Riume und seien A; C X;,1 €
I. Dann gilt
Cln,, = (J] 4 =[] €17 4.
iel iel
Insbesondere ist [[;.; Ai abgeschlossen in der Produkttopologie genau dann,
wenn alle A; abgeschlossen in T; sind.

Beweis.  Sei (ai)ier € Clpy,_, 7:(Il;c; Ai)- Da m; stetig ist folgt a; =
m;((ai)ier) € Cly; Aj. Also ist (a;)ier € [[;c; Cl7; Ai. Umgekehrt sei (a;)icr €
[Lic; Cli; A Ist [];c; Ui mit U; € U (a;), so ist also Uy N A; # 0. Wihle
x; € U; N A;, dann folgt

(@:)ier € (JU) n(J] A1) #0.

iel i€l

Es folgt (ai)icr € Cl]‘[ieITi (Hie] A;).
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1.7.5 Lemma. Seien (X,7;) topologische Riume und sei (a;)icr € [[;c; Xi
festgehalten. Dann ist die Menge

D = {(x;)icr : ® = a; fiir alle bis auf endlich viele i € I}
dicht in [[;c; X; beziiglich der Produkttopologie.

Beweis. Seien O; € T; und sei O; = X; fiir alle bis auf endlich viele j € I.
Seien ji,...,jn € I jene j mit O; # X;. Wahle z;, € Oj,,k =1,...,n, und
setze z; := a; fiir j & {j1,...,jn}. Dann ist

(¢;)jer € DN 0; #0
jerI
Da die Mengen [] jer O; dieser Gestalt eine Basis der Produkttopologie bilden,

folgt das D beziiglich dieser dicht ist. -

1.7.6 Satz. Sei X eine Menge, (Y;,T;),i € I, topologische Riume und f; : Y; —
X,i € I, Abbildungen. Dann existiert (genau) eine Topologie T auf X mit der
Eigenschaft

(FI,) T ist die feinste Topologie auf X sodaf8 alle Abbildungen f; : (Yi, T;) —
(X, T), i € I, stetig sind.

Diese Topologie heif$t finale Topologie beziiglich der f;. Sie ist gegeben als
(FL) T={0OCX: f7"(0) €T; fir allei € I} ,
und wird auch charakterisiert durch die Eigenschaft

(FI3) Ist (Y,V) topologischer Raum und f : X — Y, soist f : (X,T) —
(Y,V) stetig genau dann wenn alle Abbildungen

fofi : (Y;,’];) — (Y,V),Z € IJ
stetig sind.

Beweis.
-) Wir betrachten die durch (FI) definierte Menge 7 C P(X). Es gilt

[HOiN...n0,) = f100)N...0f;H0y)

fz'_l( U Oj) = U fi_l(oj)a
jeg jeJ

sind also O4,...,0, € T bzw. O; € T,j € J, so folgt da die 7; Topologien
sind, das O1N...NOp € T und J;c; O; € T. D.h. T erfiillt (02), (03). Wegen
f71(0) =0 und f;71(X) =Y; gilt auch (01) fiir 7.

Da nach Definition f;"'(7) C 7; gilt sind alle f; : (Y;,T;) = (X, T) stetig. Ist
7" Topologie auf X sodaB alle f; stetig sind, so folgt f; ' (O) € 7; fiiralle O € T,
also O € T. D.h. esist 7' < T. Die durch (F1I,) definierte Topologie erfiillt
also (F'I;) und klarerweise gibt es héchstens eine Topologie mit der Eigenschaft
(FI).

und
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-) Sei T die finale Topologie beziiglich der f; und sei f : X — Y. Ist f stetig,
so ist auch fo f; : (Y3, ;) — (X, T) — (Y,V) als Zusammensetzung stetiger
Abbildungen stetig. Sei umgekehrt f o f; stetig fiir alle ¢. Dann gilt also

FAUTON = (o f) V) CThiel,
und wir erhalten f=1(V) C T, d.h. f stetig.

-) Sei nun 7' eine Topologie auf X mit der Eigenschaft (F'I3) und sei 7 wieder
die finale Topologie. Da idx : (X,T") — (X,7T") stetig ist, sind f-idx of; :
(Vi, Ti) = (X, T") stetig, und es folgt f; *(7") C T;,i € I. D.h. esgilt 7' < T
Andererseits sind

idx ofi : (i, i) 25 (X, T") 95 (X, T)

stetig und wegen (FI3) daher auch idx : (X,7") = (X, 7). D.h. esist 7' < T
und insgesamt also 7' = T.

O

1.7.7 Beispiel. Sei (Y,T) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrela-
tion auf Y. Weiters sei m : ¥ — Y/ die kanonische Projektion, 7 (z) = [z]~.
Die finale Topologie auf Y/~ beziiglich 7 heifit Quotiententopologie und wird
bezeichnet als T /..

Ist A C Y so heifit A saturiert beziiglich ~, wenn gilt: x € A impliziert
[z]. C A. D.h. es besteht A aus ganzen Aquivalenzklassen, A = |J, 4[z]~.
Eine Menge O' C Y/.. ist offen (bzw. abgeschlossen) in (Y/~,7/~) wenn gilt
7 1(0") ist offen (bzw. abgeschlossen) in (Y, 7). Es steht also 7/~ in bijektiver
Beziehung zu den saturierten offenen Mengen.

1.7.8 Lemma. Sei f : (X,T) — (Y,V) eine stetige Abbildung. Bezeichne mit
~ die Aquivalenzrelation x ~ y : <= f(x) = f(y), und seien 7 : X —
X/, v f(X) = Y, die kanonische Projektion bzw. Einbettung. Weiters sei
g: X/~ = f(X) die Bijektion mit 1o gom = f. Wir haben also

x—L -y
nl T
X/~ —5= f(X)

Dann ist g : (X/~, T/~) = (f(X),V]g(x)) stetig. Es sind dquivalent
(i) g ist ein HomGomorphismus von (X/~,T/~) auf (f(X),V]|s(x))-

(#3) Fiir jede beziiglich ~ saturierte offene Menge O C X gilt f(O) offen in
(f(X), VIsx))-

(#4i) Fiir jede beziiglich ~ saturierte abgeschlossene Menge A C X gilt f(A)
abgeschlossen in (f(X),V|z(x))-

Beweis.
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JEsist co(gom) = f: (X,T) = (f(X),V|px)) = (Y,V) stetig, also ist
auch gon : (X, T) = (f(X),V|f(x)) stetig (Satz 1.7.1, (IN3)). Dann ist auch
9:(X/~n, T/~) = (F(X),V]f(x)) stetig (Satz 1.7.6, (FI3)).

-) Die Funktion g ist also genau dann Hom&omorphismus wenn noch g~! stetig
ist, d.h. wenn g(7/~) = (¢7")" (T /~) C Vl|s(x)- Es gelte (ii). Sei O’ € T/~,
dann ist O := 771(0") offen in (X, 7) und saturiert, also ist

9(0") = g(n(0)) = £(0),

offen in (f(X), V|f(x)). Umgekehrt sei g Homéomorphismus. Sei O C X offen
und saturiert. Dann ist

0 =r"Yr(0)).

Also ist 7(O) offen in (X/,T/~). Es folgt f(O) = g(n(0)) offen in V|¢(x). Die
Aquivalenz (i) <= (iii) zeigt man genauso.

1.8 Abzihlbarkeitseigenschaften

1.8.1 Definition. Sei (X,7T) ein topologischer Raum.

(1) (X,T) erfiillt das 1-te Abzihlbarkeitsaxiom, wenn gilt: Fiir jedes z € X
besitzt 4(z) eine abzihlbare Basis.

(i7) (X,7) erfiillt das 2-te Abzihlbarkeitsaxiom, wenn gilt: T besitzt eine
abzdhlbare Basis.

(#44) (X, T) heiBt separabel, wenn es eine (hochstens) abzihlbare dichte Teil-
menge gibt.

Wir bemerken das ein Raum dem 2-ten Abzihlbarkeitsaxiom geniigt genau
dann wenn es eine abzihlbare Subbasis fiir die Topologie gibt.

1.8.2 Lemma. Der topologische Raum (X,T) erfiille das 2-te Abzihlbar-
keitsaziom. Dann erfillt (X,T) auch das 1-te Abzihlbarkeitsaxiom und ist se-
parabel.

Beweis. Sei V eine abzdhlbare Basis offener Mengen.
-) Wir zeigen das fiir jedes z € X das Mengensystem

W(x):={VeV:izeV}

eine Umgebungsbasis bei z ist. Da alle V € V offen sind gilt 20(z) C 4(zx). Sei
U € (z), und wihle O offen mit z € O C U. Dann gilt es ein V € V mit
z€eV CO.

-) Wihle aus jeder Menge V' € V einen Punkt x,. Dann ist wegen Lemma, 1.3.10,
(¢), die abzihlbare Menge

D:={z,:V €V}
dicht.
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1.8.3 Lemma. Fs gilt:

(i) Sei (Y, T) topologischer Raum und X CY. Erfillt (Y,T) das 1-te (2-te)
Abzihlbarkeitsaxziom, so hat auch (X, T|x) die entsprechende Eigenschaft.

(i) Ist (X;,T;),i € I, eine abzihlbare Familie topologischer Riume und
erfillen alle (X;,T;) das 1-te (2-te) Abzihlbarkeitsaziom, so hat auch
(ILict Xi,[1ic; Ti) die entsprechende Eigenschaft.

(iii) Seien (X;,T;),i = 1,...,n, separabel. Dann ist auch ([, Xi, [1i, Ti)
separabel.

Beweis.

ad (i): Die offenen Mengen von (X, 7| x) sind gegeben als ONX wobei O € T.
Ist V eine abzihlbare Basis offener Mengen in (Y,7), soist {VNX : V € V}
eine abzihlbare Basis von (X, 7 |x). Genauso erhilt man aus einer Basis von
i(z) beziiglich T eine von U'(x) beziiglich T|x, vgl. Beispiel 1.7.2.

ad (4i): Sei V eine abzihlbare Basis von 7;. Dann sind die Mengen der Gestalt

110

jerI
wobei O; € V; und O; = X; fiir alle bis auf endlich viele j, eine Basis V
von [[;c; Ti, vgl. Beispiel 1.7.3. Dieses Mengensystem )V 1dft sich schreiben als

(I - {il,iz,i3, .. })

oo k o0
V= U{HOJ'XHX% 105 € Vis b
j=k

k=1 j=1

ist also abzdhlbar.
Genauso sieht man, das sich auch das 1-te Abzihlbarkeitsaxiom vererbt.

ad (i44): Sei D; C X; abz#hlbar und dicht, i = 1,...,n. Genauso wie in Lemma
1.7.5 sieht man das die Menge

D" :=={(z)), :x; € Dyyi=1,...,n}
dicht in [T}, X; beziiglich ], 7; ist.
([l

1.8.4 Beispiel. Sei (X,d) ein metrischer Raum und bezeichne 7 die von der
Metrik d induzierte Topologie, vgl. Beispiel 1.1.3. Dann erfiillt (X,7T) das 1-te
Abzghlbarkeitsaxiom. Denn fiir jedes z € X ist 2(z) := {U1(z) : n € N}, wobei
Ur(z) :={y € X :d(y,z) < 1}, eine Umgebungsbasis. Ist (X, T) separabel, so
erfiillt (X, 7)) auch das 2-te Abzéhlbarkeitsaxiom.

Denn ist D = {z1,%2,z3,...} eine abzihlbare dichte Teilmenge von X, so
ist

V= {U (i) : i eN}

1
n
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eine (abzihlbare) Basis von 7: Sei O € T gegeben und sei z € O. Wihle
Ue(z) C O und n € Nmit 2 < e. Da D dicht ist gibt es ein z; mit d(z;,z) < L.
Es folgt wegen der Dreiecksungleichung



Kapitel 2

Trennungsaxiome

2.1 T - und 75 - (Hausdorff-) Riume

2.1.1 Definition. Ein topologischer Raum (X,7) heifit Ti-Raum, wenn
gilt
(T1) zu je zwei Punkten z,y € X,  # y, gibt es Umgebungen U € (z),
V € U(y), sodafl
ygUz V.

Er heifit T>-Raum (oder Hausdorff-Raum), wenn gilt

(T») zu je zwei Punkten z,y € X, = # y, gibt es Umgebungen U € {(z),
V € U(y), sodafl
unv=_90.

2.1.2 Bemerkung. Die Axiome (T}) bzw. (T3) besagen dafl verschiedene Punkte
des Raumes durch ganze Umgebungen voneinander getrennt werden k&nnen.
Dabei gilt offenbar “(T2) — (T1)“.

Anders betrachtet besagen diese Axiome das es hinreichend viele offene Men-
gen gibt, denn ist 7" feiner als 7 und erfiillt (X,7) die Bedingung (77) bzw.
(T>) so hat auch (X, 7) diese Eigenschaft.

2.1.3 Beispiel. Die reellen Zahlen R mit der euklidischen Topologie sind Haus-
dorff. Denn: Seien z,y € R, z # y, dann ist also d(z,y) = |z — y| > 0. Sezte
€ := 3d(z,y) und betrachte die Umgebungen

U:=Uec(z),V :=Uc(y)-
Angenommen es wire z € U NV, dann wire
1 1 2
ein WS

Wir haben eigentlich bewiesen: Sei (X,d) ein metrischer Raum, dann ist
(X, d) Hausdorff.

2.1.4 Lemma. Sei (X,T) ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent

29
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(1) (X,T) ist Ty-Raum.
(i%) Fir jeden Punkt x € X gilt {x} ist abgeschlossen.
(2i1) Fiir jeden Punkt x € X gilt

ﬂ U={z}.

Ueid(z)

Beweis.
(7) = (i1): Sei O := X \ {z} und sei y € O. Dann gibt es V € U(y) mit = ¢ V,
also V C X \ {z} = O. Daher ist O offen und also {z} abgeschlossen.

(i1) = (iéi): Klarerweise ist {z} C ey, U- Sei y # =, dann ist {y} abge-
schlossen und daher Uy := X \ {y} offen. Daher ist Uy € $4(z) und wegen y & Ug

also
v () U.

Uesd(z)

(i11) = (i): Seien z,y € X, x #y. Wegen (\ycy,) U = {} gibt es eine Um-
gebung U von z mit y € U. Genauso erhiilt man eine Umgebung V' von y mit
x¢gV.

2.1.5 Lemma. Sei (X,7T) ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent :
(i) (X,T) ist Hausdorff-Raum.
(i4) Fiir jeden Punkt xz € X gilt

ﬂ U ={z}.

Uesd(z),U=U

(t4t) Die Diagonale Ax = {(z,z) € X x X : z € X} ist abgeschlossen in der
Produkttopologie auf X x X.
(iv) Ein Filter F auf X konvergiert zu hdchstens einem Punkt.

(v) Sei F — x, dann ist x der einzige Hiufungspunkt von F.

Beweis.
(i) = (i4): Sei x # y. Dann gibt es offene Umgebungen U € U(x), V' € U(y) mit
UNV =0. Also ist y ¢ U. Da mit U auch U in $(z) liegt folgt

yg () U.

vesl(z),U=U0

(i4) = (v): Sei y # z. Dann existiert eine abgeschlossene Umgebung U von
mity € U. Wegen F — zist U € F. Day ¢ U = U kann y kein Haufungspunkt
von F sein.

(v) = (w): Jeder Grenzwert von F ist auch Hiufungspunkt.
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(iw) = (i): Sei z # y und sei angenommen das fiir alle U € U(z),V € U(y) gilt
UNV # 0. Dann ist

F={M2OUNV:Uez),V eiy)}
ein Filter mit F — 2 und F — y, ein WS

(i) = (i4i): Sei (z,y) € Ax, dh. z # y. Seien U € U(z),V € U(y), offen mit
UNV = 0. Dann ist U x V offen in der Produkttopologie auf X x X und es gilt
UxV)NAx =0.

(4i1) = (i): Sei = # y, also (z,y) ¢ Ax. Dann gibt es eine Umgebung W €
U((z,y)) mit WNAx = 0. Da die Mengen U x V mit U € {(z) und V € U(y)
eine Umgebungsbasis von U((x, y)) bilden, folgt das es U € (x),V € U(y), gibt
mit (UxV)NAx CWNAx=0,alsoUNV =0.

O

2.1.6 Korollar. Sei X ein topologischer Roum und Y ein Hausdorff-Raoum.
Dann gilt:

(1) Sind f,g: X =Y stetig, so ist
{zeX: fz) =g(x)}
abgeschlossen.

(#@) Sind f,g : X = Y stetig und gilt f(x) = g(x) fiir alle Punkte x einer
dichten Teilmenge von X, so ist f = g.

(1i1) Ist f : X =Y stetig, so ist
graph f := {(z, f(z)) :12 €e X} CX xY
abgeschlossen beziiglich derProdukttopologie auf X x Y.

Beweis.
ad(i): Die Abbildung

_{X - YxY
Pl e = (f@),9(2))

ist stetig. Also ist
{reX:f(z) =9(@)}=¢'(Ly)
abgeschlossen.

ad (i7): Die Menge {z € X : f(z) = g(z)} ist abgeschlossen und dicht, also
gleich X.

ad (#ii): Die Abbildung

_{XXY - Y xY
U @y = (f@),y)

ist stetig und es gilt
graph f = {(z,y) € X xY 1y = f(2)} =9 '(Ay).



32 KAPITEL 2. TRENNUNGSAXIOME

O

2.1.7 Lemma. Sei X ein topologischer Raum und sei angenommen das es
zu je zwei Punkten z,y € X, © # y, eine stetige Abbildung f : X — Y in
einen Hausdorff-Raum Y gibt mit f(x) # f(y) (f sowie Y kann dabei von z,y
abhiingen). Dann ist X Hausdorff. Die gleiche Aussage gilt wenn man dberall
“Hausdorff* durch “Ty“ ersetzt.

Beweis. Seien z,y € X, x # y, und seien f,Y wie in der Voraussetzung des
Lemmas. Weiters seien U’ € U4(f(z)) und V' € U(f(y)) mit U' N V' = (. Dann
folgt U := f~Y(U") € U(z),V := f~1(V') € U(y),und UNV = .

Im “Ty“-Fall gilt f(y) € U', f(z) € V' und daher y ¢ U,z ¢ V. .

2.1.8 Proposition. FEs gilt:

(1) Sei (X,T) T1 bzw. T> und sei Y C X wversehen mit der Spurtopologie.
Dann hat auch 'Y die entsprechende Eigenschaft.

(it) Sei (X;,T;), i@ € I, eine Familie topologischer Rdume. Dann ist X :=
[l;c; Xi versehen mit der Produkttopologie Hausdorff (bzw. Ti) genau
dann, wenn jedes X;,i € I, diese FEigenschaft hat.

Beweis.
ad(i): Die kanonische Einbettung ¢ : Y — X erfiillt die Voraussetzungen von
Lemma 2.1.7 (fiir beliebige z,y € Y).

ad (ii): Sei angenommen das X Hausdorff (bzw. T7) ist. Da fiir jedes feste i € I
der Raum X; homoomorph zu einem Teilraum von X ist, ist nach (7) jedes X;
Hausdorft /bzw. T1).

Seien umgekehrt alle X; Hausdorff (bzw. alle T}). Sind z,y € X,z =
(zi)icr,¥y = (Yi)ier, und z # y, so gibt es einen Index ¢ € I mit z; # y;.
Die kanonische Projektion 7; : X — X erfiillt die Voraussetzungen von Lemma
2.1.7.

2.2 Regulidre und vollstindig regulire Riume

2.2.1 Definition. Sei (X,7) ein topologischer Raum. Dann heifit (X, T) re-
guldr, wenn er T ist und wenn gilt

(T5) Ist z € X und A C X abgeschlossen mit ¢ A, so gibt es offene
Mengen U,V C X,UNV =0, mit z € U und A C V.

Es heif3t vollstindig reguldr, wenn er T; ist und wenn gilt

(T55) Ist z € X und A C X abgeschlossen mit x € A, so gibt es eine stetige
Funktion f : X — [0, 1] mit

f(x) =0, f(A4) ={1}.
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2.2.2 Bemerkung. Die Bedingungen (73) bzw. (T35) driicken wieder Moglich-
keiten aus gewisse Teilmengen von X voneinander zu trennen.

Es gilt “(T3.5) = (T3)“, denn ([0, 1)) und £ 1((3,1]) sind offene Mengen
mit der in (T3) geforderten Eigenschaft. Weiters gilt “regulir = (T)“, denn in
T:-Raumen sind Punkte abgeschlossen.

Die Bedingung (T3.5) ist von wesentlich verschiedenem Typ wie die vorher-
gegangenen. Denn sie beniitzt das externe Objekt der reellen Zahlen.

Es gibt einen Raum X mit Topologien 7, 7' sodafl 7" feiner ist als 7, (X, T)
regulédr aber (X, 7") nicht regulér.

2.2.3 Lemma. Fin topologischer Raum (X,T) erfillt (T3) genaw dann, wenn
gilt: Fiir jeden Punkt x € X bilden die abgeschlossenen Umgebungen von x eine
Umgebungsbasis.

Beweis. Es gelte (T3). Sei z € X und W € i(z) offen. Dann ist A := W*
abgeschlossen und = ¢ A. Also gibt es offene Mengen U, V,UNV = § mit z € U
und V D A. Es folgt UNV =0, und daher U C W. Nun ist U D U und daher
in Y(z).

Erfiille umgekehrt (X,7) die Bedingung des Lemmas. Sei A abgeschlossen
und z € A. Dann ist A° € i(x), also gibt es eine abgeschlossene Umgebung
B € 4(z) mit B C A°. Daher ist B¢ offen und B® O A. Wihle eine offene
Umgebung V' € {(z) mit V C B, danngilt z € V, A C B®,und VNB° = {.

2.2.4 Proposition. FEs gilt:

(1) (X, T) erfille (T3) bzw. (T35) und Y C X sei mit der Spurtopologie
versehen. Dann hat auch Y die entsprechende Eigenschaft.

(#3) Sei (X;,T;), © € I, eine Familie topologischer Riume und sei X :=
[I;cr Xi versehen mit der Produkttopologie. Dann ist X (T3) (bzw. (Ts.5))
genau dann, wenn jeder Roum X; die entsprechende Eigenschaft hat.

Beweis.
ad(i): Sei (X,T) (T3),z € Y, A CY abgeschlossen in der Spurtopologie. Dann
gibt es eine in (X, T) abgeschlossene Menge A’ mit A'NY = A. Daher ist x ¢ A’
und es existieren U', V' € T sodaB z € U', A' C V', U'NV' = (. Dann sind
U:=U'NnYundV:=V'NY offeninY undesgit UNV =0,z U, ACV.
Sei (X,T) (T35), z € Y, A CY abgeschlossen in Y. Wieder existiert A’
abgeschlossen in X mit A'NY = A. Sei f : X — [0,1] stetig mit f(z) =
0, f(A") ={1}.Ist ¢t : Y — X die kanonische Einbettung, so ist fos:Y — [0,1]
stetig und (f o¢)(z) =0,(f ou)(A) ={1}.

ad(ii): Sei X (T3) bzw. (T3.5). Da X homdomorph zu einem Teilraum von X
ist, ist nach (i) auch X; (T3) bzw. (Ts.).

Betrachte umgekehrt den Raum X. Ist z € X, A C X abgeschlossen, so ist
U := A° € U(z) offen. Also existiert eine Menge der Gestalt V = [[,., Vi CU
mit V; € U(m;(x)) offen wobei V; = X; fiir alle bis auf endlich viele i € I. Seien
i1,.-.,0n jene mit V;, # X, .

Seien nun alle X; (T35). Dann gibt es stetige Funktionen f; : X; —
0,1,k = 1,...,n, mit f; (7, (2)) = 0 und f;, (V¢) = {1}. Dann sind die
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Funktionen f;, om;, : X — [0,1] stetig. Daher ist auch die Abbildung ([0, 1]™
ist mit der Produkttopologie versehen)

{X - [0,1]*
y > (foom@)m,

k3

stetig. Da

R G RS ()
’ (tl,...,tn) = maxlzl,__.,ntl

stetig ist, folgt daf

¥ oo
. y — manzl,...,nfikoﬂik(y)

stetig ist. Nun gilt
f() = max f; (m(2)) =0.

k=1,...,n

Ist y € A, so folgt y ¢ V und daher mu8 fiir ein k € {1,...,n} gelten dafl
i, (y) € Viy,, d.h. m;, (y) € VS und daher f;, (7, (y)) = 1. Es folgt f(y) = 1.
Seien nun alle X; (73). Dann gibt es in X;, offene Mengen W;, , W/ ,W;, N

Wi =0,sodaf m;, () € W;, und V¢ C W . Betrachte die in X offenen Mengen

W = ﬁ Wi_;cl(Wik)aWI = O W;cl(WiIk) ’

k=1 k=1

Es gilt z € W, denn m;, (z) € W;,. Ist y € A, so gibt es genauso wie oben ein
ke {1,...,n} mit m;, (y) € VS und daher m;, (y) € W/ . Also folgt y € W', d.h.
A C W'. Weiters gilt

n n

waw' = J = wi)n () m (Wa)] €

k=1 =1 "
c U [ W) nm (wy,)] =90-
k=1 ;?Z)

O

2.2.5 Satz (Einbettungssatz von Tychonoff). Ein topologischer Raum
(X,T) ist genau dann vollstindig reguldr, wenn er homdomorph zu einem Teil-
raum eines Produktes [0,1]T ist.

Beweis. Betrachte den Raum [0,1],z € [0,1], 4 C [0,1] abgeschlossen. Dann
gibt es ein € > 0 sodaf}

Uz)N A= ((:L"—e,x+e)ﬂ[0,1])) NA=0.
Betrachte die Funktion (d(z,y) = |z — y|)

{[0,1] ~ R*uU{0}
y = dz,y)
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Dann ist ¢ stetig, p(z) =0, ¢(y) > € fiir alle y € A. Also ist

0,1 = [0,1]
f'{ y — max{lp(y),1}

stetig und erfiillt f(z) =0, f(A) = {1}. Also ist [0, 1] vollstéindig regulir. Wegen
der letzten Proposition ist daher auch jeder Teilraum eines direkten Produktes
[0,1])7 vollstéindig regulir.

Sei nun umgekehrt (X, 7") vollstindig regulér. Sei I die Menge aller stetigen
Funktionen f : X — [0,1].
-) Die Familie I ist punktetrennend, d.h. zu je zwei z,y € X,z # y existiert
f € I mit f(z) # f(y). Denn wegen (T}) ist jeder Punkt abgeschlossen und
wegen (T5.5) existiert f € I mit f(z) =0, f({y}) = {1}.

Die Abbildung ® : X — [0,1]! die definiert ist als

@(z) == (f(2))ser

ist also injektiv.
-) Da [0, 1]} mit der Produkttopologie versehen ist und (per definitionem)

X = [0,1]

mpod: , fel,

z — flz)
stetig ist, folgt dal @ stetig ist.
) Sei ' € ¥(X), x := ®~1(z'), und U € Y(x) offen. Da (X, T) T35 ist existiert
eine Funktion f € I mit f(z) =0, f(U°®) = {1}. Setze V := 7r]71([0, 1)), dann ist
V offen in [0, 1]!. Es gilt 2’ € V, denn f(z) = 0 € [0,1). Ist ' € VN®(X), so ist
F(®7Y(y")) €[0,1), also ®~1(y') ¢ U¢, d.h. ®~1(y') € U. Wir haben erhalten

&1V N8(X)) CU,

und V N @(X) ist offene Umgebung von z' in der Spurtopologie von [0, 1]} auf
®(X). Also ist 71 : (X) — X stetig.

O

2.2.6 Bemerkung. Im ersten Beweisteil von Satz 2.2.5 haben wir eigentlich ge-
zeigt: Jeder metrische Raum ist vollstdndig regulr.

2.3 Normale Riaume

2.3.1 Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit normal, wenn er T}
ist und dem folgenden Gesetz geniigt:

(Ty) Fiir je zwei abgeschlossene Mengen A, B C X gibt es offene Mengen
UVCXmitUNV =0, ACU,BCYV.
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2.8.2 Bemerkung. Offenbar gilt “normal = regulér“. Wir werden sehen (Korol-
lar 2.3.5) das sogar gilt “normal = vollstéindig regulir. Ist (X,7) normal und
Y ein abgeschlossener Teilraum, so ist Y normal.

Ist (X,7) normal und ¥ C X ein beliebiger Teilraum, so mufl Y nicht
notwendig normal sein. Genauso muf fiir zwei normale Riume (X1, 71), (X2, 73)
deren Produkt X; x X5 nicht notwendig normal sein.

2.3.3 Lemma. Der Raum (X,T) erfillt (Ty) genauw dann, wenn gilt: Sind
AW C X, A abgeschlossen, W offen, A C W, dann existiert eine offene Menge
U mit

ACUCUCW.

Beweis.

-) Sei (X, T) (Ty)- Es sind A, W¢ disjunkte abgeschlossene Mengen, also existie-
ren U,V €T mit ACU, W¢ CV,und UNV = . Daher ist UNV = § d.h.
WenU =0 oder U CW.

*) Sei umgekehrt die Bedingung des Lemmas erfiillt. Seien A, B abgeschlossen
und disjunkt. Dann folgt A C B€. Also existiert U offen mit ACU C U C B°.
Setze V := U, dann ist V offen, UNV =, und ACU, BC V.

O

2.3.4 Satz (Lemma von Urysohn). Sei (X,T) ein topologischer Raum.
Dann erfillt (X,T) Ty genau dann, wenn gilt: Sind A, B disjunkte abgeschlos-
sene Mengen in X, so existiert eine stetige Funktion f : X — [0,1] mit

f(4) =0,f(B) =1.

Beweis.

-) Erfiille (X,7) die Bedingung des Satzes und seien A, B abgeschlossen und
disjunkt. Ist f wie in der Bedingung, so setze U := f~1([0, 1)),V := f~1((3,1]).
Dann ist U,V offen, UNV =0, und A C U, B C V. Also ist fiir (X,7) das
Axiom (Ty) erfiillt.

-) Sei umgekehrt (74) erfiillt und seinen A, B abgeschlossen und disjunkt. Wir
konstruieren eine Familie (U (t))¢¢[o,1] offener Mengen mit den Eigenschaften
(1)ACU(0),U(1) € Bf,
(i)Ist t, ' € [0,1],¢ < ¢/, so gilt U(t) C U(t).
Setze U(1) := B¢. Wegen A C U(1) existiert U(0) offen mit

ACU(()CU((0)CcU@).
Angenommen wir haben bereits Mengen U (t) mit der verlangten Eigenschaft
konstruiert fiir alle t = £,k = 0,...,2". Dann gilt also U(£) C U(4E) und

27>
daher existiert eine offene Menge U(£ + 5:) sodaf

U(3) v () v () v ()

Wir haben also eine Familie U(t) mit den verlangten Eigenschaften fiir alle ¢
von der Gestalt t = 5:br,1=0,...,2"+!, gefunden.
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Durch vollstindige Induktion (nach n) erhilt man also eine Familie U(t)
mit den Eigenschaften (i), (ii) wobei ¢ alle Zahlen der Gestalt &%, n € N, k =
0,...,2", durchlauft. Ist t € [0, 1], so setze

U(t) = U U(s).

sSt,s:%

Ist ¢ selbst gleich 2#,1, so ist

U ve=0(z)

1 _k
SS om s S=35m

d.h. diese Definition stimmt mit der obigen iiberein. Sind nun 0 < ¢t < ¢ <1,

so existieren s, s’ von der Gestalt ZL,,, 5—; mit t < s < ¢’ < t' und es folgt

Ut) CU(s) CU() CU[).
-) Definiere eine Funktion g : X — [0,1] durch

B 1, ¢ U(1)
g(@) = { inf{t:z € U(t)}, ; eu)

Dann gilt g(A4) = {0}, g(B) = {1}.

Sei z € X und g(z) = a € [0,1], und sei € > 0. Dann ist U(a+€)NU(a — e)c
eine offene Umgebung von z, denn = € U(a + €) und = ¢ U(a — §) und daher

R 2

x ¢ U(a —¢). Hier setzen wir U(t) = X fiir t > 1 und U(t) = 0 fiir t < 0. Ist
yeUa+e)NU(a— e)c, so folgt g(y) € [a —€,a + €]. Also ist g stetig.

O

2.3.5 Korollar. Sei (X,T) normal. Dann ist (X, T) auch vollstindig regulir.

Beweis. Da in Ti-Raumen Punkte abgeschlossen sind impliziert nach dem

Lemma von Urysohn normal (73 5). -

2.3.6 Satz (Fortsetzungssatz von Tietze). Ein topologischer Raum (X, T)
erfillt (Ty) genau dann, wenn gilt: Ist A C X abgeschlossen und f : A —
R U {+oo} stetig, so existiert eine stetige Fortsetzung.

g: X > RU{xo0},gla=Ff.
Ist dabei f(A) C R, so kann g so gewdhlt werden das ebenfalls g(R) C R gilt.
Der Beweis beruht auf dem folgenden Lemma:

2.3.7 Lemma. Sei (X,7T) Ty. Sei u : A — [—1,1] stetig. Dann ezistiert eine
stetige Funktion v : X — [—3, 3], sodaf |u(z) —v(z)| < 3,z € A.

Beweis. SeiH :={z € A: -1 <u(z) < —3}und K :={z € A: ; <u(z) <1}.
Dann sind H, K abgeschlossen in A (bzgl. der Spurtopologie) und da A ab-
geschlossen in X ist, sind H,K auch abgeschlossen in X. Klarerweise gilt
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H N K = §. Nach dem Lemma von Urysohn gibt es eine stetige Funktion
v: X = [-3%,1] mit o(H) = {-3},v(K) = {3}. Diese hat die gewiinschte

Eigenschaft.
O

Beweis. (Satz 2.3.6)
) (X, T) erfiille die genannte Fortsetzungseigenschaft. Seien 4,B C X dis-
junkt. Dann ist C' := A U B eine abgeschlossene Teilmenge von X und in der
Spurtopologie auf C' sind A, B offen und abgeschlossen. Daher ist die Funktion
f:C — RU{%xo0}

f(:c)::{ 1 , z€A

-1 , z€B
stetig. Sei g eine stetige Fortsetzung auf X. Setze
U:=g7'((0,+0]),V := g7 ([~ 00,0)).
Dann sind U,V offen in X, disjunkt, und es gilt
ACUBCYV.

-) Sei nun umgekehrt T} erfiillt. Da RU{£o00} homomorph zu [—1, 1] ist, geniigt
es zu zeigen, daf sich jedes f : A — [—1,1] auf X fortsetzen l48t. Seien also
A C X abgeschlossen und f : A — [—1,1] stetig, gegeben.

-) Wir konstruieren eine Folge (g,)nen, stetiger Funktionen g, : X — [—1,1].

Wendet man Lemma 2.3.7 an auf die Funktion f, so erhilt man go : X —
[—3,1]1f(z) — go(z)| < 2,z € A. Angenommen es ist eine stetige Funktion
gn : X = [-14+(3)"1,1—(3)"!] gegeben sodaB | f (z)—gn ()| < (3)"+!,z € A.
Wendet man Lemma 2.3.7 an mit der Funktion

u@) = (3)" (1@) — ata))

so erhélt man eine Funktion Ani1 : X — [—3(3)"*!, 1(2)"'] sodaf

(/@) = 0n(@)) ~ s @)| < 5 (5)" o e 4,

Setze gn+1 := gn + hny1, dann ist

7@ ~gnna@l < (5)" e ea,

und 2\ n+1 1/2\n+1 2\ n+2
@ <1-(5)" +3(G) =1-(5) -

-) Sind nun n,m > N, m > n, so folgt fir x € X

gm (2) = gn(@)| < 1gm(2) = gm-1(2)| + -+ + |gnt1(2) — gn(2)| =

1 o= [2)\F
=@l @l <5 3 (3) <
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<67 EE =600

Also ist insbesondere fiir jedes feste = die Folge (g,(x))nen eine Cauchy-Folge
und daher konvergent zu einer Zahl g(z) € [—1, 1]. Weiters ist g eine Fortsetzung
von f, denn fiir x € A gilt

2\ "1
@) = gn (@) < (5) =0, n = o0.
Sei x € X und € > 0 gegeben. Wihle n so grof3 dafl

l9n(y) —9(W)| <€, y € X.
Wihle eine Umgebung U € $(z) in X sodafl
lgn(y) —gn(z)| <€, yeU.

Dann folgt

l9(y) — 9(z)| < 19(¥) — gn ()] + |92.(y) — gn ()| + |gn(z) — 9(@)| < 3€, y € U,
also ist g stetig.

-) Sei nun f(A) C R. Wir miissen zeigen, dafl g mit g(X) C R existiert
Betrachte zunéchst den Fall das zusétzlich f(z) > 0,z € A. Sei g1 : X —

[0, +00] eine stetige Fortsetzung von f. Setze B := g;'({+oc}), dann ist B

abgeschlossen und AN B = (). Daher ist die Funktion A : AU B — [0, +00]

hmy:{fg): el

stetig. Sei go : X — [0, +00] stetige Fortsetzung von h. Dann bildet die Funktion
g :=min{g1, g>}

X nach [0, 4+00) ab, ist stetig, und eine Fortsetzung von f.
Im allgemeinen schreibe f = ft — f~ mit

f*(z) == max{f(),0}, f~(z) :== —min{f(z),0} .

Dann ist f*,f~ : A — [0, +00) stetig. Nach dem bereits bewiesenen existieren
gT,97 : X — [0,00) stetige Fortsetzungen von f+ bzw. f~. Es folgt das g :=
gt — g~ in R abbildet, stetig ist, und f fortsetzt.
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Kapitel 3

Uberdeckungseigenschaften

3.1 Uberdeckungen

Sei (X, T) ein topologischer Raum. Wir nennen eine Familie von Teilmengen
U C P(X) kurz eine Familie. Ist U eine Familie und gilt

YJuv=x,

veld

so nennen wir U eine Uberdeckung.

Besteht eine Familie bzw. eine Uberdeckung aus endlich vielen (abzéhlbar
vielen) Mengen, so nennen wir sie endliche (abzihlbare) Familie bzw. endliche
(abzihlbare) Uberdeckunyg.

Ist U eine Familie bzw. Uberdeckung so daf8 jedes U € U offen (abgeschlos-
sen) ist, so heifit I/ eine offene (abgeschlossene) Familie bzw. Uberdeckunyg.

3.1.1 Definition. Sei U eine Familie (Uberdeckung). Dann heifit U eine lokal
endliche Familie (Uberdeckung), wenn gilt: Jeder Punkt x € X besitzt eine
Umgebung W € $(z) die mit nur endlich vielen Elementen von I nichtleeren
Schnitt hat.

U heiBt o-lokal endliche Familie (Uberdeckung), wenn gilt: Es gibt abzshlbar
viele lokal endliche Familien U;, i € N, sodafl

Z/l = U u, -
ieN
3.1.2 Lemma. Sei U eine lokal endliche Familie. Dann gilt

yr-yr.

ved veld

Beweis. Sei z ¢ Uycy U. Es existiert eine Umgebung V von z die nur mit
endlich vielen Mengen U € U nichtleeren Schnitt hat, seien diese Uy, ..., Up. Da
z ¢ U;, ist U; eine offene Umgebung von z. daher ist auch

We=vVnT: € ).

i=1

41
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Nun gilt WNU; =0,i=1,...,n,demn U; NU; = 0. Ist U € U, U ¢
{U1,...,Up}, so gilt VNU = 0, also folgt auch in diesem Fall W NU = §.
Insgesamt ist

wnlJUu=90,
ueU
und daher -
x & U U.
Ueu

Wir haben die Inklusion “D“ der behaupteten Gleichheit erhalten. Die umge-
kehrte Inklusion folgt da fiir jedes Uy € U gilt

O

3.1.3 Korollar. Sie U eine lokal endliche abgeschlossene Familie. Dann ist die

Menge
A= U
veu

abgeschlossen.

Beweis. Folgt aus dem obigen Lemma, denn fiir alle U € i gilt U = U. -

3.1.4 Lemma. Sei{U; :i = 1,2,.. .} eine abzihlbare offene Uberdeckung. Dann
existiert eine lokal endliche Uberdeckung {A; :i=1,2,...} mit

A; CU;, i €N.
Beweis. Setze Ay := U; und
i—1
Ai=Ui - JUj, i=23....
j=1

Dann gilt A; CU;, i € N, und

Ua=u=x.

iEN €N

Sei € X, dann gilt € U;, fiir ein i9. Da U;, offen ist, gibt es eine Umgebung
W € $(x) mit W C U;,. Dann ist

WﬂAzzm,l:ZO-i-l,Zg-i-Q,

O

3.1.5 Definition. Seien #{,V Uberdeckungen. Dann heiit V eine Teiliiber-
deckung von U, wenn V C U. Es heiit V eine Verfeinerung von U,V < U,
wenn gilt: Ist V € V, so existiert U € Y mit V C U.
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Offenbar gilt “V CU = V < U sowie “W <V, V <U =W <U“.
Sei U eine Familie und z € X, A C X. Dann bezeichnen wir:

S, U) =\ J{U:z €U eu},

SAU) = {U:U €U, AnU #0}.
U:={U:UelUy},
U® = {S(x,U):re X},
U ={SU,U):U eu}.

Die Menge S(z,U) bzw. S(A,U) heifit der Stern von x bzw. Stern von A
beziiglich U.

3.1.6 Lemma. Sei U eine Familie, U # 0. Dann gilt
U<UD <U* < UP)P.

Beweis.

)Sei U € U, U # 0. Wihle x € U, dann ist U C S(=z,U). Also gilt U < UA.
Sei S(z,U) gegeben, S(z,U) # 0. Dann gibt es U € Y mit z € U. Es gilt
S(z,U) C S(U,U). Also gilt U> < U*.

-) Wir miissen zeigen U* < US4, Sei S(U,U) gegeben und wihle z € U. Ist
U' € U sodaBB UNU' # @ dann existiert y € UNU'. Es folgt U’ C S(y,U) und
z € U C S(y,U). Also ist S(y,U) ein Element von U* welches z enthilt und
daher gilt

S(y,U) C (z,U").

Insgesamt folgt U’ C S(z,U*) und daher
S(U,U) = U{U' cU:UNU # @} C Sz, UP) e ULA.
dh. U* <UPA.

O

Seien U,V Uberdeckungen. Wir sagen V ist eine Sternverfeinerung von U,
wenn V* < Y. Analog ist V eine Delta- Verfeinerung, wenn V2 < U.

3.1.7 Lemma. Seien U,V Uberdeckungen und gelte V < U. Dann folgt V> <
UD, V*<U* undV <U.

Beweis.
-) Sei z € X und betrachte die Menge S(z,V). Ist V € V mit x € V gegeben, so
wahle U € Y mit V C U. Dann ist z € U, also gilt

V CUCS(z,U).
und wir erhalten
S, V)= J{VeV:izeV}CSaU.

d.h. V& <U”.
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-) Sei Vy € V und betrachte die Menge S(Vp, V). Wihle Uy € U sodal Vo C Up.
Ist VeVmit VNVy # 0, so wihle U € Y mit U O V. Dann folgt U N U D
VNnVy #0, also

V CUC S(Us,U).

und daher
S(Vo,V) = J{IVeV: V¥ #0} C SUo,U).

) Ist V €V wihle U € Y mit V C U. Dann ist auch V C U.
|

3.1.8 Lemma. Sei V eine Sternverfeinerung von U, d.h. V* < U, und sei
A C X. Dann gilt

S(S(A4,V),V) C S(4,U).
Beweis. Es gilt S(A,V)=U{VeV:ANV # 0} und

S(SAV),V) = AV €V:SA V)NV £0} =

= {V' eV:aVeVv:AnV £0,VnV £0}

Kommt V' in dieser Vereinigung vor wihle V € V mit ANV # 0,V NV’ £ ).
Wegen V* < U existiert U € Y mit S(V,V) C U. Es gilt V! C S(V,V) C U
und UNADS(V,V)NADVNA#D, also folgt U C S(4,U) und daher auch

V' C S(A,U). Insgesamt folgt die Behauptung. .

3.1.9 Lemma. Sei U = {U; : i € I} eine Uberdeckung. Ist U lokal endlich,
so ist auch U lokal endlich. Ist V = {V; : i € I} eine weitere Uberdeckung mit
Vi C U;, so ist auch V lokal endlich.

Beweis. Sei x € X, dann gibt es eine offene Umgebung W von z die nur endlich
viele der U; schneldet seien diese U;,,...,U;,.
) Seii € I mit U;NW # (). Da W offen ist folgt WnU; #0,alsoi € {i1,...,in}-

) Gilt ViNnW # @ folgt Uy N W D V;NW # () und wieder ¢ € {i1,...,0n}-

3.2 Parakompakt und fully normal

3.2.1 Definition. Sei (X, 7T) ein topologischer Raum. Dann heifit (X, 7))

(i) kompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.

(i) Lindeldf, wenn jede offene Uberdeckung eine (hdchstens) abzihlbare
Teiliiberdeckung besitzt.
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(iii) parakompakt, wenn zu jeder offenen Uberdeckung eine lokal endliche offene
Verfeinerung existiert.

(iv) fully normal, wenn er Ty ist und zu jeder offenen Uberdeckung eine offene
Sternverfeinerung existiert.

3.2.2 Bemerkung. Der stirkste, und wohl auch “wichtigste“ der obigen Be-
griffe ist die Kompaktheit. Diesem ist das gesamte Kapitel IV gewidmet. Wir
erwiihnen nur hier die Definition, da sie sich in die anderen “Uberdeckungsaxio-
me“ gut einfiigt.

Der Begriff “fully normal“ wird oft auch als Trennungsaxiom angesehen.
Offensichtlich gilt “kompakt = Lindel6f“ sowie “kompakt = parakompakt®.

In (7) und (4¢) konnte man dquivalent statt “...Teiliiberdeckung besitzt“ auch
“...Verfeinerung besitzt“ schreiben.

3.2.3 Lemma. Sei (X,7T) separabel. Dann gilt sogar “parakompakt = Lin-
deldf“.

Beweis.

-) Sei V eine lokal endliche Familie offener Mengen. Sei D = {d;,ds,...} eine
abzihlbare dichte Teilmenge. Zu jedem d; gibt es nur endliche viele Elemente
von V die d; enthalten, U, 1,...,U; ;. Ist U € V gibt es ein d; mit d; € U da U
offen und D dicht. Also ist

Ue U{Ui,la .. -;Ui,n,-} .
=1
Es folgt das V = ;2 {Ui,1,--.,Uin, } und daher abzihlbar ist.

-) Sei nun U eine offene Uberdeckung von X. Wihle eine lokal endliche offene
Verfeinerung V. Diese ist abzihlbar, V = {Vi,Va,...}. Wihle U; € V mit U; D
Vi, dann ist {Uy,Us, ...} eine abzihlbare Teiliiberdeckung.

O

3.2.4 Lemma. Ein T1-Raum (X, T) ist genau dann fully normal, wenn jede
offene Uberdeckung eine offene Delta-Verfeinerung besitzt.

Beweis. Sei (X,7) fully normal. Ist U offene Uberdeckung und V eine offene
Sternverfeinerung von U, so folgt

VA<V <UY.

Umgekehrt sei die Bedingung des Lemmas erfiillt und sei U/ eine offene Uber-
deckung. Sei V eine offene Delta-Verfeinerung von ¢ und W eine offene Delta-
Verfeinerung von V. Dann gilt W2 < V und daher

W < WAL < VA < UY.

3.2.5 Lemma. Sei (X,T) fully normal, dann ist (X,T) auch normal.
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Beweis. Sei (X, T) fully normal und seien 4, B C X abgeschlossen und disjunkt.
Dann ist U := {A°, B¢} eine offene Uberdeckung von X. Sei V eine offene
Sternverfeinerung von U/ und setze

U:=854,V),V:=5B,V).

Dann sind U,V offen und es gilt AC U, BC V.
Angenommen UNV # @,z € UNV. Dann gibt es V1, V5 € V mit

VinA#0,VonNnB#0,z € Vi,z € Vs
Es folgt V1 UV, C S(x,V) und daher S(z, V)N A #0, S(z,V)N B # (. Also ist

S(z,V) in keinem der Elemente von I enthalten. Ein WS! denn da V* < U ist

auch V2 < lY.
O

3.2.6 Lemma. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist X fully normal.

Beweis. Sei U eine offene Uberdeckung von X. Zu z € X wihle U € U mit
z € U und €(z) < 1 soda8 U(,) in U enthalten ist. Dann ist

V:= {Ue(z)(m) S X}
eine offene Verfeinerung von . Betrachte die offene Uberdeckung
W= {U#(l’) :xGX}.
Wir zeigen, da8 W < U: Sei z € X festgehalten. Setze

n:i= sup{e(y) 1z € U%(y)}

Sei z € X sodaB z € Uc) (2) und €(z) > 37. Sei y € X sodaB z € Uy (y). Fiir
v € Uy (y) gilt dann

d(z,v) < d(z,2) +d(z,y) + d(y,v) <

<6(4—z)+2-¥52n<6(z).

Es folgt v € Ug(,(2), d-h.

Uenr (y) C Ue(z)(2) -

4

Insgesamt erhalten wir
S(.’I}, W) - Ue(z) (Z) ev.

und damit
Wh<V<U.

Es folgt mit Lemma 3.2.4 dafl X fully normal ist denn 77 ist sowieso erfiillt.



3.2. PARAKOMPAKT UND FULLY NORMAL 47

3.2.7 Proposition. Sei (X,T) reguldr. Dann ist (X,T) parakompakt genau
dann, wenn jede offene Uberdeckung eine lokal endliche Verfeinerung hat (die
nicht notwendigerweise offen sein muf).

Beweis. Das parakompakt die Bedingung des Lemmas impliziert ist klar.
Sei umgekehrt die Bedingung erfiillt und sei eine offene Uberdeckung U ge-
geben.

-) Wir konstruieren mehrere Uberdeckungen: Zunéchst existiert nach Vorausset-
zung eine lokal endliche Uberdeckung .4 mit A < /. Da A lokal endlich ist gibt
es zu jedem Punkt z € X eine offene Umgebung W (z) die nur endliche viele
Elemente von A schneidet. Also ist

P:={W(z):z2 € X}

eine offene Uberdeckung mit der Eigenschaft da jedes ihrer Elemente nur end-
lich viele Elemente von A schneidet. _

Da (X, T) regulir ist gibt es stets Q(z) offen sodaBl z € Q(z) C Q(z) C
W (x), denn die abgeschlossenen Umgebungen bilden eine Basis. Dann ist

Q:={Q(z):z € X}

eine offene Uberdeckung mit O < P. Nach Voraussetzung existiert eine lokal
endliche Uberdeckung B mit B < Q. Es folgt das B eine lokal endliche abge-
schlossene Uberdeckung ist mit B < Q < P. Insbesondere wird ein C' € B nur
von endlich vielen Elementen von 4 geschnitten.

-) Fiir eine Menge A € A definieren wir nun
a=x\{J{ceB:cna=0}, 4 ={a:4e4}. (3.1)

Es gilt A C A’ fiir alle A € A, also A < A’. Weiters gilt fiir ein C € B das
CnNA#0( genau dann wenn C N A’ # 0, denn : Einerseits ist CN A’ D CN A
also C'N A # () impliziert C N A’ # @. Andererseits sei C N A = (), dann kommt
C in der Vereinigung in (3.1) vor und es folgt C N A’ = . Es folgt insbesondere
das jedes Element C' € B nur von endlich vielen der A’ geschnitten wird. Da B
lokal endlich ist und aus abgeschlossenen Mengen besteht ist die Vereinigung in
(3.1) ebenfalls abgeschlossen, also ist A’ offen. Sei z € X und W € U(x) die nur
endlich viele der Elemente von B schneidet. Da B Uberdeckung ist folgt

wcCiu...uC,

fiir gewisse, endlich viele, C; € B. Ist A’ € A’ mit A'NW # 0 so muB also
A'NC; # 0 fiir ein 7 € {1,...,n}. Da es fiir jedes feste ¢ nur endlich viele A’
mit A’ N C; # B gibt, existieren insgesamt nur endlich viele A’ mit A'NW # 0.
Wir schlieen daB8 A’ eine offene lokal endliche Uberdeckung ist.

-)Da A < U ist kénnen wir zu jedem A € A eine Menge U(A) € U wihlen,
sodafl A C U(A). Betrachte

Vi={A'NU(A): A€ A}.

Es gilt A < V insbesondere ist V Uberdeckung. Weiters ist V offen und es gilt
VY < A, also ist V lokal endlich. Schliefilich gilt V < U.
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O

3.2.8 Korollar. Sei (X, T) Lindeléf und regulir. Dann ist (X, T) parakompakt.

Beweis. Sei U eine offene Uberdeckung von X. Dann existiert eine abzihlba-
re Teiliiberdeckung U; C U. Wegen Lemma 3.1.4 gibt es eine lokal endliche
Verfeinerung A von U, . Es ist also

A<U; CU

und daher A < U. Proposition 3.2.7 zeigt das X parakompakt ist. .

3.2.9 Proposition. Sei (X,T) regulir. Dann ist (X, T) parakompakt genau
dann, wenn jede offene Uberdeckung eine o-lokal endliche offene Verfeinerung
hat.

Beweis. Wieder ist die Notwendigkeit der gegebenen Bedingung klar. Sei also
die Bedingung erfiillt und sei eine offene Uberdeckung U/ gegeben. Sei V eine
o-lokal endliche offene Verfeinerung von U,

v=_J v
i€N

mit lokal endlichen Familien V;.
Betrachte die Familie {V; : i € N} wobei

Vi::U{V:VEVZ-}.

Dann ist {V; : i € N} eine abzéhlbare offene Uberdeckung. Daher existiert
(Lemma 3.1.4) eine lokal endliche Uberdeckung {A; : ¢ € N} mit A; C V. Setze

W::U{AmV:VeVi}.

i€EN

Wegen

ANV = ANV, =X.

ist W eine Uberdeckung. Wegen 4; NV CV € V; gilt

w<Jvi=v<u.
i€EN

Sei z € X, dann existiert eine W € U(x) sodaB fiir endlich viele i € N gilt
W N A; # (. Fiir jedes ¢ € N gibt es nur endlich viele V € V; mit WNV # 0.
Insgesamt gibt es also nur endlich viele Mengen A;NV (V' € V; mit dem gleichen
i) sodaB (4; NV)NW # 0. D.h. W ist lokal endlich.

Wir schlieflen mittels Proposition 3.2.7 dafl (X, 7) parakompakt ist.
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3.3 Das Coincidence-Theorem von Stone

3.3.1 Satz (Stone). Ein topologischer Raum (X,T) ist genau dann Tp und
parakompakt wenn er fully normal ist.

Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten. Zunichst:
Beweis. (fully normal = T», parakompakt): Nach Lemma 3.2.5 ist (X, 7) normal
und wegen der Resultate von Kapitel IT daher auch 5.
-) Sei eine offene Uberdeckung U/ von X gegeben. Wir schreiben

U={Uy:a e}

mit einer wohlgeordneten Indexmenge (I, <). Da (X, T) fully normal ist, kénnen
wir induktiv offene Uberdeckungen U;, ¢ € N, konstruieren mit

USU>UR >U >U >US >Us > US> ...
-) Definiere die folgenden Mengen (a € I):
V5= X\S(X\ Uy U),
Vr=8SWVrtu,), n=2,3...

Wir zeigen
(1) User Va =X
(1) V,n=2,3,..., sind offen. Ist z & U,, so folgt
S(x,Up)NVI=0,n=1,2,3,... (3.2)
Insbesondere ist V' C U,.
ad (i):Sei z € X gegeben. Da U < U gibt es ein a € I mit
S(.’L’,ul) CU,.

Angenommen z ¢ V! d.h. z € S(X \ Uy, U). Dann gibt es also U € U
mit U N (X \U,) # 0 und z € U'. Es ist andererseits wegen z € U' auch
Ul C S(z,Uy) CU,, ein WSL.

ad (ii) :Da die U, offene Uberdeckungen sind, sind alle V*,n = 2,3,..., offen.
Um (3.2) zu zeigen verwenden wir Induktion nach n. Sei also z ¢ U, gegeben.

Esist ¢ € X\U, und daher S(z,U;) C S(X\Uy,U1),d.h. S(z,th)NVLE =0.
Sei angenommen das (n > 2)

S(z,U) V£ D,

Nun ist V' = S(V21,Uy), also existieren Mengen U™, U™ € Uy, mit z € U™,
UrnVr—t#0,UnNU™ # 0. Es folgt

z € S(U™,Uy,), VPN S(U™Uy) #0.

Nun ist U} < Up—1, also existiert eine Menge U™ € U,,_1 mit S(U™,U,) C
U™~!. Damit ist auch x € U"~! und wir erhalten

(@, Un-) NV U NV D SWUT Un) NV £ D,
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-) Als nichstes setze

Va::GVO’f,aEI,

n=1

sodafl also Vo, C Uy, € I, und J,o; Vo = X. Definiere die Mengen
wr=ve\ | Vit ael, n=23,....
B<La
Alle W2 sind offen. Wir zeigen:
(i)
U wr=x.

acl,n>2

(ii)Sei n > 2 festgehalten. Ist U™ € U, 11, so gibt es hichstens ein a € T
mit W2 N U™ £ ).

ad(i):Sei x € X und setze a := min{J3 : ¢ € V3}. Dann ist € V, und daher
gibt es ein n € N mit x € V. Da fiir jedes f < « sicher ¢ Vg liegt gilt
insbesondere = ¢ VB"“, B < a. Wegen VB’H'2 = S(V5"+1,Un+2) gibt es also
keine Menge U™*2 € U,,, o mit U"T2N Vﬁ,’“rl # () und € U2, Man hat daher

S(.Z‘,un+2) N Vﬁn+1 = (0 -

Insgesamt ist also
S(z,Upy2) N U Vﬁn—H =0.
B<la

und da S(x,Unp+2) eine offene Umgebung von z ist, folgt

x € U Vﬁn-i—l .

B<a
Wir haben erhalten dafl z € W2.

ad (i7) :Sei n und U™ € Uy 11 gegeben. Gibt es kein a € I mit W2 NU™ ! #£ 0,
so ist (i1) richtig. Anderenfalls sei

B :=min{a: W2NU™ £ §}.
Da U™ N W7 # 0 folgt U™ NV # 0, und daher
UTL+1 g S(Vﬂ"’un+1) = Vﬁn+1 .

Ist nun @ > f3, so erhéilt man U™t N W2 = (. D.h. W' ist das einzige das mit
U™t nichtleeren Schnitt hat.

-) Wir haben erhalten, daf

W ={Wl:aecl,n=2,3,...}
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eine offene Uberdeckung von X ist. Wegen W2 CV} CV, CU, ist
W<u.
Wir schreiben W = |J;- , W,, wobei
Wy ={WZ:ael}.

Ist 7 € X gibt es eine Menge U™t € U, sodal x € U™, Da U™t! offen
ist, ist U™*! eine Umgebung von z. Nun scheidet hochstens ein W2 die Menge
U™+ insbesondere ist W, lokal endlich. Die offene Verfeinerung W von U ist
also o-lokal endlich.

Da X auch regulir ist, zeigt Proposition 3.2.9, dafl X parakompakt ist.

Fiir den Beweis der Umkehrung beniitzen wir das folgende Lemma.

3.3.2 Lemma. Sei (X,T) normal und U := {Ua : a € I} eine lokal endliche
offene Uberdeckung. Dann gilt es eine offene Uberdeckung W = {V,, : a € T}
mit Vo, C U,.

Beweis. Die Indexmenge I werde wohlgeordnet, (I, <), und bezeichne iy :=
min I. Wir definieren induktiv offene Mengen V,, mit

X\[UVBUUUv]gVagWgUa. (3.3)

B<a Y>a

-) Da U eine offene Uberdeckung ist, ist X \ U, >4, Uy eine abgeschlossene Menge
und enthalten in U;,. Da X normal ist existiert eine offene Menge V;, mit

X\ JUu,cvi, ¢V, CUs, -
Y¥>io

-) Sei a € I und fiir alle § < « sei Vg bereits konstruiert. Wir zeigen daf§
U ={Vs:8<a}U{U,:v>a}uU{U,}

eine Uberdeckung ist. Sei also € X gegeben. Ist z € U, mit einem v > « sind
wir fertig. Da U eine Uberdeckung ist mu8 = in einem Us enthalten sein. Da
U lokal endlich ist, ist insbesondere z nur in endlich vielen Ug enthalten. Sei
Bo := max{f : x € Ug}. Dann ist By < . Ist € V3 fiir ein B < fo, sind wir
fertig. Anderenfalls gilt

meX\[ U wu U UW]

B<Bo >80

und nach Induktionsvoraussetzung (3.3) = € Vj,.

JEsist X\ (U{Vs : 8 < a} UU{U, : v > a}) eine abgeschlossene Menge
und enthalten in U,. Also existiert eine offene Menge V,, die (3.3) erfiillt. Wir
zeigen daB W := {V, : a € I} eine Uberdeckung ist. Sei z € X und sei
Bo := max{a : z € U,}. Dann gilt also z & | - 5, U,- Ist z € Vj fiir ein 8 < fo
sind wir fertig. Anderenfalls gilt wegen (3.3) z € Vj3,.
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O

Beweis. (Ts, parakompakt = fully normal)

-) Wir zeigen dafl (X, T) regulér ist. Wegen T gilt auch T . Sei eine abgeschlos-
sene Menge F und z & F gegeben. Zu jedem Punkt y € F existieren offene
Umgebungen V(y) € U(y) und U, € U(z) mit U, NV (y) = 0. Insbesondere ist
also = ¢ V (y). Betrachte die offene Uberdeckung

U={X\FV(y):y€eF},

und wéhle eine lokal endliche offene Verfeinerung V von U.

Sei W := S(F,V), dann ist W offen und F C W.Ist V € V mit VN F # 0,
so mufl wegen V < U ein y € F existieren mit V C V (y). Fiir solche V gilt also
V C V(y) und damit = ¢ V. Da V lokal endlich ist folgt

e¢ |J V= |J v=5SFV).
vey vey
VNF#0 VNF#0

Also ist X \ S(F,V) eine offene Umgebung von z.

-) Wir zeigen dafl (X,7) normal ist. Seien dazu F,G disjunkte abgeschlossene
Mengen. Zu jedem Punkt y € F gibt es eine offene Umgebung V (y) € U(y) mit
V(y) NG = () denn X ist reguliir. Betrachte die offene Uberdeckung

U={X\FV(y):yeF},

und wiahle eine lokal endliche offene Verfeinerung V. Setze wieder
W =5(FV),

dann ist W offen und F C W.Ist V€ V mit FNV # (), so gibt es ein y € F
mit V C V(y) und daher ist V C V(y) und also V NG = §. Es folgt wieder, da
V lokal endlich ist,

SFV)= |J v= |J Vcx\a,

vey Vey
VNF#0 VNF#D

dh. X\ S(F,V) 2 G.

-) Wir zeigen, dafi (X, T) fully normal ist. Dazu sei eine offene I"Jberdecku__ng u
gegeben. Da (X, T) parakompakt ist, gibt es eine lokal endliche offene Uber-
deckung V mit V < U. Schreibe

V=AVy:a€el},

dann gibt es nach Lemma, 3.3.2 eine offene Uberdeckung
W={W,:a€l}

mit W, C V,,a € I. Fiir eine Teilmenge J C I definiere

N(J)::[ﬂva]ﬂ[ N Wa]

acl\J
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Wir zeigen dafl N(J) offen ist: Da V lokal endlich ist, hat auch W diese Eigen-
schaft. Daher ist
U W

a€l\J

abgeschlossen und damit

____17¢
N W= U ]
acl\J acl\J

offen. Da V lokal endlich ist, ist () ¢, Vo = 0 falls J unendlich ist. In diesem
Fall ist also N(J) = 0 und daher offen. Ist J endlich, so ist (), ; Va, und damit
auch N(J), offen denn jedes V, ist offen.

Sei nun z € X und setze J := {a € I : + € W,. Dann ist = € ﬂaeIWa -
Nacr Va- Da fiir a € I'\ J gilt z € Wy, folgt auch z € Naeny W, und daher
z € N(J). Wir sehen also dafl

N:={N(J):JCI}

eine offene Uberdeckung ist.

Wir zeigen N2 < U und damit wegen Lemma 3.2.4 da88 (X, 7) fully normal
ist. Sei € X und wihle oy € I mit x € W,,. Sei z € N(J), dann mufl o € J
gelten. Damit folgt N(J) C V,, und insgesamt

S(z,N) CVyy -

3.3.3 Korollar. Sei X kompakt und T>. Dann ist X normal.

Wir zeigen mit Hilfe des Satzes von Stone den Einbettungssatz von Urysohn.
Davor noch ein Lemma;:

3.3.4 Lemma. Der Raum (X, T) erfille das 2-te Abzihlbarkeitsaxiom, dann
ist (X, T) Lindeldf. Ist T die von einer Metrik (X,d) induzierte Topologie, so
gilt auch die Umkehrung.

Beweis.
-) Sei B eine abzihlbare Basis der Topologie 7. Sei weiteres eine offene Uber-
deckung U gegeben. Zu z € X wihle ein U € U mit x € U. Da B eine Basis ist
gibt es ein B(z) € B mit

x€B(x)CU.

Es ist {B(z) : ¢ € X} eine offene Uberdeckung und diese ist abzihlbar denn es
gibt nur abz#hlbar viele verschiedene Mengen in B. Schreibe

{B(z) :z € X} ={B(z1),B(zs),...}.

Wegen der Wahl von B(z) existiert stets ein U,, € U mit B(z,) C U,. Dann ist
{U1,Us, ...} eine abzihlbare Teiliiberdeckung von U.
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-) Sei (X, d) metrischer Raum und 7 die von d induzierte Topologie, vgl. Beispiel
1.1.3. Sei (X, T) Lindeldf. Es ist (n € N)

U, = {Ul(.ﬁU):.ﬁUEX}
eine offene Uberdeckung von X, also gibt es eine abzihlbare Teiliiberdeckung

{U%(xn,i):i:m...}

Wir zeigen das die Menge D := {z,; : n,i = 1,2,3,...} dicht ist: Sei U.(z)
gegeben. Wihle n € N mit % < e und z,; sodal = € U% (®n,;). Dann ist also
d(z,zn,;) < L < e und daher z,; € Uc(z). Wegen Beispiel 1.8.4 erfiillt (X, T)
das 2-te Abzihlbarkeitsaxiom.

O

3.3.5 Satz (Einbettungssatz von Urysohn). Der topologische Raum (X, T)
ist requldr und erfillt das 2-te Abzihlbarkeitsaxiom genau dann, wenn er
homéomorph zu einem Teilraum von [0, 1]N ist.

Beweis.

)Sei X C [0,1]N, dann ist X nach dem Einbettungssatz von Tychonoff
vollstindig reguldr. Da sich das 2-te Abzdhlbarkeitsaxiom auf abzihlbare Pro-
dukte und auf die Teilriume vererbt, ist es auch fiir X erfiillt.

-) Sei also (X, T") regulér und erfiille das 2-te Abzihlbarkeitsaxiom. Nach Lemma
3.3.4 ist X Lindeltf und wegen Korollar 3.2.8 parakompakt. Der Satz von Stone
zeigt das X fully normal ist und daher insbesondere normal.

Sei B eine abzihlbare Basis von 7. Betrachte die Menge P := {(U,V) :
U,V € B,U C V}. Da mit B auch P abzihlbar ist kénnen wir P schreiben als
P={P:i=12,...}, P, = (U;,V;). Nach dem Lemma von Urysohn gibt es
eine stetige Funktion f; : X — [0, 1] mit

fiUs) =0, fi(VF) = 1.
Betrachte die Abbildung
f { X = [0,
Lz = (fi(@),5f@),5f(),..)

Da [0, 1] die Produkttopologie tréigt, ist f stetig.

Seien z,y € X, ¢ # y. Wéhle eine offene Umgebung V von z die y nicht
enthilt, o0BdA sei V € B. Da X regulir ist gibt es eine offene Umgebung U von
x mit U C V, oBdA sei U € B. Also ist (U, V) = P; fiir ein i und wir erhalten
filxz) € £;(U) =0, fi(y) € f:(V°) = 1. Es folgt daBl f injektiv ist.

Sei nun z € X und W € U(x) offen gegeben. Wie oben wihle U,V € B mit

reUCUCVCW.
und sei (U, V) = P;. Dann gilt

1 1 1
;f,(.%’) = 07 ;fl(y) = ;ay € ch
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und wir schlieflen

D.h. es ist

also ist f~! stetig.

3.4 Partitionen der Eins

Sei f: X — R. Die Menge

supp f = {z € X : f(z) # 0}
heifit der Trdager von f.

3.4.1 Lemma. Sei (f;)icr eine Familie stetiger Funktionen f : X — R. Ist
{supp f; : i € I} eine lokal endliche Familie, so ist die Funktion

f=>fi:X>R
iel
wohldefiniert und stetig.
Beweis. Sei x € X. Dann gibt es eine Umgebung U € U(z) sodaBl nur endlich

viele der Mengen supp f;,i € I, mit U nichtleeren Schnitt haben, seien diese
supp fi,,--.,supp fi, . Dann gilt fiir jedes y € U

k=1

i€l

also ist f fiir alle y € U wohldefiniert, insbesondere bei z selbst, und ist stetig

im Punkt z.
O

3.4.2 Definition. Eine Familie(f;);cr stetiger Funktionen f; : X — R heifit
Partition der Eins, wenn {supp f; : ¢ € I} lokal endlich ist, f;(z) > 0,z € X,

und
Z fi=1
iel

gilt.

3.4.3 Satz. Sei (X,T) normal und sei (A;)icr eine lokal endliche offene Uber-
deckung von X. Dann gilt es eine Partition der Eins (g;);cr mit supp g; C A;.
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Beweis. Wiihle eine offene Uberdeckung (B;)icr mit B; C A;. Dann ist auch
(B;)icr lokal endlich. Whle C; offen mit B; C C; C C; C A;, und stetige Funk-
tionen f; : X — [0,1] mit f(B;) = {1}, f(C¢) = {0}. Dann ist also supp f; C A;,
also ist {supp f; : i € I} lokal endlich. Ist z € X, so existiert ein ¢ mit z € B;.
Fiir dieses ist f;(x) = 1. Also ist die Funktion } ., f; wohldefiniert, stetig, und
stets # 0. Daher sind

gi(z) := i@ X >R

Yier fi(@)
stetig. Offenbar gilt 3, ; g; = 1. Schliefilich ist supp g; = supp f; C A;.

3.4.4 Korollar. Sei (X, T) parakompakter T>-Raum und sei U eine offene
Uberdeckung von X. Dann gibt es eine Partition der Eins, (f;)ic1, sodaf zu
jedem i € I ein U € U existiert mit supp f; C U.

Beweis. Wiihle eine lokal endliche offene Verfeinerung (V;);cy von U. Da nach
dem Satz von Stone (X,7) fully normal und daher normal ist, gibt es nach

dem obigen Satz eine Partition der Eins (f;);cr mit supp f; C V;. -

3.4.5 Bemerkung. Sei £ eine Eigenschaft stetiger Funktionen f : X — R. Will
man beweisen das £ global gilt so geniigt es also bei parakompaktem X lokale
Versionen von £ zu zeigen, denn dann kann man £ mit einer Partition der Eins
“liften”.



Kapitel 4

Kompakte Riume

4.1 Eigenschaften kompakter Raume

4.1.1 Satz. Sei (X,T) ein topologischer Raum. Dann ist dquivalent:
(K1) (X, T) ist kompakt.

(K2) Jede Familie abgeschlossener Mengen mit der endlichen Durch-
schnittseigenschaft hat nichtleeren Durchschnitt.

(Kj}) Ist F eine Familie abgeschlossener Mengen und ist (\{F : F € F} =
0, so gibt es endlich viele Fy,...,F, € F mit FinN...NF, =0.

(K3) Jeder Filter auf X hat einen Hiufungspunkt.
(K4) Jeder Ultrafilter auf X ist konvergent.

Beweis. Zuerst bemerken wir das (K») und (K}) dquivalent sind, denn sie sind
nur indirekte Formulierungen voneinander. In den folgenden Schritten zeigen
wir (K1) = (K)), (K2) = (K3) = (K4) = (K4).

-) Sei F eine Familie abgeschlossener Mengen und gelte [z » = 0. Dann folgt

U Fe=x

FeF
und F° offen. Also gibt es eine endliche Teiliiberdeckung, Ff U...U F$ = X.
Wir erhalten Fy N...N F, = 0.

) Sei F Filter auf X und betrachte die Familie F := {F : F € F}. Da F die
endliche Durchschnittseigenschaft hat, hat auch F diese. Also folgt ({F': F €
F} # 0 und dieser Durchschnitt ist gerade die Menge aller Hiufungspunkte von
F.

-) Sei F Ultrafilter. Dann gibt es einen Hiufungspunkt von F. Wegen Lemma
1.4.5 gilt F — z.

-) Sei U eine offene Uberdeckung von X. Angenommen es gibe keine endliche
Teiliiberdeckung. Dann hat also die Menge

F={0°: 0 €U}

57



58 KAPITEL 4. KOMPAKTE RAUME

die endliche Durchschnittseigenschaft. Sei F ein Ultrafilter mit F O F' (vgl.
Lemma 1.4.3). Es folgt F — « fiir ein z € X. Insbesondere ist z Hiufungspunkt

von F und daher . o
ze (YFc()0°=[)or
FeF oeu oeu

Ein WS!, denn U ist offene Uberdeckung.
O

4.1.2 Definition. Sei (X, T) topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit
kompakt, wenn (A, T|4) kompakt ist. Sie heifit relativ kompakt, wenn A C X
kompakt ist.

4.1.3 Lemma. Sei (X, T) topologischer Raum, A C X, sowie Ay,..., Ay, C X.
Es gilt:

(i) A ist kompakt genau dann wenn jede Familie U C P(X) von in (X, T)
offenen Mengen die A iberdeckt, d.h. Jyc, U 2 A, schon eine endliche
Teiliiberdeckung von A enthdlt, d.h. es gibt Uy, ..., U, €U mit Uy U...U
Un 2 A.

(i7) Sei A kompakt, B C A abgeschlossen in (A, T|a). Dann ist B C X kom-
pakt.

(#97) Sind Aq,..., A, kompakt, so auch A1 U...UA,,.
Sei zusdtzlich vorausgesetzt das (X,T) Hausdorff ist. Dann gilt:
(v) Ist A kompakt, so ist A abgeschlossen.

v ist relativ kompakt genau dann, wenn es eine kompakte Menge B C
A ist relativ k kt d ine k kte M BCX
gibt mit A C B.

Beweis.
ad(i): Sei A kompakt und sei U eine Uberdeckung aus in X offenen Mengen.
Dann ist

V={UNA:U €U}
eine offene Uberdeckung von (A, 7 |4). Daher existiert eine endliche Teiliiber-
deckung {U1 N A4,..., U, N A}. Also ist U; € Y und U; U...UU, D A. Um-
gekehrt habe A die angegebene Eigenschaft und sei V eine offene Uberdeckung
von (A,T|a). Zu V € V existiert ein Uy € T mit Uy N A = V. Also ist
U :={Uy : V € V} eine Familie offener Mengen in X die A iiberdeckt. Es gibt
also Uy, , ..., Uy, mit Uy, U...U Uy, D A. Damit ist auch

Viu...uV, =0y, NAU...UUy, NA)=Uy,U...UUy,)NA=A.

ad(ii): Esist A\B offenin (4,7]4), also existiert O € 7 mit ONA = A\ B. Sei
U eine Uberdeckung von B aus in X offenen Mengen, dann iiberdeckt & U {O}
ganz A. Daher gibt es Uy,...,U, € Y mit U; U...UU, U O D A. Es folgt

U,U---UU,=0U,U...UuU,U(ONB) D
——
=0

D (U, NB)U...uU,NB)UONB)=(U,U...uU,U0)NBDB.
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ad (iii): Sei U eine Uberdeckung von A; U...U A,, aus in X offenen Mengen.
Dann iiberdeckt U jedes A;, also existieren U,k =1,...,n;,4=1,...,m, mit

UfUu...uU. D4,

und es folgt

UUioAiu...u4,.

ki
ad (iv): Sei (X,7) Hausdorff und sei A C X nicht abgeschlossen. Wéhle z €
A\ A. Fiir jedes y € A gibt es U, € U(y), V; € U(x), offen mit U, NV, = . Dann
ist U := {U, : y € A} eine Uberdeckung von A. Fiir je endlich viele Uy, , ..., Uy,
gilt

Uy v 00,0 [V n.n,] =0.

Wegen z € Aund V,, N...NV,, €U(z)ist [V, N...NV,, ]NA#D, so folgt
Uy, U...uU,, PA.

Also ist A nicht kompakt.

ad(v): Ist A relativ kompakt, so ist also A kompakt und klarerweise gilt A C A.
Sei umgekehrt A C B mit B kompakt. Dann ist wegen (iv) die Menge B auch
abgeschlossen, also folgt A C B und (i7) zeigt das A kompakt ist.

O

4.1.4 Lemma. Sei f: (X,T) — (Y,V) stetig. Ist A C X kompakt, so ist auch
f(A) CY kompakt.

Beweis. Ist U C V eine Uberdeckung von f(A), soist f~!(V) eine Uberdeckung
von A. Da f stetig ist, gilt f=1(U) C f~*(V) C T. Es gibt also Uy,...,U, €U
sodaf}

AU UL U U) D AL

Daher ist auch Uy U...U U, D f(A4).

4.1.5 Korollar. FEs gilt:

(i) Sei (X,T) kompakt und (Y,V) Hausdorff. Weiters sei f : (X,T) = (Y, V)
bijektiv und stetig. Dann ist f ein Homdomorphismus.

(43) Sei X eine Menge. In der Menge aller T-Topologien auf X geordnet mit
< sind die kompakten Topologien minimale Elemente. Insbesondere sind
je zwei verschiedene kompakte Ts-Topologien auf X nicht vergleichbar.

Beweis.

ad (i): Wir miissen zeigen das f~! stetig ist. Wir zeigen das das Urbild unter
f~ 1 einer in (X, 7)) abgeschlossenen Menge in (Y, V) abgeschlossen ist. Sei A C
X abgeschlossen, dann ist A kompakt und daher ist nach Lemma 4.1.4 auch

FHMA) =) CY
kompakt. Nach Lemma 4.1.3,(i), ist (f~!)~!(A4) auch abgeschlossen.
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ad (ii): Seien T,V Topologien auf X sodafl T kompakt, V Hausdorff, V < T.
Dann ist also idx : (X,7) — (Y,V) stetig, und (i) zeigt das idx sogar ein
Homoomorphismus ist, d.h. 7 = V.

O

4.1.6 Satz (Tychonoff). Sei (X;,T;),i € I eine Familie kompakter topologi-
scher Riume. Dann ist auch ([];c; Xi, [[;c; Ti) kompakt.

Beweis. Wir bezeichnen mit 7; : X = Hie ;1 X; = X; die Projektion auf die i-te
Komponente. Weiters sei ein Ultrafilter F auf X gegeben.
-) Wir zeigen das fiir jedes ¢ € I, m;(F) ein Ultrafilter auf X; ist. Zunichst
ist klarerweise § & m;(F). Sei B D m;(F), dann folgt 7; '(B) O F und daher
771 (B) € F. Also ist auch B = m;(n; ' (B)) € mi(F). Sei By = m;i(F1), B> =
7T,'(F2) fiir Fl,FQ € F. Dann fO]gt B1 OBQ 2 7T,'(F1 ﬂFQ) < Wi(f). Also ist 71'1(.7:)
ein Filter.

Sei B C X; mit BN n;(F) # 0 fiir alle F € F. Dann folgt 7; ' (B) N F # 0,
F € F, also mit Lemma 1.4.3,(ii), das 7; ' (B) C F. Daher ist B € F und daher
F Ultrafilter.

-) Da X; kompakt ist gilt F; — x; fiir ein gewisses z; € X;. Wir zeigen das
F = (x;)icr =: x. Sei U eine Menge der Gestalt

U=m,"Us) (4.1)

wobei n € Nyiy, ...,i, € I, Uy; € Way;) in (Xy;,T;;). Da Fy; — x;; folgt
Ui, € Fi;, also gibt es B; € F mit m;; (B;) = U;;. Es folgt B; C W;I(Uij) und
daher

UD ﬁBjG]‘-,
Jj=1

also U € F. Da die Mengen der Gestalt (4.1) eine Umgebungsbasis von z in der
Topologie [[;c; 7: bilden folgt U(x) C F, d.h. F — .

4.2 Kompaktifizierung

4.2.1 Definition. Sei (X, T) ein topologischer Raum. Eine Kompaktifizierung
von (X,7) ist ein Paar (I,(Y,V)) wobei (Y,V) ein kompakter Th-Raum ist,
I: X =Y ein Homdomorphismus von (X, 7T) auf (I(X), V|;(x)), und I(X) dicht
in (Y,V) ist.

Wir kénnen also stets eine Kompaktifizierung auffassen als einen kompakten
T>-Raum der (X, 7)) als dichten Teilraum enthilt.

4.2.2 Satz. Ein topologischer Raum besitzt genau dann eine Kompaktifizierung
wenn er vollstindig regquldr ist.
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Beweis. Sei (Y, V) kompakter T>-Raum. Nach dem Satz von Stone ist (Y, V) fully
normal und daher vollstindig regulér. Damit ist auch jeder Teilraum von (Y, V)
vollstéindig reguldr. Hat also (X,7T) eine Kompaktifizierung, so mul (X,7)
vollstéandig regulér sein.

Sei umgekehrt (X,7) vollstindig regulér. Nach dem Einbettungssatz von
Tychonoff ist (X,7) homdomorph zu einem Teilraum des Produktes [0, 1],
X <& X' C [0,1]%. Nach dem Produktsatz von Tychonoff (Satz 4.1.6) ist
[0,1]7 kompakt, also ist auch X’ C [0,1]/ kompakt. Damit ist (I, X’) eine

Kompaktifizierung von (X, T). .

4.2.3 Satz. Sei (X, T) vollstindig regulir. Dann existiert eine Kompaktifizie-
rung (I, 8(X)) mit der Eigenschaft

(SC) Ist f : X — R eine beschrinkte stetige Funktion, so ezistiert eine
stetige Fortsetzung f auf B(X):

7
ll
R
B(X)

Sind (1, B(X)), (I, B'(X)) zwei Kompaktifizierungen die die Eigenschaft (SC) ha-
ben, dann sind B(X) und B'(X) homéomorph vermdge eines Homdomorphismus
o der X punkteweise festlifst:

X (4.2)

Die, durch die Eigenschaft (SC) in obigen Sinne also eindeutig bestimmte Kom-
paktifizierung (I, 3(X)) heifit Stone-Cech-Kompaktifizierung.

Beweis. Wir betrachten die im Beweis von Satz 4.2.2 angegebene Kompaktifi-

zierung von (X, 7). X <4 B(X) C [0,1]!. Wir erinnern daran das die Menge I im
Beweis des Einbettungssatzes von Tychonoff als I = {g : X — [0,1] : g stetig }
gewihlt wurde, und I(z) = (g(z))4er war.

-) Sei f : X — R beschriinkt und stetig. Dann gilt fiir geeignete positive Zahlen
e, kdas0 <e-(f(z)+k) <1,z € X. Alsoist go := €-(f +k) € I. Die Projektion
Tgo 1 [0,1]7 — [0, 1] auf die go-te Komponente ist stetig und wir haben

X —2=0,1]
| A
l
[0, 1]
denn fiir x € X gilt

(g0 0 1)(@) = 74, ((9(2))ger) = go(2)-
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Insbesondere ist 7y, [5(x) eine stetige Fortsetzung von go auf §(X). Daher ist

f = (Wgolﬁ(x)) k
eine stetige Fortsetzung von f auf 5(X).

-) Sei (I', 3'(X)) eine weitere Kompaktifizierung mit der Eigenschaft (SC).
Ist g : X — [0, 1] stetig, d.h. g € I, so existiert also eine stetige Fortsetzung
g auf B'(X), d.h.

X —210,1] (4.3)
7
v '

B(X)

g

Wir definieren
{ g'(X) — [0,
Uy o (W)eer

Da fiir jedes g € I die Abbildung 7, o ¢ = g stetig ist, folgt das ¢ stetig ist.
Weiters gilt fiir x € X

(pol')(@) = (§(I(x)))ger = (9(x)ger) = Uz),
d.h. es gilt (4.2). Wir erhalten
e(B'(X)) = (I'(X)) C p(I'(X)) = U(X) = B(X).

Andererseits ist 8'(X) und daher auch p(8'(X)) kompakt und daher abgeschlos-
sen. Wegen

P(B'(X)) = p(I'(X)) 2 pI'(X)) = U(X)
folgt daher

p(B'(X)) 21(X) = B(X).
X).

Insgesamt haben wir also ¢(8'(X)) = B(
Seien yo,y1 € B'(X), yo # y1. Dann existiert eine stetige Funktion v :
B'(X) — [0,1] mit ¥(yo) = 0,v(y1) = 1. Sei go so dafl

—2 10,1

X
ll
’Y\z'(x)
i

I'(X)

und sei weiters go : f'(X) — [0,1] wie in (4.3). Wegen I'(X) = p'(X) und
goo (I~ =]y (x) folgt ¥ = go. Daher ist

g (9(%0)) = Go(yo) = v(v0) =0,

Tgo (P(y1)) = Go(y1) = v(y1) =1,

also muf} insbesondere ¢(yo) # p(y1) sein.
Wegen Korollar 4.1.5,(¢), ist ¢ ein Homdomorphismus.
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O

4.2.4 Korollar. Sei (X, T) vollstindig regulir und (Y,V) kompakt T5. Ist f :
X =Y stetig, so existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung f auf 8(X) :

~
-
S

Q

Beweis. Der Raum (Y,V) ist vermoge I’ : Y — [0,1]7 wobei Z := {g: YV —
[0,1] : g stetig},!'(y) := (9(y))gez, ein Teilraum von [0, 1]7. Wir haben fiir g €

x Ly 10,17 = (0,1]

B(X) "

Definiere f : B(X) — [0,1] durch f(a) := (f,(a)),ez. Wegen 7, 0 f = f, ist f
stetig. Weiters gilt

719ofol:fgol:wgol'of,ge_’[7

also folgt fol=1'o f. Wir haben

A N

FBX)) = FUX)) € Fux) =1(f(X) CU'(Y).

Da Y kompakt ist, ist /(Y) = I'(Y), also erhalten wir f(3(X)) C I'(Y). Setze
schlieBlich f := (1)~ o f.
Wegen [(X) = §(X) ist eine Fortsetzung von f eindeutig.

O

4.2.5 Bemerkung. Die Eigenschaft von Korollar 4.2.4 charakterisiert 8 (X). Denn
sie impliziert insbesondere (SC).

4.2.6 Korollar. Sei (I',(Y,V)) eine Kompaktifizierung von (X, T). Dann exi-
stiert eine stetige surjektive Funktion ¢ : 3(X) = Y die X punktweise festlifit
und B(X)\ U(X) auf Y \I'(X) abbildet.

N
,B(X) ............. ¢ .............. >Y
Beweis. Die Abbildung I' : X — Y ist stetig. Nach Korollar 4.2.4 existiert
daher eine stetige Fortsetzung . Es gilt

P(B(X)) =9 (U(X)) 2 ¥ (UX)) =V (X).
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Da (X)) kompakt ist, ist 1(8(X)) kompakt und daher abgeschlossen, also folgt

P(BX)) 21(X) =Y,

d.h. ¥ surjektiv. L
Sei nun a € B(X) \ [(X). Dann ist wegen [(X) = B(X) stets U NI(X) # 0,
U € i(a). Also ist
F={UnlX):U € Ua)}

eine Filterbasis, und es gilt ' — a. Damit folgt ¢/(F') — ¢(a). Sei
F={I""(UnI(X)):U € U(a)},

dann ist F eine Filterbasis in X, und F ist nicht konvergent, denn wire F — xo,
so wire F' = I(F) — l(zg), also l(x¢) = a, ein WS!. Es ist

$(F) = pUF) =1(F).

Wiirde I'(F) in Y gegen einen Punkt von I'(X) konvergieren, I'(F) — I'(z0),
so wiirde auch I'(F) — I'(xo) in (I'(X), V|r(x)) gelten. Damit folgt aber durch
Anwendung der stetigen Funktion (I')~! das F — =z, ein WS!.

Nun ist I'(F) = (F") = 1(a), also gilt ¥(a) € I'(X). .

4.2.7 Satz. Sei (X, T) wollstindig regulir und 5(X) die Stone-Cech Kompak-
tifizierung von X. Ist x € (X)) \ X, so hat $4(z) keine abzihlbare Basis.

Beweis. Angenommen z € (X) \ X hat eine abzihlbare Umgebungsbasis. Da
(X, T) insbesondere regulir ist konnen wir eine Umgebungsbasis W(z) = {U; :
i=1,2,3,...} wihlen sodafl U; offen ist und

U1D2Us 20,2032 ... (4.4)

) Ist U € Y(x) und besteht U N X aus nur endlich vielen Punkten z1,...,z,
so ist, da (X, T) insbesondere Ty ist, X \ {z1,...,2,} € $(z) und daher auch
U\{x1,...,,} = U' € U(x). Nun ist U' N X =, also z ¢ X. Ein WS! da
X dicht in B(X) liegt. Wir schlieflen das stets |U; N X| = oo sein mufl. Wir
konnen also eine Folge a1, b1, as, b2, as, bs, ... paarweise verschiedener Punkte
von X wihlen mit a;,b; € U; N X,i = 1,2,.... Beachte das die Folgen (a;);en
sowie (b;)ien in B(X) gegen x konvergieren.

-) Fiir 4 € N konnen wir eine in (X,7) offene Umgebung V; € Ux (b;) wihlen
sodaf gilt
@)V, cUinX.
(i) Es gibt ein j € N mit V; N U; = 0.
(751) V; N {ag, by : k,l € N} =b;.
Um dies zu sehen wihle zuerst j € N sodaf b; ¢ U,. Das ist moglich da W(z)
Umgebungsbasis ist, b; # z, und (4.4) gilt. Setze W := ch N X, dann ist

W €T und b; € W, also W € Ux(b;). Nun ist U; offen in (X)), also U; N X
offen in X, und es gilt b; € U; also folgt W' :=U; N X € x (b;). Weiters wihle
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w" € LlX(bz) mit ag,... y Aj—1 ¢ W' und bl, . ;bi—I; bz'+1, ey bj_l ¢ w".
Damit ist V; =W N W' NW" € Ux(b;) und erfiillt (7)-(iii).

Die Familie {V; : i € N} ist lokal endlich in X. Dann ist y € X, so wihle
U € U(y) und j € NsodaB UNU; = 0. Fiir ¢ > j gilt V; C U; C U; und daher
auch U N'V; = 0 also insbesondere (U N X) NV; = 0.

-) Da X vollstindig regulér ist gibt es eine stetige Funktion f; : X — [0, 1] mit
filbi) =1, fi(X \ Vi) = {0}.
Setze
f=sup{fi:ieN}: X - [0,1].

Ist yo € X so gibt es eine Umgebung U € Ux(yo) mit U NV; = @ fiir alle
bis auf endliche viele i € N. Seien diese Ausnahmen i1,...,4i,. Dann ist also

fi(U) = {0} fiir i & {i1,...,in}, also
f(y) = max{f“(y), "afin(y)}a Y€ U.

Daher ist f stetig an der Stelle yo. Da yo € X beliebig war ist f : X — [0,1]
stetig.

Es existiert also eine stetige Fortsetzung f auf B(X). Wegen
(ai)ien, (bi)ien = = in B(X) folgt f(a;) —_f(z) und f(b;) — f(z). Nun
ist aber f(a;) =0, da a; € Vj,i,j € N, und f(b;) = 1 da f;(b;) = 1. Also ist
f(a;) = 0 und f(b;) = 1, ein WS,

O

4.2.8 Korollar. Seien (X,T), (Y,V) vollstindig regulir und erfillen das 1-te
Abzihlbarkeitsaziom. Dann ist X 2Y genau dann, wenn 3(X) = 3(Y).

~

Beweis. Ist X =Y, so ist klarerweise auch §(X) = B(Y). Sei also vorausgesetzt
das B(X) = B(Y) und sei ¢ : B(X) = B(Y) ein Homdomorphismus. Es hat
x € B(X) eine abzihlbare Umgebungsbasis genau dann wenn p(z) € (YY) diese
Eigenschaft hat. Wegen Satz 4.2.7 und der Voraussetzung des Lemmas gilt

{z € B(X) : z hat abzihlbare Umgebungsbasis } = X

und genauso fiir Y. Also folgt ¢(X) = Y und ¢|x ist ein Hombomorphismus

von X auf Y.
O

4.3 Der Ring der stetigen Funktionen

Ist (X, T) ein topologischer Raum, so bezeichne mit C(X) die Menge aller ste-
tigen Funktionen f: X — R. Mit den punktweise definierten Operationen

X — R

f+9‘{ z (@) + g(2)

—
X — R
f“"{ r — f@) g(@)
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ist C(X) ein kommutativer Ring mit dem Einselement f(z) = 1.
Ist R ein kommutativer Ring mit Einselement, so bezeichnen wir mit T(R)
die Menge aller maximalen Ideale von R.

4.3.1 Lemma. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Der Operator
T:P(R(R)) = P(2(R)) definiert als (B C (R))

JEB:«—= () JcJ
J'eB
ist ein Abschluffoperator.
Beweis. Wir zeigen das die Eigenschaften (C1)-(C4) eines Abschlufloperators

(vgl. Satz 1.3.6) erfiillt sind. B
) Ist B =10, so folgt ({J': J' € B} =0 = R und daher ist B = .

)Ist J € B,soist J € {J :J € B}also(\{J' :J' € B} CJ, dh. esist auch
JeB

) Es gilt J € AU B genau dann, wenn J D ({J' : J' € A} oder J D N{J' :
J' € B}. Weiters gilt J € AU B genau dann, wenn J D ({J' : J' € AU B}.
Wegen

N : ' € AUB} = [ﬂ{J' J' e A}] N [ﬂ{J' J e B}]

impliziert J € AU B das auch J € AU B. Umgekehrt sei J ¢ AU B. Wihle
zyg Jmitze {J :J €eA},ye({J :J € B}. Dannist -y € N{J":
J' € AUB} aber -y ¢ J da J als maximales Ideal auch Primideal ist. D.h.
J2N{J' :J € AUB}, also J ¢ AUB.

)Sei J € A, dh. J D N{J' : J € A}. Nun gilt fiir jedes J' € A das J' D
N{J" : J" € A} und wir erhalten auch

(I :J e Ay 2 ({J":J" € A}.
Insgesamt folgt J € A. Gemeinsam mit (C2) folgt A= = A.

O

Wir sprechen von ¥(R) mit der von diesem Abschlufoperator induzierten
Topologie als dem Raum der mazimalen Ideale von R.

4.3.2 Satz. Sei (X,T) ein kompakter T>-Raum. Dann ist (X,T) homdomorph
2u T(C(X)).

Beweis.
-) Ist @ € X, so ist die Punktauswertung

[ CX) - R
%'{ ;= fl

ein Ringhomoomorphismus. Wegen 7,(1) = 1 ist kery, # C(X) und es gilt
72(C(X)) = R da jede konstante Funktion in C(X) liegt. Also ist

kery, = {f € C(X) : f(a) = 0}
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ein maximales Ideal von C(X). Wir definieren ¢ : X — T(C(X)) als

p(a) :=ker~,.

Sind z1,z2 € X, 21 # 22, so wihle f € C'(X) mit f(z1) =0, f(z2) = 1. Dann
gilt f € kery,, \ ker~,,, also ist ¢(z1) # p(z2), d.h. @ ist injektiv.

-) Wir zeigen das ¢ surjektiv ist. Sei J € Z(C(X)). Ist f € J, so ist Ay :=
f71({0}) eine abgeschlossene Menge in X. Sind fi,..., f, € J und wire Ay, N
...N Ay, =0, so wire

g=fi+...+f2cJ

und g nullstellenfrei. Es folgt % € C(X) und daher 1 = % -g € J, ein WS!. Wir

schlielen das das System {A; : f € J} abgeschlossener Mengen die endliche
Durchschnittseigenschaft hat. Da X kompakt ist folgt (\;c; Ay # 0. Ist a €
ﬂfeJ Ay, soist also J C ker+,. Da J maximales Ideal ist, folgt J = ker ,.

-) Wir zeigen das ¢ Homdomorphismus ist. Sei A C X. Ist f € C(X) und
f(A) = {0}, so folgt f(A) = {0}. D.h. fiir jedes a € A gilt

ﬂ{ker% :x € A} Ckery,,

und wir haben also p(a) € p(A),a € A. Also ist p(4) C p(A), d.h. ¢ ist stetig.

Sei J = ker~y, € ¢(A), d.h. gelte N{ker~, : z € A} C J. Dieses wiederum
besagt das fiir jedes f mit f(A) = {0} schon folgt f(a) = 0. Wire a € A, so
existierte aber ein f € C(X) mit f(A4) = {0} und f(a) = 1, ein WS!. Also erhilt
man a € A, d.h. esist p(A4) C p(A4) und insgesamt p(A) = p(A). Die Abbildung
¢ bildet daher abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene ab und daher ist !
stetig.

O

4.3.3 Korollar. Seien (X,T),(Y,V) kompakte To-Rdiume. Dann sind (X, T)
und (Y, V) homdomorph genau dann, wenn die Ringe C(X) und C(Y') isomorph
sind.

Beweis. Ist (X,7T) homdomorph zu (Y, V) so ist klarerweise C'(X) = C(Y).
Ist umgekehrt C(X) = C(Y) als Ring, so folgt T(C(X)) =2 F(C(Y)) als

topologische Rdume. Wegen Satz 4.3.2 folgt (X,7) = (Y, V). .

Fiir einen topologischen Raum (X, 7T) bezeichne mit C'(X) die Menge aller
beschrinkten und stetigen Funtionen f : X — R. Offenbar ist C'(X) ein Unter-
ring von C(X). Ist X kompakt, so ist fiir jedes f € C(X) die Menge f(X) C R
kompakt und daher beschrinkt. Also gilt fiir kompakte Riume C'(X) = C(X).

4.3.4 Lemma. Sei (X,T) vollstindig regulir, B(X) die Stone-Cech Kompak-
tifizierung von X. Dann gilt C'(X) = C(8(X)).

Beweis. Seil: X — (X) die kanonische Einbettung. Ist f € C(8(X)), so ist
f beschrinkt da 8(X) kompakt ist. Wir definieren

[ CcBx) — CX)
“)'{ foo— fol
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Wegen ¢(1) = 1,9(0) =0,
o(f +9)(@) = (f +9)(U(z)) = f(U(2)) + g(l(z)) = ¢(f)(z) + »(g)(2)

= (p(f) +9(9))(z), z€ X,
o(f-9)(x) = (f - 9)((x)) = fU(2)) - g(U(z)) = (f)(2) - p(9) ()
= (p(f) - o(9))(z), z € X.

Ist ¢ ein Ringhomdomorphismus. Da I(X) dicht in B(X) liegt ist ¢ injektiv.
Sei g € C'(X). Wegen (SC) gibt es eine stetige Fortsetzung f von g auf 8(X),

d.h. f e C(B(x)) mit o(f) = g. Also ist ¢ surjektiv. .

4.3.5 Korollar. Seine (X, T),(Y,V) vollstindig regulir und seien B(X),3(Y)
die entsprechenden Stone-Cech Kompaktifizierungen. Dann ist f(X) = B(Y)
genau dann wenn C'(X) =2 C'(Y). Sei zusitzlich vorausgesetzt das (X, T) und
Y,V) das 1-te Abzihlbarkeitsaxiom erfillen. Dann ist X 2 Y genau dann wenn

C'(X) = C'(Y).

Beweis.

) Ist B(X) =2 B(Y), so ist auch C'(X) = C(B(X))) = C(B(Y)) = C'(Y). Ist
umgekehrt C'(X) = C'(Y), so folgt C(8(X)) = C(B(Y)) und mit Korollar 4.3.3
folgt B(X) = B(Y).

-) Erfiillen (X, 7),(Y,V) das 1-te Abzihlbarkeitsaxiom, so konnen wir Korollar
4.2.8 anwenden.



Kapitel 5

Metrische Raume

5.1 Metriken

Wir haben in Beispiel 1.1.3 gesehen das eine Metrik d auf einer Menge X eine
Topologie induziert.

5.1.1 Definition. Ein topologischer Raum (X, T) heift metrisierbar, wenn es
eine Metrik auf X gibt die die Topologie 7 induziert.

5.1.2 Bemerkung. Es ist (X,7) metrisierbar genau dann, wenn (X,7)
homoéomorph ist zu einem metrischen Raum.

5.1.3 Lemma. FEs gilt:

(i) Istd Metrik auf X, so ist auch d(z,y) := min{d(z,y),1} eine Metrik. Die
Metriken d und d induzieren die gleiche Topologie.

(i4) Sei (X,d) metrischer Raum, T die von d induzierte Topologie. Ist Y C X,
so ist d := dly xy eine Metrik auf Y und die von d induzierte Topologie
ist gleich Tly.

(iii) Ist (X,d;), i = 1,2,3,..., eine abzihlbare Familie metrischer Riume, T;
die entsprechenden Topologien, so gibt es eine Metrik d auf Hfil X; die
die Produkttopologie Hfil T; induziert.

Beuweis. ~

ad(i): Es gilt d(z,y) = 0 genau dann wenn d(z,y) = 0 ist, also genau dann
wenn x = y ist. Offenbar gilt d(z,y) = d(y,z) da d diese Eigenschaft hat. Aus
d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) folgt auch unmittelbar das

min{d(z,y),1} < min{d(z, z) + d(z,y),1} <

< min{d(z, 2),1} + min{d(z,y),1}.

Da eine Umgebungsbasis beziiglich der von d induzierten Topologie gegeben ist
durch
Ufz) ={ye X :d(y,z) <C}, 0<e<1,

und analog durch U, (z) fiir d, folgt das die Topologie gleich sind denn U, (z) =

Ue(z),0 < e< 1.

69
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ad (i1): Die Tatsache das d|y «xy eine Metrik ist, ist offensichtlich. Eine Umge-
bungsbasis von y € Y im Raum (Y, T|y) ist gegeben durch Ul(y) :=U.(y)NY.
Wegen

Uf(y) ny = {Z €Y: d(z7y) < 6} = {Z €Y : d|YXY(Z>y) < 6}
ist das genau die von d|y «y induzierte Umgebungsbasis.

ad (iii): Wegen (i) konnen wir oBdA voraussetzen das d;(X;, X;) C [0,1]. De-
finiere fiir (2:)32,, (y:)2, € [1i2, Xi

d((xz)z 1» yz z— Z 2z x'wyz

Dann ist d wohldefiniert und erfiillt die Axiome (M1) — (M3) einer Metrik.
Sei (z;)2, € [I;2, Xi gegeben. Eine Umgebungsbasis von (z;)$2; in der
Produkttopologie ist gegeben durch die Mengen

n oo

Uen((2i)i2y) = HU(’)(x,) H Xi

i=1 i=n+1

wobei U{" die von der Metrik d; kommende e-Kugel ist. Tst U, ((x;)32,) die von
d kommende e-Kugel, so gilt einerseits

Uea—n ((2:)Z1) C Uen((i)Z41)

denn ist d((y;)22,, (x:)2,) < €27, so folgt fiir jedes i = 1,2, ..., das

1 _
Ed(y,’,xi) <e2™".

Fiir ¢ < n folgt also d(y;, ;) < e. Andererseits wihle zu € > 0 ein n € N sodaf}
27" < g, dann folgt
Ug ()21 C Ue((2i)21) -
Denn sei (y:)2; € Ugn((%i)2;). D.h. gelte d;(yi ;) < 5 fir i = 1,...,n.
Dann erhalten wir
o0 n

1 1
> iz <Z—5+ 73t <e
z:l i=n+1

Damit schliefen wir das die Umgebungsfilter von (z;)$2; in der Topologie
[1;2, 7; mit jenen der von d induzierten Topologie iibereinstimmen.

([l
5.1.4 Korollar. Der topologische Raum (X,T) erfille das 2-te Abzihlbar-
keitsaxiom. Dann ist (X, T) metrisierbar genau dann, wenn (X, T) reguldr ist.

Beweis. Jeder metrische Raum ist regulér. Sei also umgekehrt (X, 7) regulir.
Nach dem Einbettungssatz von Urysohn, Satz 3.3.5, ist (X, 7) homomorph zu
einem Teilraum von [0, 1]N und damit wegen obigem Lemma metrisierbar.



5.2. METRISIERBARKEIT 71

5.2 Metrisierbarkeit

5.2.1 Satz (Metrisierbarkeitssatz von Alexandroff-Urysohn). Sei
(X,T) ein T1-Raum. Dann ist (X, T) metrisierbar genau dann, wenn es eine
Folge Uy, Us, . .. offener Uberdeckungen gibt sodafl

(@) Uy >Usy >U>UF > ...
(#4) Fiir jedes v € X ist {S(z,U,) : n =1,2,...} eine Umgebungsbasis von x
in (X,T).

Beweis. Sei zuerst (X, T) metrisierbar; sei d eine Metrik auf X die 7 induziert.
Setze
Up = {Us-n(z) :z € X},

dann erfiillt die Folge U, alle gewiinschten Eigenschaften. Denn Uy, ist eine offene
Uberdeckung von X, wegen
S(Us=n(z),Un) C Us.3-n(z) = Usn-1) ()
gilt (i) und wegen
S(z,Un) = Uz.3-n(2) C Uz-n+1(2)

ilt (44).
’ S(ei)also im folgenden vorausgesetzt das U, die Eigenschaften (i) und (i7)
haben. Wir miissen eine Metrik auf X konstruieren die 7 induziert.
-) Wir definieren fiir rationale Zahlen der Gestalt 2%, k=1,...,2"—-1,n €N,
offene Uberdeckungen V(£ ). Dazu gehen wir induktiv vor: Zuerst sei V(3) :=
U, . Sind die Uberdeckungen V() bereits definiert, so setze

V(W%) = U1, V(inil) = v(’;—/f) falls k gerade |

V(TL%) = {S(Vaun-i-l) :Ve V([I;/f])}, k=357, .2 1.

Damit ist fiir jede rationale Zahl ¢ die sich in der Form ¢ = 2% anschreiben 18t
eine offene Uberdeckung V(q) wohldefiniert: Dabei ist klar das jedes Element von
V(q) offen ist. Weiters ist die induktive Definition so da8 V(&) = V(524;) = ..,
also ist V(g) wohldefiniert. Die Tatsache das V(£ ) eine Uberdeckung ist sieht
man induktiv: n =1 : U; ist Uberdeckung, n — n + 1 : Upy1 ist Uberdeckung,
V(Z#) ebenfalls nach Induktionsvoraussetzung, schliefilich V(5£+) ebenfalls
denn S(V,Up+1) 2 V und V([kz/n]) ist Uberdeckung nach Induktionsvoraus-
setzung.
Wir setzen weiters V(1) := {X}.

-) Wir zeigen induktiv die folgende Behauptung: Sei 1 < k < 2™ — 1. Fiir jedes
V € V(L) existiert V' € V(EEL) mit S(V,U,) C V.

n=1:V(3) =U und V(%) = {X}, also ist die Behauptung richtig.
nin+1:Seil <k <27t — 1. Betrachte zuerst den Fall das k gerade ist.
Dann gilt

[4]

Vgm) =v(5) =v(5):
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Ist nun V € V(5:&+) gegeben, so ist nach der Definition von V(t%

k+1)

S(V,Uni1) € v(2n+1

Wir konnen also V' := S(V,Uyp41) wihlen.

Betrachte den Fall k£ = 1. Dann ist V(5r) = Upt1 und V() = V() =
Uy,. Wegen der Voraussetzung (i) gilt Uy, | < Uy. Ist also V' € Upy1, so gibt es
V' e U, mit S(V,U,41) CV'".

Betrachte schlief8lich den Fall k£ = 3,5,7,...,2"t! — 1. Setze k' := [%], d.h.
k=2k+1,dannist k' € {1,2,...,2"—1}.Sei V € V(%), dann gibt es nach
Definition ein V € V(f—;) mit V = S(V,Un41). Nach Induktionsvoraussetzung
existiert V' € V(k;—tl) mit V' D S(V,U,). Wir erhalten wegen (i) und Lemma
3.1.8 das

S(V,Un+1) = S(S(V:Mn-i-l) Uni1) C S(V Un) C v

-) Sei g < ¢ rationale Zahlen der Gestalt o7 2
mit k£ < k'. Wegen dem letzten Schritt gllt 1nsbesondere V(L) <
< V(f—;), also V(q) < V(¢').

||
w|?;.

A\'
,_.
~—

-) Fiir z,y € X definieren wir

k
p(@,y) =inf{g =22 neNke{L,2...,2"}y € S(z,V(0) },

d(w,y) = sup {p(3,2) — oy, )| : 7 € X }.

Wir zeigen das d eine Metrik ist.
Es gilt stets ¢(z,y) € [0,1]. Offenbar gilt d(x,z) = 0 sowie d(z,y) = d(y, ).
Sei nun d(z,y) = 0. Wir miissen zeigen das z = y. Angenommen z # y. Es ist

stets

d(z,y) > lp(x,y) — ey, )| = ¢(z,y). (5.1)
Nach Voraussetzung (i7) und da (X,7) ein T1—Raum ist, existiert n € N mit
y & S(z,Un) = S(z,V(5x)) und wegen V(q) < V( ) fiir alle ¢ < 5= auch
y & S(z,V(q)) fiir solche q. Wir erhalten ¢(z,y) > 55, und daher insbesondere

om )
d(z,y) # 0.
Seien z,y,a € X, dann gilt

d(z,y) = sup{|p(z,2) — ¢(y,2)| : 2 € X} < sup{lp(z,2) — p(a,2)] : 2z € X}+
+sup{|p(a, 2) — p(y,2)| : 2 € X} = d(z,a) + d(a,y).

-) Wir zeigen das die von d induzierte Topologie gleich 7 ist. Bezeichne mit
$(x) den Umgebungsfilter beziiglich 7 und mit U(x) die e-Kugel beziiglich der
Metrik d.

Sei U € 4(z) gegeben. Wegen (i1) existiert ein n € N mit S(z,U,,) C U. Sei
0 < €< 5 und y € Uc(z), dh. d(z,y) < e. Dann folgt wegen (5.1) das auch
¢(z,y) < eist. D.h. es existiert 0 < § < e mit y € S(z,V(4)) C S(z,V(5)) =
S(z,Uy,). Es folgt

Uez) CU.

Wir miissen zeigen das es auch umgekehrt zu jedem U, (z) ein U € U(z) gibt
mit U C U(x). Dazu zeigen wir die folgende Hilfsaussage.
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-) Seien z,y,2 € X,z € S(y,Un1), dann folgt o(z,2) < ¢(y,2) + 5. Zum
Beweis dieser Aussage unterscheiden wir drei Féille:

(Dp(y,2) < 5=

()3k€{273; _1} (ya ) 2%
(3)%45t < oly, )
ad(1):Da ¢(y,z) < 3= folgt z € S(y,V(zx)), also existiert ein V' € V(%) mit

i
2,y € V'. Nun gilt :1: 6 Sy, V(551)) und daher erst recht z € S(V', V(547))-
Offenbar ist auch z € V! C S(V',V(5m57)). Nach Definition gilt

1 3

V= SV Vgp)) = SV Unia) € V()

und wir schlieien das z € S(z, V(52r)) denn 2, 2 € V. Also haben wir ¢(z, z) <
52 und daher
3
p(z,2) = 9y, 2) < p(@,2) < 5

ad(2):In diesem Fall ist ¢(y,2) < &,
ein V' € V(£) mit z,y € V'. Es gilt

also 2 € S(y, V(&£ )), und daher gibt es

2k +1

a:ES(y,V( on+1 )’

o) C SV Upt1) =V eV(=—+

sowie z € V! C V, und wir schlieBen z € S(z,V(Z4)) und damit ¢(z,z) <

22’,31'} Also erhalten wir

2k — 2
p(z,2) < ot T gt <oy, 2) + ol -

ad (3):Es gilt stets

DLR S R L |
2n+1 - on + 2n+1 — (P(y’ ) 2n+1

p(z,2) <1<

-) Aus der obigen Aussage schlieflen wir das fiir z,y € X mit z € S(y,Up+1)
sogar gilt d(z,y) < 2"% Denn aus der obigen Aussage erhalten wir

3
(,0(.’11,2) - SD(Z/, ) = 2n+1 .

Nun ist aber z € S(y,U,41) genau dann, wenn y € S(z,U, 1), also kénnen wir
die obige Aussage auch anwenden auf y,z,z € X mit y € S(x,U,41) d.-h. mit
vertauschten Rollen von z und y. Damit folgt

3
(p(yaz) - QD(.’L',Z) S on+1 7’

also insgesamt |¢(z,2) — ¢(y,2)| < 727 und da z € X beliebig war auch
d(z,y) < garr-

Nun sei € > 0 gegeben und z € X. Wihle n € N sodaf 2,,% < €, und setze
U :=S(x,Upy1)- Dal,41 eine offene Uberdeckung ist, gilt U € U(z). Ist y € U,
so folgt d(z,y) < 52+ < € und damit ist y € Uc(z). Wir haben also U C Uc(z).
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O

5.2.2 Bemerkung. Wir erwdhnen noch ohne Beweis den folgenden Metrisierbar-
keitssatz (Metrisierbarkeitssatz von Nagata-Smirnov): Sei (X, T) regulir. Dann
ist (X, 7T) metrisierbar genau dann, wenn 7 eine o-lokal endliche offene Basis
besitzt. Der Beweis dieser Aussage wire nicht komplizierter als der des Sat-
zes von Alexandroff-Urysohn, es bediirfte aber der Einfiihrung einiger weiterer
technischer Hilfsmittel.



Anhang A

Begriffe und Implikationen

Zusammenstellung der in dieser Vorlesung definierten Begriffe und
der von uns bewiesenen Implikationen zwischen ihnen

M: metrisierbar , Definition 5.1.1

K: kompakt
Lin: Lindelof
pk: parakompakt

, Definition 3.2.1, (i)
, Definition 3.2.1, (ii)
, Definition 3.2.1, (iii)

fn: fully normal , Definition 3.2.1, (iv)

n: normal , Definition 2.3.1
vr: vollstindig reguldr , Definition 2.2.1
r: regulér , Definition 2.2.1
T»: Hausdorff , Definition 2.1.1
T: Ty , Definition 2.1.1

2.Ab: 2-te Abzihlbarkeitsaxiom, Definition 1.8.1, (ii)
1.Ab: 1-te Abzihlbarkeitsaxiom, Definition 1.8.1, (i)
sep: separabel , Definition 1.8.1, (iii)

Eine grofle Sammlung von Beispielen topologischer Rdume die gewisse Eigen-
schaften haben und andere nicht findet man in [SS].
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Abzéahlbarkeitseigenschaften

Kompaktheitseigenschaften

2.Ab

: Bemerkung 2.1.2 11: Beispiel 1.8.4

: Bemerkung 2.2.2 12: Bemerkung 3.2.2
: Bemerkung 2.2.2 13: Bemerkung 3.2.2
: Korollar 2.3.5 14: Korollar 3.2.8

: Lemma 3.2.5 15: Satz 3.3.1

: Lemma 1.8.2 16: Satz 3.3.1

: Beispiel 1.8.4 17: Lemma 3.2.3

: Lemma 1.8.2 18: Lemma 3.2.6

: Lemma 3.3.4 19: Korollar 5.1.4

: Lemma 3.3.4 :

O O 00 IO Ui Wi -
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