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Zusammenfassung

Das Verhalten von festen Korpern und Fliissigkeiten wird iiber Kontinuums-
modelle beschrieben. Dabei werden makroskopische Gréflen wie Verschiebung und
Spannung mittels Differentialgleichungen in Bezug gesetzt.

Inhalt der Vorlesung ist Modellierung, vor allem die Diskretisierung der Gleichun-
gen und Losungsalgorithmen.

1 Elastizitatstheorie

Die Elastizitatstheorie beschreibt die Deformation von Festkorpern unter Krafteinwirkung.
Wir geben hier eine kurze Einfiihrung in die Modellierung der Gleichungen. Etwas
ausfiihrlicher sind Braess [1] Kap 6 und Le Tallec [2]. Sehr ausfiihrlich ist Ciarlet [3],
sehr allgemein sind Marsden und Hughes [4].

1.1 Kinematik

Ein Kérper in Ruhelage sei durch die offene Menge 2 C R3? gegeben. Durch Kraftein-
wirkung wird der Korper deformiert. Die sogenannte Deformation (engl. deformation) ist

eine Funktion
o0 — R3.

Sie gibt an welche Position ¢(x) der Materialpunkt = der Ausgangskonfiguration durch die
Deformation einnimmt.
Die Differenz wird als Verschiebung (engl displacement) bezeichnet:

u(z) = ¢(z) —x

Wird ein Korper nur wenig deformiert, so ist u klein und ¢ ~ id.
Vielfach wird der Deformationsgradient

F=V¢
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verwendet. Eine Deformation ist zuléssig falls det F' > 0, dass heifit die Orientierung bleibt
erhalten.

Wie stark der Korper durch die Deformationsfunktion deformiert wird, wird durch
das Verhéltnis von Abstdnden gemessen. Quadriert man den Abstand werden die Terme
schoner. Seien x und x + Ax zwei Punkte im Kérper €. Dann gilt fiir ¢ € C?:

l¢(x + Ax) = ¢(@)|* _ [F(2)Az + O(|Ax|*)|* _ Ax"FTFAx
lo+ Az —af> | Azf? (1A

+O([Axl)

Die relative quadratische Léngenénderung im Punkt x in Richtung Ax wird also durch
den Cauchy-Greenschen Verzerrungstensor (engl. strain)

C=FTF

bestimmt. Ist C' = I, so wird der Korper nicht deformiert, man spricht von einer Starr-
korperbewegung (“deformationsfreie Deformation”). Man zeigt leicht dass fiir zusam-
menhingendes Q und ¢ € C! die Deformation eine Starrkérperbewegung ist gdw

o(x) =a+ Qx

mit () orthogonal und det @) > 0, die Deformation sich also aus Translation und Drehung
zusammensetzt.
Die Abweichung von einer Starrkorperbewegung wird als Greenschen Verzerrungstensor

1
E=—-(C-1
5 )
definiert. Zusammen ergibt sich

E==(Vu+Vu" +Vu"Vu).

DN | —

1.2 Elastisches Materialgesetz

Um eine echte Deformation eines Korpers auszufithren muss Arbeit verrichtet werden.
Diese ist als Deformationsenergie im Korper gespeichert. Ein Korper heifit elastisch, wenn
die Deformationsenergie nach Wegnahme der Kraft wieder zuriickgegeben wird.

Ein Materialgesetzt (engl.: constitutive relation) heif3t hyperelastisch falls die Deforma-
tionsenergiedichte punktweise vom Cauchy-Green Verzerrungstensor abhéngt:

Edef:/QW(C(u))dw

Die Energiedichte darf auch explizit vom Ort z abhéngen W (x, C'(u)), z.B. kann ein Kérper
aus unterschiedlichen Materialien zusammengesetzt sein.



Ein Materialgesetzt heifit isotrop, wenn die Materialeigenschaften in allen Richtungen
gleich sind (nicht isotrop ist z.B. Holz). Bei einem isotropen Korper bleibt die Deforma-
tionsenergiedichte gleich, wenn der Kérper vor Anwendung der Deformation (mittels Q)
rotiert wird. Das bedeutet

W(C) = W(F'F) = W(Q"F'FQ) = W(QTCQ)

Damit lédsst sich W als Funktion der reellen und positiven EW von C, bzw. E, bzw.
aus dem charakteristischen Polynom

det(\ — E) = \* — [(E)\* + L(E)A — I3(E)
mit den Invarianten [, (E), I3(E) und I3(E)
L(E) = spur(E) = A + X+ A3
L(E) = %[(spur E)? —spur(E?)] = Mz + M3 + Ao)s
I3(E) = det(E) = A3
darstellen (dies ist eine Variante des Rivlin-Ericksen-Theorems):

W(E) = W(spur(E), spur(E?), det(E)).
Nehmen wir weiter an dass W(E) in £ = 0 ein lokales Minimum (oBdA mit Funktions-
wert 0) hat und dort glatt ist, so gilt nach Taylor
1
W(E) = ZWarspur(E) + Waspur(E?) + O(| B

Vernachléssigen wir Terme hoherer Ordnung und setzten A\ := W, und p = Wy so
erhalten wir die quadratische Energiedichte (Hookesches Materialgesetz)

A
W(FE) = §spu1r(E)2 +uE: E.

Notation: A : B := Y7, Ay;Bi; = spur(A : BT). Vergleich elastische Feder: Die gespeicherte
Energie ist %k‘EQ, mit Federkonstante k£ und Auslenkung F.

1.3 Variationsformulierung, Equilibrium

Sei V' der Funktionenraum der zuldssigen Verschiebungen. Auf I'p sei die Verschiebung
vorgegeben, d.h. wir fordern (homogene oder inhomogene) Dirichlet Randbedingungen.

Die gesamte Energie setzt sich aus Deformationsenergie und die gegen ein vorgegebenes
Kraftfeld geleistete Arbeit zusammen:

J(u):/QW(C(u))dx—/ﬂf-udx—/FNg-uds

3



Dabei ist f eine Volumskraftdichte (z.B. die Schwerkraft), und g eine Ober-
flichenkraftdichte (z.B. verursacht durch einen LKW auf einer Briicke). Wir lassen den
Randterm oft weg. Man beachte dass die Kraftdichte als Funktion von x in der Aus-
gangskonfiguration angegeben ist.

Wir suchen die Deformation so dass der Kérper den Zustand minimaler Energie an-
nimmt:

min J(u)

Wir bilden die Richtungsableitung in Richtung v (so dass auch u + v zuléssig ist):

() = [ GCn G weds = [ o [ o

Wir definieren den 2. Piola Kirchhoff Spannungstensor als

aw
Y=2——
dcC

¥ ist damit eine symmetrische Matrix. Aus C' = (I + Vu)T (I + Vu) folgt

d
d—iv = (I +Vu)"'Vu + Vol (I + Vu)

(J'(u),v) = /QZ:FTVU—/va—/FNgU
_ /sz:w_/gfv_/mgv

Dieser Ausdruck wird fiir alle zuléssigen Richtungen null gesetzt:

freivo= [ o= [ g0 weeve

Durch partielle Integration ergibt sich das Kriftegleichgewicht (Equilibrium) als

Einsetzen liefert

—divFYy = f in
FXn = g auf 'y
Dabei wird
P=F%

als erster Piola-Kirchhoff Spannungstensor bezeichnet. Dieser ist nicht symmetrisch.

Wir transformieren die Integrale auf ¢(£2), der Menge des deformierten Kérpers, und
setzen v = ¥ o ¢ mit der Testfunktion ¢ aus einem geeigneten Funktionenraum V' (¢(2)).
Damit ist Vv = Vo F. Notation: J = det F":

/ J_lFZ:VﬁFda::/ J‘1f17+/ g Vo e V(a(Q))
6(Q) $(Q) (')
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/ JleFT:de:/ J1f17+/ go Vo e V(a(Q))
$(Q) $(Q) H(T'n)

Hier ergibt sich g = % g aus der Transformation des Oberflichenmafles. Man bezeichnet

nun
o:=J'FXFT

als Cauchyschen Spannungstensor. Dieser ist symmetrisch, und erfiillt (partielle Integration
auf ¢(Q)) die Gleichgewichtsbedingungen in der deformierten Konfiguration:

—dive = J'f in ¢()
on = g aufgb(FN)

Meist beginnt die Modellierung mit der axiomatischen Einfiihrung dieses Spannungsten-
Sors.

1.4 Zusammenfassung der Gleichungen

Fassen wir die Gleichungen der letzten Kapitel zusammen so erhalten wir die nichtlineare
partielle Differentialgleichung der Elastizitét:

Gesucht ist u : Q — R? so dass

F=1+Vu

_ _ 9dW _
C—FTF,E—Qw,P—FZ
—divP=f

Randbedingungen: u = up auf I'p, Pn = g auf I'y.

Zur Existenz (und Eindeutigkeit) sind zwei Zugénge bekannt, siehe [2, 3]:

e Der Zugang von John Ball beruht auf Minimierung des hyperelastischen Energiefunk-
tionals. Er verwendet Poly-konvexitédt. Man kann damit die Existenz einer Losung in
WP nachweisen, bekommt aber keine stetige Abhéingigkeit bzgl. der Daten.

e Der Zugang von Ciarlet beruht auf dem impliziten Funktionensatz. Damit erhélt man
eine eindeutige Losung fiir kleine Daten. Um die Differenzierbarkeit des nichtlinearen
Operators nachzuweisen wird (unrealistisch hohe) Glattheit benétigt, z.B. u € H?.
Fiir die Invertierbarkeit (insbesonders Surjektivitét) der Ableitung wird daher Ly —
H? Regularitiit benétigt, was starke Einschrinkung an Gebiet und Randbedingungen
stellt.



2 Linearisierte Elastizitat
Verwenden wir anstelle von E(u) den geometrisch linearisierten Verzerrungstensor
) = 5(Vu+ V)
und das Hookesche Materialgesetz, so erhalten wir
—div De(u) = f
mit dem Materialgesetz

o(e) = De :=2ue + Aspur(e)l.

Bei der geometrisch linearisierten Vereinfachung gibt es nur noch einen Spannungstensor o.
Variationsformulierung ist

/Q,ue(u) ce(v) + Adivu dive = /fv

Anstelle der sogenannten Laméschen Parameter p und A verwendet man meist die bess-
er interpretierbaren Koeffizienten E (Young Modul) und v € [0,1/2) (Querkontraktion-
szahl). E entspricht der Federkonstante, v gibt die relative Kontraktion in Querrichtung
bei Dehnung in Léngsrichtung an. Setzt man

E Ev
= d A=
1+v 1+ v)(1—20)

2

so resultiert aus der Verzerrung

1 0 0
€= 0O —v 0
0 0 —v

die Spannung
E 00
c=1 0 00
0 00

Man beachte dass fir v = 1/2 das Volumen (linearisiert) erhalten bleibt, man spricht
deshalb vom inkompressiblen Fall. Es gilt A — oo fiir v — 1/2. Man spricht vom fast
inkompressiblen Fall fiir » nahe an 1/2. Gummi hat so ein Materialverhalten, auch lin-
earisierte Teilprobleme in der Plastizitt erfiillen v ~ 1/2.

Dies fiithrt zu schlechter Kondition und benétigt spezielle Techniken zur robusten
Diskretisierung.

Existenz und Eindeutigkeit wird {iber das Lax & Milgram Lemma gezeigt. Fundamental
dafiir ist hier die (oft auch als 2. Kornsche Ungleichung bezeichnete)



Lemma 1 (Kornsche Ungleichung). Es sei V = [H; p)* :== {v € [H']> : v = 0 auf T'p},
wobei I'p positives Oberfichenmaf hat. Dann gilt:
cxllullip < lle()lz,

ou;
Ox;

Der Beweis benotigt etwas Vorbereitung. Interessant ist dass die 9 Komponenten

durch die 6 Komponenten von (u) dominiert werden.

Korollar 2. Die Bilinearform
Alu,v) = /Z/w(u) ce(v) + Adivudive

ist stetig und elliptisch mat
Au,v) < Cp+A) [lullm [Jollm

Alwu) > 2pex [ullp
Das Céa-Lemma liefert die Finite-Elemente Fehlerabschétzung

S T
2UCK vnEVa aE

lu — up|| 7 <

D.h. das linearisierte Elastizitétsproblem ist (bzgl || - ||g1) schlecht konditioniert falls das
Material fast inkompressibel (A > 1), oder die Kornsche Konstante cx < 1 ist.
Um die Kornsche Ungleichung zu zeigen starten wir mit der

Lemma 3 (Ungleichung von Necas). Fir Q2 Lipschitz und u € Lo(S2) gilt

lellz, = Nulla— + [ Vulla-r.

Man beachte [ul|g-1 = supgep % Der Beweis ist schwieriger als vermutet, eine

kompakte Version findet man in [5]. Die Aussage ist (fast) dquivalent zur LBB - Bedingung
fiir Stokes, siehe spéter.

Lemma 4 (1. Kornsche Ungleichung). Fir u € [H']? gilt
IVullz, < llullz, + le()]z, (1)
Beweis. Durch Einsetzen iiberpriift man sofort
82ui _ 85,~j(u) X aelk(u) _ c%jk(u)
0z ;0xy, oxy, z; oxr;

Wenden wir Lemma 3 auf 27“; an so erhalten wir

| 7 D
Oy, Ly Oy 1 H-1 - Oz j0xy llH-1
ou; 0cis Ok 0gi;

* |5 PR o MRS e Y

- H@xk H-1 + ; <H8xk H-1 + Oxj llH-1 * Oxy |l H—1

= Nl + ) (leigllz, + lleallzo + llejllz.)

J

Wir haben zuletzt || 2% ||-1 < ||v| 1, verwendet. O
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Bedingungen, wann die Lo-Norm auf der rechten Seite von (1) weggelassen werden darf,
liefert folgender Satz (in &hnlicher Form gefunden in [6] S 18).

Satz 5 (Tartar). Seien (L,(.,.)r) und (V,(.,.)yv) Hilbertrdume mit kompakter Einbettung
V C L. Weiters sei A(.,.) eine symmetrische, nicht-negative, und V -stetige Bilinearform
mit Kern Vo = {v € H : A(v,v) = 0} so dass
lually: = flull% + [lullz
gilt. Es ist ||ul|% := A(u,u) eine Semi-norm. Dann gilt:
1. Der Kern Vy is endlichdimensional. Am Faktorraum V/Vy ist || - ||a dquivalent zur

Quotientennorm
lullvp = inf flu ol

2. Es sei B(.,.) eine symmetrische, nicht-negative, und V -stetige Bilinearform so dass
A(.,.)+ B(.,.) trivialen Kern hat. Dann gilt

Il = ol + ol YveV

3. Es sei Vi C V' ein abgeschlossener Teilraum so dass Vo NV = {0}. Dann gilt

[olly = [lvlla VveW.

Beweis. Teil 1: Annahme V} sei unendlichdimensional. Dann gibt es eine V-orthonormale
Folge (uy,) in Vj. Wegen V' C L kompakt hat diese eine konvergente TF (u,, ) in L, und
wegen A(uy,,u,) = 0 konvergiert sie auch in || - || + || - ||la =~ || - |lv, im Widerspruch zu
orthonormal. Daher ist die Annahme falsch und V{ endlichdimensional. Klar ist |lu|l4 =
inf,ev, [[u—v]|a < infyey, [[u—v|ly. Angenommen, es gibt eine Folge (u,,) in VG- mit |Ju, ||y =
1 und [lup|[a < %. Diese hat in L konvergente TF (u,, ), daher auch in |- |+ || |a 2 ||-||v
Cauchyfolge und konvergent u,, — u. Es gilt |lulv =1, ||ul|la = 0, u € V5. Widerspruch !

Teil 2: Auf Vj ist || - | 5 eine Norm, und wegen endlichdimensional dquivalent zu || - ||y
Es folgt mit Stetigkeit von B(.,.) und Verwendung von Teil 1:

lulli = (1PYully + (7 = PP)ully 2 [[Pullf + (1 = PY)ully
= ulll + 11 = PYullf + 11 = P)ully 2 flulls + 11— PY)ullf
=l + Nl

Teil 3: Definiere B(u,v) = (Pyiu, Pyiu)y. Aus Vo N'Vy = {0} folgt dass || - || + || - |5
eine Norm ist. Nach Teil 2 gilt daher

lully ~ Jlulls + llull;  YueV.

Reduziert man die Aussage auf V; folgt Teil 3. O
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Aus Lemma 4 und Satz 5, Teil 3 folgt sofort Lemma 1. Es reicht wesentliche Randbe-
dingungen so vorzugeben, dass der Kern von ||g(-)]|,,

Vo={u(x)=a+ Bzr:acR® BecR”mit B=-B"}

blockiert wird.

2.1 Eine robuste Methode fiir fast inkompressible Materialien

OBdA setzen wir p = 1/2. Es sei A > 1. Damit ist die Variationsformulierung

/a(u):a(v)+)\/divudivv:/fv

schlecht konditioniert, und Cea’s Lemma liefert Fehlerabschéitzungen O()\). Durch
Einfithrung des Drucks p
p:=Adivu

als neue Variable formulieren wir die Aufgabenstellung um: Gesucht u € V' := [Hj p]* und
p € Q) := Ly so dass

[ew):e(w) + [divep = [fv YveV,
[divug - $[pg = 0

Dies ist eine in (A > 1 gleichméBig) stabile gemischte Formulierung (siehe Kap 3). Verwen-
det man ein Paar stabiler Finite Elemente Rédume Vj, x @), C V x @ so erhélt man eine
robuste Fehlerabschétzung

(2)

lu = unlly +llp = prll = f Jlu—willv + inf flp—alle.
Man beachte dass
pr = AP div uy,.
Das lineare Gleichungssystem hat die Form
Au + BTp =
Bu — $Cp = 0. ()

Besonders interessant sind FE - Ridume mit unstetigem Druck p. Damit ist C' block-
diagonal, wobei ein Block genau den Basisfunktionen auf einem Element entspricht. Damit
kann C' billig invertiert werden, man kann p eliminieren und erhélt

(A+ABTC'B)u = f,

also wieder ein symmetrisch und positiv definites Gleichungssystem fiir u. Das Gleichungs-
system kann wie iiblich elementweise assembliert werden. Aus der dquivalenten gemischten
Formulierung erhélt man die robuste Fehlerabschétzung

HU — uh||v + A HPLQ; le(U — uh)”Q j v;illelf/h ||u - UhHV + A ||(I - szh> leU’HQ
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Neben dieser u — p Formulierung werden wir auch die gemischte Formulierung nach
Hellinger Reissner genauer studieren. Dabei wird der Spannungstensor ¢ als unabhéngige
Variable angesetzt: Gesucht u : Q@ — R? und o : Q — R3*3 50 dass

sym
Dlo:r + [1:e(w) = 0 VT,
Jo:e() = —[fv Vo
Ob in den Nebendiagonalblocken [o : e(v) partiell integriert wird legt die Réume fiir

u und o fest. Als Motivation dafiir werden wir zuerst gemischte Formulierungen fiir die
skalare Diffusionsgleichung analysieren.

(4)

3 Gemischte Variationsformulierungen

Eine Einfiihrung in gemischte Variationsformulierungen findet man in den meisten Biichern
zu FEM (z.B. [1]), das Standardwerk zu gemischten Formulierungen ist [7]. Es seien V und
() Hilbertraume, und

a(,) : VxV SR
b(.,.) : Vx@Q—R
c,.) : @xQ—R
fy + V-R
g() + Q=R

stetige Bilinear- und Linearformen, wobei a(.,.) und ¢(.,.) symmetrisch sind. Wir betra-
chten das Variationsproblem: Gesucht u € V und p € @) so dass

a(u,v) + bv,p) = f(v) YveV (5)
b(u,q) — t2clp,q) = glg) YqeQ,

wobei t € [0, 1] ein Parameter ist. Weiters definieren wir X = VxQ und B(.,.) : XxX — R
und F(.): X — R als

B((u,p), (v,9)) = a(u,v)+b(v,p) + bu,q) — t*c(p, q),
F((v,q) = f(v)+g(q).

Damit lasst sich die VF kompakt schreiben als: Gesucht (u,p) € X so dass
B((u,p), (v,q)) = F((v,q))  V(v,9) € X

Wir definieren lineare Operatoren A:V -V, B:V - Q, BT :Q -V, C:Q — Q
so dass

(Auv U)V = CL(U, U), (Bu7 q)Q = (uv BTq)V = b(uv C]), (Cp, Q>Q = C<p7 Q),
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und f € V und g € @ so dass (f,v)y = f(v) und (g,9)¢ = ¢(q). Damit ldsst sich die
Variationsformulierung als Operatorgleichung

Au + BTp = f,
Bu — tCp =

schreiben. Wir bendtigen oft
Vo := Kern(B)

Lemma 6 (Rechtsinverse und inf — sup). Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Die Bilinearform b(.,.) erfillt die inf — sup Bedingung

b(u, q)
sup
wev |[ullv

> Blldllq  VYqeQ

mit 5 > 0.
2. Der entsprechende Operator B : V' — Q) besitzt eine stetige Rechtsinverse T mit

17 < B~

Sind die Bedingungen erfiillt, so ist B surjektiv und BT injektiv.
Beweis. Zeigen 2 = 1. Es gilt

b(u, q Bu, q BTq,q lall?
Sup (us q) _ sup( )Q > ( )Q > — Q  _ ﬁHqHQ
wev flullv wev  lully —~ 1Tqllv  — B Mlallg

Zeigen nun 1 = 2. Es gilt

bu7q u7BTqV
sup 204 _ o @B v _ypry
S Tl Sy

Die inf — sup Bedingung bedeutet also
1B qllv = Bllalle-
Daraus folgt die Injektivitit von B”, und auch die Elliptizitéit der Bilinearform
(BBTP, q)Q = (BTpa BTq>V

mit Elliptizititskonstante 2. Nach Lax-Milgram ist BBT stetig invertierbar mit
[(BBT)™'|| < #~2. Damit ist
T :=B"(BB")™

eine Rechtsinverse (d.h. BT = Idg) und
ITpll5 = 1BT(BB)'plli = (BB)'p,p)a < B7*IIpllg-

Die Existenz der Rechtsinversen impliziert Surjektivitat. [
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Der Name inf — sup Bedingung riithrt daher, da die Bedingung auch als

; b(u, q)
inf sup ————— >
9€Q yev ||u”V||Q||Q

geschrieben werden kann. Vertauscht man die Argumente der inf —sup Bedingung, so
ist Rechtsinverse durch Linksinverse zu ersetzen und Injektivitdt mit Surjektivitit auszu-
tauschen.

Ist eine Bilinearform symmetrisch, so ist inf — sup dquivalent zur Invertierbarkeit. Z.B.
ist die stetige Losbarkeit des gemischten VP dquivalent zur inf — sup Bedingung von B(.,.)
auf X x X.

Ziel folgender Lemmas ist es, aus Eigenschaften der Bilinearformen af(.,.), b(.,.) und
c(.,.) auf die stetige Invertierbarkeit des Blocksystems, d.h. die inf — sup-Bedingung der
Bilinearform B(.,.) zu schlieen. Die inf — sup Bedingung der Bilinearform &(., .) wird (nach
Ladyshenskaja, Babuska und Brezzi) meist als LBB Bedingung bezeichnet. Diese sei im
folgenden erfiillt.

Lemma 7. Es sei a(.,.) elliptisch mit Konstante o, und c(.,.) nicht-negativ. Dann ist (5)
eindeutig losbar und es gilt

lully + lIplle < cla llall, 8) (I £llv + llglle)
Beweis. Elliptizitét und Stetigkeit von a(.,.) bedeutet
o lulli < llull’ < llal fJulf

aus Lax-Milgram folgt daraus

1
Tal ol <l < - ~ [l

Aus der 1. Gleichung der Operatorgleichung folgt
w=A"1f—ABTp,
einsetzen in die 2. Gleichung ergibt
(BAT'B+t*C)p=BA™'f —g.
Cauchy Schwarz liefert
1B plA-2 + llplE < 1 flla- 1B pllas + llglle Ipllo
Verwendung von LBB ergibt

lall

— /82 ||BTpHA 1y

Ipllg) < 62HBTp||2
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und damit lal
a
1B pllA + llplle < I1f15-1 + Wllgllé

Letztendlich folgt

lullh = (Au,u) = (f,u) = (B"p,u)
< N fla-rllulla + 1B plla- flull 4,

und damit
lullZ < A5 + 1B pllE-
S
Fiigt man die Abschétzungen zusammen ergibt sich die Behauptung. ]

Lemma 8. Es sei a(.,.) nicht-negativ und auf Vy elliptisch. Dann ist (5) eindeutig losbar
und es gilt

lullv + lIplle < (e, llall, 8. 181, llell) (If1lv + llglle)-

Beweis. Wir fiihren diesen Fall auf Lemma 7 zuriick, indem wir mit der 2. Gleichung
stabilisieren:

(5 e ) o (Zee Je o] (5) = (5) (e )

Der Parameter v > 0 sei so dass 7||c|| < 1/2. Dies ist eine modifizierte gemischte Opera-
torgleichung mit

A = A++B'B

B = (I-~tC)B

C = (I-~t2C)C
Man {iberpriift dass einerseits A elliptisch ist, und andererseits (I —~t*C') invertierbar ist,
und daher hat B eine stetige Rechtsinverse. ]

Im Falle dass af(.,.) elliptisch ist, geht die Stetigkeitskonstante der Bilinearform c(.,.)
nicht in die Abschétzung ein, ist a(.,.) nur Vp-elliptisch, so geht sie iiber die Bedingung an
v ein. Der erste Fall kann daher zu einem auf ) dicht definierten, aber unstetigen c(., .)
erweitert werden:

Lemma 9. FEs sei a(.,.) elliptisch, c(.,.) sei jetzt nur auf dem dichten Teilraum Q. C @
definiert, (Qc, |- G +11- &) sei ein Hilbertraum. Dann ist (5) eindeutig losbar und es gilt

[ully +llplle + tliplle < I1F1v + lg()l@+ec)-

Beweis. Verfeinerung im Beweis von Lemma 7. [
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3.1 Beispiel: Diffusionsgleichung

Wir betrachten die skalare Diffusionsgleichung als System erster Ordnung:
ac = Vu, dive = —f,

mit Randbedingungen u = up auf I'p und o,, = g auf I'y. Die Matrix a(x) sei symmetrisch
positiv definit mit gleichméfig nach unten und oben beschrinkten Eigenwerten. Die primal-
gemischte VF lautet: Gesucht ist 0 € V := [Ly]¢ und u € Q := H! mit u = up auf I'p so
dass

JaoT — [Vur = 0 V71 € [Ly)?

6
— [ Vo = —[fo—J, 9v YveH v=0aufTp (6)

Auf diesen Raumen sind alle Formen stetig, af(.,.) ist V-elliptisch, und die LBB - Bedingung
ist trivial: v )
\Y%
wp 47 o IV
B P

= [lvlle

Die primal-gemischte Formulierung ist dquivalent zur iiblichen H!-Formulierung fiir wu.
Auch die diskrete Formulierung ist klar solange V};, = V@, ist.

Die dual-gemischte Formulierung ergibt sich nach partieller Integration in den Neben-
diagonalblécken. Sie benétigt den Raum

H(div) := {7 € [Ly]? : divT € Ly}

mit Norm
17 iy == 17117, + [ div 7]|Z,.

Gesucht ist 0 € V' := H(div) mit 0, = g auf I'y und u € Q) := Lo so dass
JaocT + [udivr = fFD upt, V71 € H(div),7, =0 auf 'y,
Juvdive = —[fv Vvel,

Der Kern von B ist

Vo = {0 € H(div) : dive = 0}.
Die Bilinearform a(o,7) = (a0, 7)1, ist elliptisch auf V4, da
o]y = llollZ, + I divelZ, X lolz, = alo,0) Vo e
Die LBB - Bedingung

di
Sup M > B ||ul Yu€ Ly
oceH(div) HUHH(diV)

zeigt man wie folgt: v € Ly gegeben, 16sen das Hilfsproblem: Ges ¢ € H& p so dass
(V(p, V¢) = (U, Ip) vw € H&,D'

14



Unter Verwendung der Friedrichsungleichung erhélt man

el = llullz,-

Setzen wir nun 0 = —Vp, so gilt dive = v und o,, = 0 auf 'y, und weiter
||J||L2 = ||u||L2 und “ diVO‘||L2 = ||u||L27
und daher
[ divou |ull7,

sup = [lullz,

- =
cer@v ||o|| + || divel| = ||u||L,
f 0:=Vp

on=0 auf I'y
A BT
B

ist sowohl fiir X, := [Ly]? x H' als auch fiir X, := H(div) x Ly ein Isomorphismus von
X nach X. Beide Formulierungen sind formal dquivalent. Die unterschiedlichen Rdume
erlauben unterschiedliche Losungen. Sind die jeweiligen Losungen in X; und X5, so sind
sie ident. Dafiir muss f € Lo ist.

Der Operator

3.1.1 Anwendung: Fehlerschitzer

Sei f € L. Die primal-gemischte Formulierung ist dquivalent zu: Ges u € H!, u = up auf

I'p so dass
/a_IVqu: /fv+/ qgu Vove H&D,
'y

oder auch zum primalen Minimierungsproblem

1
min—/a_IVu-Vu—/fv—/gv.
ueH1 2

u=upn

Die dual-gemischte Formulierung ist die Lagrange-Funktion zum dualen Max-

imierungsproblem
—1
max — [ aoco — | upo,.
ceH(div) 2

diveo=—f,on=g
Beide Losungen héngen iiber
ac =Vu

zusammen. Sei nun u;, eine finite Elemente Funktion in H! mit u, = up exakt auf I'p,
und oy, eine finite Elemente Funktion in H(div), wobei div oy, = f als auch oy, = g exakt
erfiillt sein soll. Dies wird fiir stiickweise polynomiale Daten up, f, g, und der Verwendung
von passenden Raviart-Thomas oder BDM Elementen kanonisch erfiillt. Dann gilt die
sogenannte Prager-Synge Orthogonalitét

/V(u—uh)(o—ah) = —/(u—uh) div(o — Uh)+/(99£U—Uh)£0—0h)@: 0.

15



Und damit
IV (u = up)l21 + lo = onlli = [|[Vun — aoy |2

Diese Relation gilt allgemein, speziell auch fiir die entsprechenden finite Elemente Approx-
iamtionen von u und ¢. Damit erhilt man eine explizit berechenbare obere Schranke fiir
den Fehler in der Energienorm ! Hat man die primale fe - Lésung uy, bestimmt, kann mittels
lokalem post-processing (Equilibrierung) ein o, berechnet werden, so dass divo, = f gilt.
Dies ist der equilibrated residual-Fehlerschétzer.

3.2 Beispiel: Wesentliche Randbedingungen

Als zweites Modellbeispiel betrachten wir eine gemischte Methode zur schwachen For-
mulierung wesentlicher Randbedingungen. Ubliches testen und partielles integrieren der
Gleichung — divaVu = f liefert

/aVuVU—/ (aVu)nv:/fv Vove H.
)

Definieren wir A := (aVu),, und fiigen die Gleichung u = up auf I'p hinzu, wo erhélt man:
Ges: u € V := H', A € H'/*(T'p) so dass

[aVuVv + [ uh = [fv  VYveV

Jrp, un = Jo, upp VieQ (8)

Der Raum H~/2(I'p) wird als Dualraum von tracer, H' aufgefasst (technische Feinheiten
am Rand von I'p werden hier vernachléssigt). Damit ergibt sich Stetigkeit und LBB -
Bedingung per Definition. Der Kern ist

Vo={u€ H :u=0auf I'p},

und damit gilt Vj-Elliptizitét

l|ul|3: = /avuvu Yu € V.
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3.3 Beispiel: Stokes Gleichung

Das Standardbeispiel fiir gemischte Formulierungen ist die Stokes - Gleichung. Gesucht
sind Geschwindigkeit u € V := [H}(Q)]? und Druck p € Q := LY so dass

[VuVe + [pdive = [ fu Vo eV, (9)
[qdivu =0 Vg e Q.

Hier ist a(., .) elliptisch, die LBB - Bedingung ist nicht-trivial. Betrachten wir fe - Teilraume
Vi X Q. Die diskrete LBB - Bedingung wird hier oft aus der stetigen LBB - Bedingung
mit dem Fortin-Operator abgeleitet: Sei I, : V' — V}, so dass

[Mpllv < ¢

b(ITyu, qn) = b(u, qn) Y, € Qn.

Dann gilt
b b(1I1 1 b
sup ( h)qh) > sup ( hanh) > ~su (anh) Z B
up €V HuhHV ueV ||Hhuh||V C uev ||Uh||V C

Ein einfaches (aber nicht optimale konvergentes) Beispiel ist V;, = [P?]*> und @, = P°. Wir
setzen
I, = 10, + I3 (Id — 11,

wobei II} : V' — V}, ein Clément - Operator mit
Ml + A~ lw — Tl < flully,
und 117 : V' — V}, so dass

(IGu)(V) = Y vertices V,

0
/Hiuds = / V edges E.

Mit Skalierung zeigt man leicht |[T2ul|; < 27 ||ullo + ||u/|1, und daher ||TI;]|; < 1. Weiters

gilt
Z/dlvu— 2 qh—ZZ/u—Hhunqh|T—0 Yaqn € Qp,

T ECoOT

und daher auch b((Id — I;)u, q,) = b((Id — 112)(Id — 11} )u, q,) = 0.
Aus der inf — sup - Stabilitdt des diskreten Problems folgt sofort die Fehlerabschétzung

U —u + ||lqg — < inf |[lu—wv + inf — .
Ju =l +llg=aillo = inf Jlu=villy + inf p=alo
Der Fehler in beiden Komponenten wird durch die Bestapproximation in beiden Kompo-

nenten abgeschitzt. Der Fehler wird durch ||[p—gq|| < R||p||1 dominiert, und dadurch erhalt
man auch nur die Abschitzung O(h) fir ||u — upl|;-
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4 Gemischte Methoden fiir Gleichungen 2. Ordnung

Wir betrachten das Modellprobem aus Kapitel 3.1 genauer, und erweitern auf die Gle-
ichungen der linearen Elastizitét.

4.1 Der Funktionenraum H(div)

Analog zu schwachen Ableitungen definieren wir die schwache Divergenz: g € Lo(2) ist die
schwache Divergenz von o € [Ly(2)]? auf  genau dann wenn

/g(p:—/a'Vgp Vo e C5°(92).
Q Q

Damit ist der Raum H(div) und die Norm || - || gaiv) in Kapitel 3.1 definiert. H(div) ist ein
Hilbertraum.

Man zeigt mittels Mollifier (Glittungsoperatoren) dass C(Q) auf Lipschitzgebieten
dicht in H(div) liegt.

Lemma 10 (Trace theorem in H(div)). 1. Es ezistiert ein eindeutiger stetiger
Normal-Spur Operator tr,, : H(div) — H~Y2(0) so dass

(tr, o) (z) [& o(x) - n(x) fiir o € [C(Q)]

2. Der Operator tr,, besitzt eine stetige Rechtsinverse von H~Y/2(0Q) nach H(div).

Beweis. Der Spur-Operator ist fiir glatte Funktionen festgelegt. Wir zeigen Stetigkeit auf
dieser dichten Teilmenge, und damit ist er eindeutig stetig auf H(div) fortsetzbar. Wir
verwenden dass es zu einem v € HY2(082) ein w € H'(2) gibt mit trw = v und ||w||g <

||U||H1/2(@Q)‘ Sel S [C(ﬁ)]d U H(le)

opv op trw
lipoloe = sup 42270 < Jon om0
vert2o0) 1V ae ~ wem@) lwllm @)
Jodivow +o-Vu [ dival| [lw] + [lof [Vw]
= sup <
weH(Q) Hw||H1(Q) weHL(Q) HwHHl(Q)

< ol maivy

Sei € H™Y2(082). Die Neumannaufgabe Ges.: v € H' : (Vu, Vo) + (u,v) = (i,v) hat
eine Losung mit ||ull}; = ||pllg-1/2, und Au = w und d,u = p. Mit o := Vu haben wir
mittels u — o eine stetige Rechtsinverse von tr,,. ]

Mit dem trace - Operator ist partielle Integration fiir o € H(div) und u € H! sinnvoll
definiert:

/aVu—i—/diVJu: (tT 0, U) 1724 172
Q )
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Lemma 11 (Gebietszerlegung). Es sei Q ..., eine nicht-iberlappende Zerlegung von
Q, v = 0 N OQ;. Es gelte

o € Ly(2) ola, € H(div, ;)

mit stetigem Normal-trace auf v;;, d.h.

trni,%j olo; = — trn]’,%'j 016;-
Dann ist o € H(div, Q).

Beweis. Ubung ]

4.2 Die Piola-Transformation
Es sei Q C R? ein Gebiet, und @ : Q — Q aus W bijektiv mit ®~! € Wi,

Definition 12 (Piola-Transformation). Sei o € H(div, ). Dann ist

1
P = ol
Po(®(x) = = @o(x)
die Piola-Transformation von o.
Lemma 13. Es gilt
. 1 .
(divPo)(P(x)) = Py divo(z) (10)

Weiters gilt falls det ®" > 0 fiir VC Q offen und E C Q eine d — 1 dimensionale Mannig-
faltigkeit

/ divPodr = / div o dz (11)
o(V) v

/ Po,ds = / o, ds. (12)
o(E) E

Letzteres gilt nur sofern | 5 On cxistiert.

Beweis. Wir rechnen nach dass ﬁ divo o @1 die schwache Divergenz von Po ist:

o N ) d
L(Q) Jorgy WV o(E ()ple)dr = = L(Q) Po(z) - Vij(x)dz Vo € [C5°(2(Q))]

Transformation der Integrale und Einsetzen der Piola-Transformation liefert

/Q div o () (®(x)) do - — /Q deth), Boz) - (3) V(o B) det & da,
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d.h. genau die Definition der schwachen Divergenz auf 2:
/ divo(z) (¢ o ®)(z) dx = —/ o(x) V(W od)dr  V(po®) e [C(N)
Q Q

Gleichung (11) ist genau die Transformationsregel fiir divo. Um (12) zu zeigen definieren

wir zu E ein V so dass E C V. Sei ¢ € C*(V) mit ¢ = 0 auf 0V \ E. Es gilt

/Eanqb = /Vdiv(aw) dr = /q>(V) div(Pov)) dx
= / (P(ov)))pds = (Po)nt) ds
A% (V) O(E)

Mit ¢|g — 1 folgt die Behauptung. O

4.3 H(div) - konforme Finite Elemente

Lemma 11 liefert sofort Bedingungen fiir H(div) - konforme Elemente: Wie iiblich verwen-
den wir Polynome auf den geometrischen Elementen {T'}; diese sind natiirlich in H(div, T)).
Um Funktionen aus H(div,{2) zu erhalten muss die Normalkomponente iiber Elemen-
tréander stetig sein. Dies wird durch eine passende Wahl der Freiheitsgrade erreicht.

4.3.1 Das Raviart-Thomas Element niedrigster Ordnung RTj in 2D

Auf dem Element T wird der Ansatzraum
Vi :={a+bx:acRbcR}
verwendet. Er hat Dimension 3 und es gilt
[P’ c Vp C [P
Sei E eine Kante von T mit Normalvektor n. Fiir o € Vp gilt
on(z) =a-n+bxr-n=const VzekE,

d.h. tr, g o ist in PO(E) und ist daher durch das Integral

V(o) ZZ/EUndS

eindeutig festgelegt. Diese ¥g(.) werden beim RTj Element als Freiheitsgrade verwendet.
Ein Dreieck hat 3 Kanten; diese 3 Funktionale sind auch linear unabhéngig, das heifit die
Vorgabe von 3 Werten fiir || 5. On ds legt ein eindeutiges o € Vr fest.
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Durch Vorgabe des Ansatzraumes und der Freiheitsgrade ist die nodale Basis ¢ ein-
deutig festgelegt (Biorthogonalitét):

Ve(op) = 0,

und auch der Interpolationsoperator ist damit definiert:
Ir(o) = vp(o)er
E

Lemma 14. Das Raviart-Thomas Element besitzt ein Interpolationsdquivalentes Referen-

A

zelement. Set T = ®(T') mit affin-linearem ®. Dann gilt
IT(PU) = p([TU)

Beweis. Die Réume stimmen iiberein: Sei 0 = a + b2 € V;, und x = ®(2) = ¢+ Dz. Dann
ist

. 1 b . 1 b
= mD(aqL bi) = mDa + detDDx = MDCL—}- m(m —c) eVr
Aus Definition des Interpolationsoperators und Eigenschaften der Piola-Transformation

folgt

Po(x)

Ug(Ip(Po)) = VYg(Po) = V(o)
und
Vp(P(lz0)) = Vi(I;0) = V(o)
Damit liefern IpP und PI; die gleiche Funktion in V7. ]
Lemma 15 (Commuting Diagram). Mit dem Ly-orthoprojektor PP : Ly(T) — P gilt
P)divo = div Iyo

Beweis. Das Ergebnis ist jeweis in P°, und es gilt
/Pgdiva:/divaz/ O'n:/ ([TU)n:/diV[TJ
T T ar or T

Lemma 16 (Interpolationsfehler). Es gilt

HO-_ITO-”LQ Ch’O'|H1

<
|div(c — I70)||r, < ch|divo|g
Beweis. Mit dem Bramble-Hilbert Lemma zeigt man am Referenz-element
lo = Lzollz, < lofm.

Dank der Interpolationsédquivalenz kann die Skalierungstechnik angewandt werden. Fiir die
zweite Aussage verwenden wir die Kommutativitét:

| div(e — Izo)||n, = ||(I — PP)divol|, < ch|divo|m
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4.3.2 Elemente hoherer Ordnung
Raviart-Thoms Elemente hoherer Ordnung sind durch den Ansatzraum
Vars := {a+bx:a € [P bc P}

(wobei diese Darstellung nicht eindeutig ist) und die Funktionale

Upi(o) = /anqj ds
E
U.i(o) = /divarj dx
! T

\IITQJ'(J) = /Ta'Vsjda:

wobei ¢; eine Basis fiir P*(E), r; eine Basis fiir P*(T)/P° und s; eine Basis fiir Py ™2(T) =
{q € P¥2: ¢ =0 auf 9T} ist. Es gilt

[Pk]Q C VRT’“ C [Pk+1]2

und
div Vg = P* und  tr, g Ve = PH(E)

Eine alternative Wahl der Element-Freiheitsgrade ist

/ o-q;de mit ¢; Basis fiir [P*1]?
T

Sehr #éhnlich sind die Brezzi-Douglas-Marini (BDM) Elemente. Hier ist
Vapur = [P*]?,

und die Ordnung der Momente ist leicht veréndert.
Ob RT oder BDM Elemente vorteilhaft sind hdngt davon ab, ob ¢ oder divo von
priméren Interesse ist.

4.4 Der Raum H(curl) und Nédélec Elemente
Analog wird der Raum H(curl) als Abschluss beziiglich der Norm

el eunty = lullZ, + [ eurlullz,
definiert. In R? wird curlu = (% — %) als schief-symmetrische Matrix interpretiert. Fiir
J 7

den Raum H(curl) kann ein Tangential-Trace Operator definiert werden.
H (curl)-konforme Elemente sind Nédélec Elemente, sie besitzen stetige Tangentialkom-
ponenten. Der Ansatzraum fiir das Element niedrigster Ordnung ist

Vit ={a+ Bz :a cR? B=—-B" ¢ R™*},
Als Freiheitsgrade passen dazu [, u -7, wobei {E} die Kanten des d-Simplex sind.
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4.5 Gemischte FEM fiir die Diffusionsgleichung
Wir diskretisieren (7) mit X, := RT*(T) C H(div) und V}, := P*(T) C L.

Eine Motivation dafiir ist element-weise exakte Massenerhaltung:

/Jn:—/f VT eT
or T

4.5.1 Betrachtung in H(div) x L,
Gesucht o, € ¥p, und u, € Vj, so dass

fCLO'hTh + fuh divr, = 0 V1, €2

. (13)
fUhleO'h = —ffvh VU}L S Vh.

Einbau der Randbedingungen ist klar und wird hier {ibergangen. Um Stabilitdt des
diskreten Variationsproblems zu zeigen miissen wir ersten die Kern-Elliptizitdt nachweisen:

/Owhffh > |lo ]| #aiv) Vo, € Yo
Da hier die spezielle (und sehr interessante) Bedingung div ¥, = V}, gilt folgt sofort
Yho={on€Zy: /divahvhzo‘v’vh eVt c{oex: /divav:0Vv€ V=23,
d.h. die Kern-Elliptizitat folgt aus dem stetigen.

Zweitens weisen wir die diskrete LBB Bedingung nach:

f div oy,

sup > Bullvnll L, Y, € V.

oRES, ||Uh||H(div)

Wir moéchten die Konstruktion nach Fortin verwenden. Der RT - Interpolationsoperator

erfiillt die Eigenschaft
/div Irov, = /divavh,

doch er ist nicht stetig auf H(div) ! Wir verwenden daher die Stokes-LBB Bedingung, die
uns sogar ein o € [H']¢ liefert mit dive = v, und ||o||zn =< ||vp||z,. Darauf ist der RT -
Interpolationsoperator anwendbar und wir erhalten fiir o), = Iro

diVO'h = Vp, und HO—hHH(div) j thHLw

und damit einen passenden Kandidaten um das Supremum abzuschéitzen. Ein Nachteil
dieser Beweistechnik ist dass die Stokes-LBB Konstante wesentlich stérker als die H (div)-
LBB Konstante vom Gebiet abhédngt. Eine Alternative ist ein Clément-artiger kommu-
tierender Interpolationsoperator in H(div).
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4.5.2 Betrachtung in diskreten Normen

Wir verwenden die Elemente aus H (div)x Ly, doch wollen uns an der Stabilitiit in [Ly]¢x H*
orientieren. Dazu verwenden wir die diskrete Norm

1
lonli, = llonlifin =D IVonllZuey + D Il
T E

und ||os||s, = llon||z,. Die Kern-Elliptizitét ist damit trivial.
Die diskrete LBB - Bedingung wird direkt nachgewiesen. Wir orientieren uns am steti-
gen LBB-Beweis mit ¢ := —Vwv. Zu v, € V} gegeben, definieren wir oj, so dass
1
tr,pon = _E[Uh]E
und

/Uth = —/VUth Vg, € [PF1]?
T T

(geht, siehe alternative Wahl der Freiheitsgrade). Dafiir folgt mit Skalierung

lonllz, = lvnllarn

und

. 1
/ divopu, = Z — / o,Vuy, —I—/ OhnUn = Z/ [Vun||® + Z EH[Uh]HQ = l|lonll7 1
Q e T or = Jr =

also ein passender Kandidat fiir das Supremum.

4.5.3 Superkonvergenz und Postprocessing

Mit der allgemeinen Konvergenztheorie erhalten wir aus der Stabilitat sofort

o —onlls, + llu —unlly, = T}}gh o — 7nlls, + Uilelgh |u — vpl|v,-

Dies gilt fiir beide betrachtete Moglichkeiten der Normen. Wihlen wir z.B. BDM?! Ele-
mente (d.h. [P']?) und uj, € P, so erhalten wir fiir die H(div) x L, Wahl

lo = Iro | @) = lo — Irol|r, + || dive — P° div oL, = O(h)
0(2) o)

und
Ju — Pul| = hlul| g,

also Konvergenzordnung O(h). Schlimmer ist die die Ly x H'-Betrachtung, hier erhalten
wir
lu = Poullgy = [|ullm,

also (nicht-)Konvergenzordnung O(1). Dies ist aber ein Problem der Abschétzungstechnik,
und kann wie folgt verbessert werden:
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Es sei (o,u) € ¥ x V die Losung von (7), und (oy, up) € X, X Vj, die Losung von (13).

Satz 17. Die Bilinear-form B(.,.) sei stetig und diskret inf-sup stabil. Zudem gelte BY;, =
Vi. Dann gilt:
lo —onlls + |1Pv,u —unllv = inf flo =75
THhEX

Beweis. Wir starten mit der Dreiecksungleichung, diskreter inf-sup Stabilitdt und
Galerkin-Orthogonalitét. Dabei sei [, : 3 — X, ein beliebiger Interpolationsoperator.

lo = onlls + [|Py,u —unlly < llo = Iolls + [ho — onllv + [Py, u — unllv
B(Ino — on, Py, u — Up; Th, Up)

< |lo = Iyolls + su
= llo =Tl + sup Tralls + Tonllv

B(Ino — o, Py, u — u; Th, vp,)

= |lo = Iyolls + sup
Thsvn [7alls + [Jonllv

a(Iyo — o, 1) + b(Iho — o,v,) + b(mh, Py,u — u)

= |lo = Iyo|s + sup
Thyh I7nlls + llvnllv

Die Eigenschaft BY, C V}, impliziert

b(mh, Py, u — u) = (BT, Py,u —u)y =0
N~ N———
eV VhJ_

Daher kann das Supremum mit Hilfe von Stetigkeit von a(.,.) und b(.,.) sofort durch
|l — Io||s abgeschitzt werden. O

Mit Satz 17 erhilt man fiir BDM"' Elemente und [Ly]? x H' Betrachtung sofort die
optimale Rate || — 04|z, = O(h?). Fiir das Skalar liefert Satz 17

lur, — PPullL, = O(h?),

d.h. die Approximation im Mittel ist besser als die Bestapproximation in der Norm |lu —
PYul|z, = O(h). Man spricht hierbei von Superkonvergenz.

Das Skalar kann jedoch in einem lokalen post-processing Schritt verbessert werden: Sei
o, € BDM*. Bestimme 1, € P*(T) so dass

(Vﬂh, Vvh)T = ((J'h, Vl)h)T Vvh € Pk+1

Poﬁh = Pouh

Dafiir ist ||u — @ || g2, optimal.
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4.5.4 Implementierung durch Hybridisierung

Einsetzen einer Basis fiir 3, und V}, fithrt zu dem Gleichungssystem

(5 )(2)=(7)

Dieses ist symmetrisch, aber indefinit. Schnelle direkte Loser wie minimum degree ordering
bestimmen eine Umnummerierung der Variablen so dass das Profil der Faktorisierung der
Matrix moglichst klein wird. Diese Umnummerierung ist fiir den spd-Fall stabil, kann aber
fiir indefinite Matrizen zu Instabilitdt oder Abbruch fithren.

Auch iterative Gleichungsloser wie Krylovraummethoden (CG - Verfahren) profitieren
von spd Matrizen. CG - Verfahren und Vorkonditionierer fiir Sattelpunktprobleme ex-
istieren, doch sind viel komplizierter als im spd Fall.

Hybridisierung ist eine &quivalente Umformung der Raviart-Thomas FEM -
Diskretisierung so dass eine spd Matrix erreicht wird. Dabei wird auf die Normal-stetigkeit
des Raviart-Thomas FE - Raums verzichtet, und diese mittels neuer Gleichungen extra
gefordert:

[oh+atm=0 vuerir)
F

Dabei sind o und o2 Werte auf den beiden Elementen am Facet F', n; = —ny die jeweiligen
nach auflen gerichteten Normalvektoren. Da o, € P* fiir RT* Elemente, fiihrt das Testen
mit 4 € P* zu punktweiser Gleichheit.

Weitere Gleichungen benotigen auch zusétzliche Unbekannte (die Lagrangeparameter).
Das hybridisierte System lautet: Gesucht ist oy, € RT%, u, € P*(T), A\, € P¥(F) so dass

ZT fT aonTh -+ ZT fT div Thup, — ZT fT Th,n/\h =0 V1, € RT;C
Sor Jpdivoy o, = [ fou Vo, € PH(T)
=221 Jor Onntin =0 ¥ pn € PH(F)
(14)

Die Variationasformulierung ist konsistent, d.h. setzt man (o4, up, \p) = (¢ Vu, ujr, u|F),
so sind die Gleichungen erfiillt. Daher kann \;, als Approximation der skalaren Lésung auf
den Facets interpretiert werden. Randbedingungen sind wieder vernachléssigt und kénnen
nun direkt fiir die Facet-Variable eingebaut werden.

Ahnlich zu Kapitel 4.5.2 zeigt man Stabilitéit beziiglich ||o|z, und

1
[ (s g = Z IVullZ, ey + EHU — M[7u0m)-
T

Dies ist eine Semi-Norm, und wird fiir nicht-leeren Dirichlet-Rand zur Norm.
Einsetzen der Basis fiithrt zu dem Gleichungssystem

A BT BT o 0
B, 0 0 ul=1f
B, 0 0 A 0
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Aufgrund der unstetigen RT - Elemente ist die Matrix A block-diagonal, wobei die einzel-
nen Blocke den Elementen entsprechen. A kann damit billig invertiert und o aus dem
Gleichungssystem eliminiert werden:

BlA_lB’ir BlA_lBCQF u . f
BQAilB? BQAAilBg1 A o 0
Aufgrund der Stabilitiat gilt nun
w\" [ BiA'BY B,A7'BY \ [ u )
Y BzAle%“ BZAleg“ A = H(ua >‘)HH1,h7
das heifit das Schur-komplement bildet eine H'-Diskretisierung. Da ||(+,0)|| 15, eine Norm

am Element-Teilraum bildet, kénnen auch die u-Variablen lokal eliminiert werden, und
man erhélt ein Gleichungssystem fiir die A-Variablen.

5 Hellinger-Reissner Formulierung

Eine gemischte o —u Formulierung der Elastizitdt wird als Hellinger-Reissner Formulierung
bezeichnet. Wir verwenden das Hookesche Materialgesetz

o = 2ue + Aspur(e)l,
welches mittels dem Deviator einer Matrix M € Rd4xd

1
dev M := M — pi spur(M)I

auch als
o =2udeve + (2u/d + N) spur(e)l

geschrieben werden kann. Die Matrix wird orthogonal in Deviator und volumetrischen
Anteil eI zerlegt. Daraus folgt sofort

Ao = e(0) = (2u) tdevo + (2u/d + N)td *spur(o) ]

Fiir fast inkompressible Materialien ist daher die Energie
[ 0o deval, + Slspurol?
o:0~ —|deve —| spuro
[ Ly T p
Variationsformulierung kann in o € [Ly]™>**¥™ und u € [Hj p]%, oder in

o€ HV"(div) := {0 € LY : 0 = o7, dive € L}}

mit Norm
10| Frsum aivy == llolls + || divollg,
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und u € [Ly]¢ gestellt werden. Erstere ist wieder #quivalent zur primalen Formulierung,
zweitere ist interessanter:

fAU:T + fdiVTu: 0 A
(15)
[ divov = [fv Vo
Lemma 18. Es sei 0 € H*¥"(div) mit 0, =0 auf 'y, |I'y| > 0. Dann gilt

lollZ, = Il devollz, + cpll divel,
mit der Konstante crp aus der Friedrichs - Ungleichunyg.
Beweis. Wir verwenden die orthogonale Zerlegung

lo][g = || dev o [[§ + || spur o|f5.

Verwenden nun die Stokes-LBB Bedingung, d.h. zu gegebenem spur o existiert ein u €
[H')?,u =0 o0n 9O\ T'y so dass

divu = spurc

|u||gr <X spuro
Daher

lo]*

IA

| dev o||3 + (spur o, div u)g
| dev ol + (o — dev o, Vu)
| devo|s — (dive,u) — (dev o, Vu)

< ldevolg+Ildivelloulo+ || devello [lull

: 1
< clldeval§ +cy(cpll divallg + || dev ollg) + S [

Wiihlt man nun v so dass ¢/v [|ul|3,, < 1||spurc||§ < 3||lo||3, so kann der letzte Term von
der linken Seite absorbiert werden. ]

Bemerkung 19. Ist Ty leer, so ist div[H}|? = LY, und der Mittelwert der Spur wird nicht
erreicht. Man erhdlt

lollZ, = |l devallL, + il divoll, + [spuralfs.

Korollar 20. Die Hellinger Reissner Formulierung (15) ist wohlgestellt in H*¥™(div) x
[Lo]?. Ist |Tn| > 0, so ist die inf —sup-Konstante unabhingig von \/pu.

Beweis. LBB wird analog zu Kapitel 3.1 gezeigt. Die gleichméflige Kern-elliptizitat, d.h.
|l ~ 1 | dev ol + = | spura||* = 1 llo|? Vo:dive =0
It A z

folgt aus Lemma 18. [
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5.1 Finite Elemente fiir H*V"(div)

Die Konstruktion von FE Teilraumen von H*¥™(div) ist nicht einfach (und auch nicht bil-
lig). Die FE - Funktionen miissen symmetrisch Matrix-wertig sein, und beide Komponenten
des Normalspannungsvektors on miissen iiber Elementrénder stetig sein.

Das Dreieckselement niedrigster Ordnung geht auf Arnold, Falk und Winther 2003 [§]
zuriick: Der Raum ist

Yr = {o € [P*(T)>*¥™ . dive € [PY)?},
die Freiheitsgrade sind
a(V) VYV vertex

/ on-q VEedgeVqe[P(E)?
E

/ o:q Vq passend
T

Das Tetraederelement niedrigster Ordnung hat 504 Freiheitsgrade. Ahnlich zu H? - Ele-
menten existieren einfachere nicht-konforme Elemente.

Die H®*¥™(div) Elemente kénnen nicht durch eine punktweise Transformation auf ein
Referenzelement zuriickgefithrt werden.

5.2 Formulierung mit Symmetrie - Nebenbedingung

Da Symmetrie und stetiger Normalspannungsvektor schwierig zu erfiillen ist, wird hier die

Symmetrie etwas gelockert. Dazu wird eine neue Variationsformulierung abgeleitet. Die

Symmetrie wird nicht in den Raum eingebaut, sondern als Nebenbedingung formuliert.
Wir starten von der dualen Formulierung der linearen Elastizitat:

1 2
sup - — ol
divo=—f,o=cT
Die Nebenbedingungen sind divo = —f und Symmetrie des Spannungstensors. Diese stam-

men direkt aus der Modellierung von Kréfte- und Momentengleichgewicht.
Die zugehérige Lagrangefunktion ist

1 .
L(o,v,7) = 5 llolli + (dive + f,0) + (0,7),

wobei v € [Ly]? der Lagrangeparameter fiir das Kriftegleichgewicht, und v € [Ly]4xdskew
eine schief-symmetrische Matrixfunktion ist. Die Variationsformulierung lautet:
Ges: 0 € ¥ = [H(div)]%, u € V = [Lo]?, w € T := L4k,
(0,7)a + (divr,u) + (r,w) = 0 VrelX
(div o, v) = —(f,v) VveV (16)
(0,7) =0 Vyel
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Fiir d = 2 lautet die Symmetriebedingung [(o12 — 02,1)y = 0 fiir v € Ly, fiir d = 3 sind es
analog drei Bedingungen.
Um die Bedeutung des Lagrangeparameters w zu erhalten betrachten wir die erste
Gleichung in starker Form:
Ao =Vu—w

Da sinnvolle Materialgesetze o symmetrisch auch Ao symmetrisch implizieren, ist Vu —w
symmetrisch, d.h. w ist der schief-symmetrische Anteil von Vu:

w = skew(Vu) := %(Vu — (Vu)h),

=9\ 0x; 0w )

w kann damit mit curl u identifiziert werden, und wird daher als Rotation gesehen.

komponentenweise

Satz 21. Die Formulierung (16) ist wohlgestellt.

Beweis. Wir zeigen die Voraussetzungen von Brezzi, Lemma 7. Stetigkeit ist klar. Kern-
Elliptizitat fiir beschrianktes A/p ist klar, und folgt unter den Voraussetzungen von Lem-
ma 18 auch fiir den fast inkompressiblen Fall. Es bleibt die LBB - Bedingung zu zeigen:

(divo,u) + (o,w)

sup - = l|lu|l + ||w VueV,werl.
R ol + vy = I
Wir beschrinken uns auf d = 2, der dreidimensionale Fall ist technisch wesentlich

aufwindiger. Wir wihlen ein o' € [H(div)]? so dass

dive! = u

lo iy = [lul
Dies kann fiir beide H(div) Komponenten von o'
Danach wird mit einem o2 korrigiert so dass

analog zu Kapitel 3.1 gewéhlt werden.

oc=oc"+o%
Die Korrektur o2 darf div e = u nicht zerstéren, und muss daher divo? = 0 erfiillen, d.h.
jede Zeile von o2 ist ein curl:
o1 _ 9
02 _ 8I2 8I1
N ( O _ 9o )

8$2 Bml
Das ¢ € [H']? wird nun so gesucht dass

skew (o) = skew (o' + 0%) = w,
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komponentenweise

o, Oy 2 MQ’IVULQ 72,1
=r
bzw.
divy =r

Laut Stokes-LBB Bedingung existiert so ein ¢ € [H'|*> mit ||¢|| g1 = ||7||z,- Wir haben
damit ein o € X so dass

dive =u, skewo =w, |[o]m@w =< |lull + v,
und damit einen Kandidaten fiir das Supremum. ]

Damit ist die erweiterte VF eindeutig 16sbar, und mit der Setzung w = curlu ist die
Losung der Standardformulierung eine Losung der erweiterten. In diesem Sinne ist die neue
VF &dquivalent zur Standardformulierung.

5.2.1 Finite Elemente mit reduzierter Symmetrie

Wir diskretisieren nun (16) mit FE - Raumen 3, V},, I';. Wére nun
div Zh = Vh und skew Eh = Fh,

so wiirde die diskrete Losung oy, tatséchlich in H*¥™(div) liegen. Wir wollen aber die zweite
Nebenbedingung aufweichen.

Um die diskrete LBB - Bedingung nachzuweisen folgen wir dem LBB-Beweis aus
Satz 21. Wir wihlen die Rdume so dass

div Eh == Vh-

Weiters sei W), C [H']? so dass
Wh X Fh

stabil fiir Stokes ist (dabei wird L3V mit L, identifiziert). Letztendlich soll
curl Wy, C ¥y,

erfillt sein.
Eine erste stabile Wahl ist:

Sy = [BDM')?, V= [P?, Tn,=P" W,=I[P

Die Rdume V}, und I'j, sind rein lokal. W}, wird nur fiir die Analysis benétigt. Wird X,
hybridisiert, so werden dafiir zwei P!(F) Lagrangeparameter A bendtigt, d.h. wir haben
letztendlich 4 globale Freiheitsgrade pro Kante.
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Fiir die Fehlerabschitzung kann wegen div ¥, C Vj, wieder Superkonvergenz (fiir die
eine Nebenbedingung) ausgenutzt werden, und wir erhalten

o —onlls + [lw = wallo = inf |lo — 7ls + [[w — Y4llo
ThyYh

Der erste Term rechts ist O(h?) + ||f — P°f|lo, d.-h. O(h?) fiir stiickweise konstante rechte
Seiten. Der zweite Term ist nur O(h) und damit das schwéchste Glied.

Das [P?]? x P° Element ist mit O(h) Konvergenzordnung ein sub-optimales Element
fiir Stokes. Ebenfalls LBB-stabil, O(h?) genau und gleiche Anzahl globaler Freiheitsgrade
hat [P?T]? x P! (dabei ist P** := {v|r € P? : v|gpr € P?}, d.h. um die kubische Bubble
angereichert).

Um nun wieder

curl Wy, C ¥y,

zu erreichen, muss auch
Yy = [BDM')? := {0 € H(div) : o|r € PX(T),tr, 0 € P1(E)}?
angereichert werden, und damit auch
Vi = [PY? (= divEy,).

Da tr, o, € P}(FE), wurde die Anzahl der koppelnden Freiheitsgrade nicht erhoht, aber die
Konvergenzordnung

lo = onll = O(h?)

erreicht.

Im Vergleich zu Standardmethoden entsprechender Ordnung ist der lokale Aufwand
zur Element-Matrix Berechnung teurer (Faktor 10), aber die Dimension des globale Gle-
ichungssystems ist vergleichbar.

Vorteil ist einerseits das exakt diskretisierte Kréafte- und Drehmomentengleichgewicht,
und andererseits die Robustheit bei fast inkompressiblem Materialgesetz.

5.3 TD-NNS Tangential-displacement normal-normal-stress El-
emente

Bei einer primal-gemischten Formulierung ist

b(o,v) = —/0 e(v),

bei einer dual-gemsichten ist
b(o,v) = /diva ‘v

(Randterme wieder vernachliissigt). Die erste benétigt (o,v) € LI**¥™ x [H']? und
daher beide Komponenten von v stetig, und o, unstetig. Die zweite benétigt (o,v) €
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H#®¥"(div) x Lo, und daher einen stetigen Normalspannungsvektor o, und v unstetig.
Wir leiten nun eine Formulierung ab, bei der die Stetigkeitsanforderungen aufgeteilt sind,
ndmlich die Tangential-komponente v;, und die Normal-Komponente des Normalspan-
nungsvektors n’'on sind stetig.

Da die Verschiebung tangential-stetig sein soll, ist der passende Raum (wir setzen Ver-
schiebungsrandbedingungen voraus, gemischte Rbds analog):

V' := Hy(curl)
Daraus ergibt sich als Spannungs-raum (siehe Lemma 22 und Lemma 23)
Y = H(divdiv) := {o € LY : divdive € H™'},
mit entsprechender Norm
ol aiv aiy = lrllo + [l div div o[[7 -

Dabei bedeutet

0?0
divdive = Y

Lemma 22. Es gilt Stetigkeit
[ divou < ol e

fir uw € H(curl), 0 € H(divdiv) hinreichend reguldr.

Beweis. Fiir u € Hy(curl) existieren ¢ € H} und z € [HZ]¢ mit

u=Vet+z ellm +llzlm 2 lullme).

/divcru = /diva(Vgp+z)

= —/divdivagp—a:Vz

Damit gilt

| divdivol|g-1 ||ellm + [lo] .|| 2] m

<
< ol adivaiv) ||| meeur)
O

Wegen Stetigkeit kann das lineare Funktional o — [ div ou stetig auf H(div div) fort-
gesetzt werden. Wir schreiben dafiir (div o, u).
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Lemma 23. Es gilt die inf —sup Bedingung

sup (div o, u)

= ||u||H(curl) Yue H()(Clll”l)
o€Y |OHH(divdiv)

Gegeben sei u € Hy(curl), wir konstruieren ein passendes o. Losen dazu das Hilfsprob-
lem: Gesucht w € [Hi]? so dass

(e(w), e(v)), = (u,V)peuy Vv € [Ho]*
Die rechte Seite (u, -) g (cur ist insbesonders ein stetiges Funktional auf H ! Dabher gilt
le(w)llz, = [Jullreu)-
Setzen nun o := e(w). Daher gilt
—(divo,v) = (0, V)1, = (0,e(v)) = (4, V) g (cur))»

also | (divo,u) | = ||u||%{( ) und sofort auch

curl
lollz, 2 llull g e
Zuletzt zeigen wir

(div div g, )

|divdivo|g-1 = sup
vert el
(div o, V)

et |lellm

- (U, vSO)H(curl)
pery  IVello

vV

= sup (u SO)LQ
ey Vel

< ullz, < llullaean,

und damit gilt die Behauptung.
Wir streben Finite Elemente mit Normal-Normal Stetigkeit fiir die Spannung an. Fol-
gendes Lemma zeigt dass dies die richtige Stetigkeit fiir H (divdiv) ist:

Lemma 24. Sei {{;} eine nichtiberlappende Gebietszerlegung von Q. Es sei o; €
LI () hanreichend glatt mit

[Unn] = 0 (ZUf "}/Z'j = an N 8QJ

Dann ist o € H(divdiv, Q).
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Beweis. Es sei o wie gefordert, und ¢ € C§°(Q2). Damit ist

(divdive,p) = /Qa~V2g0:Z/Q.U~V2<p
= Z—/ diva~Vgo—|—/ on -V
- Q 09,
= zi:—/ﬂidiva-VgojL/aQiantg—f+/mianng—z
— ;—/gidiva~Vg&+égiantaa—f-i-;jfw@g—i

< Yo lldiviizallela + lowl iz e,

1

at90||H—1/2

< C@) el

Damit ist divdive € H=!, und o € H(divdiv). Hinreichend glatt in den Voraussetzungen
bedeutet also o|g, € H(div) und o,, € H/?(9%;). O

5.3.1 Finite Elemente in H(divdiv)

Lemma 24 gibt Hinweis zur Konstruktion von FE in H(div div): Die normal-normal Kom-
ponente muss stetig sein.
Wir definieren den Element-Raum auf Dreiecken:

ET — {O’ c [Pk]dxd,sym}’

und die Freiheitsgrade
V(o) = | ow@; ¢ Basis fir P*(E)

oy r; Basis fiir [P1(T)]?*dsvm

S~

vp(o) =

Unisolvenz zeigt man direkt durch Nachweis einer Basis. Wir definieren Basistensoren fiir
Rdxd,sym:

ez-j = V)\j' @5 )\j‘,

L

wobei \; die baryzentrischen Koordinaten, — eine Drehung um 7/2, und & das sym-

metrisierte duflere Produkt .
a®gb:= §(abt + ba')

ist. Sei n; nun der Normalvektor auf die Kante mit \; = 0. Damit ist wegen V\; ~ n;
1
ntegn; = 5 (i VA VA -ni+n;- VAT VA ;) =0,
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und analog ng-eijnj = 0. Die Basistensoren e;; sind damit konstant und haben auf den
beiden Kanten A; = 0 und A; = 0 verschwindende Normal-Normal Komponente. Damit
sind

eiiq"(\i — \j) mit ¢" Basis fiir P*(E)

Kanten-Basisfunktionen. Die Tensoren
€ij Ak i#FJFk
haben auf 0T verschwindende nn-Komponente, und
! ! o |
€ij kD p' Basis fir P (T).

sind die inneren Basisfunktionen.

5.3.2 Diskrete Variationsformulierung

Sei ¥, C H(divdiv) und V;, C H(curl), d.h. nn-stetige bzw. tangentialstetige FE Réume.
Wir suchen nun oy, € ¥, und u;, € Vj, so dass

fAO'h - Th + ZT fT div mup — faT ThntUht = 0 V1, €Xp
Sop Jrdivonun =[5 Ohnivng = —[fon Vo eV,
(17)

Die VF (17) ist konsistent, d.h. setzen wir fiir u, und o}, die exakte Losung v und o ein,
so sind die Gleichungen erfiillt: Die erste Gleichung lautet nach partieller Integration und
Aufspaltung von Normal- und Tangentialkomponenten

Z(/Aa—s Th—i—Z/ | Ton = 0,

T

=0

die zweite Gleichung ist
> / (divo + f)-on+ > / (Ont] Un -
T B IEY

Lemma 25. Die diskrete VF' ist beziiglich den Normen

HThHo = 17l

[onlli = Z le(vn HOT+Z [OnnllIZ,0m)

stetig und inf — sup-stabil.

Beweis. Analog zu Kapitel 4.5.2. [
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6 Strukturmechanische Modelle

Viele technische Anwendungen (z.B. Auto- und Flugzeugkarosserie, Baustatik) beinhalten
diinnwandige Strukturen. Diese konnten im Prinzip mit 3D FEM simuliert werden, doch

e bei Verwendung von isotropen Elementen werden sehr (zu) viele Elemente benotigt

e bei anisotropen (= langgezogenen) Elementen und standard Galerkin FEM ist der
Diskretisierungsfehler grof3.

Der iibliche Zugang ist aus dem zugrundeliegendem 3D Modell zuerst nierderdimensionale
Modellgleichungen abzuleiten, und diese dann mittels FEM zu diskretisieren.

6.1 Modellgleichungen
Wir betrachten als Gebiet

O =1x(-t/2,t/2) I=(0,1)

mit dem kleinen Dickenparameter ¢, 0 < t < 1. Auf Q wird das Elastizitatsproblem

M%m:/}v

gelost, mit Neumannrandbedingunen fiir I x {—t/2, +¢/2}, und Dirichlet sonst.
Wir fithren eine Galerkin - Semidiskretisierung durch: Wir machen den Ansatz

= () = (3wt Y ),

und einen analogen Ansatz fiir die Testfunktion v, und setzen dies in die VF ein. Damit
erhélt man ein M, + M, + 2 - dimensionales System von Differentialgleichungen auf I. Der
Fehler diese Semi-diskretisierung kann mit analogen Techniken zum FEM - Fehler a priori
bzw. a posteriori abgeschétzt werden.
Interessant ist die Methode niedrigster Ordnung, die die Starrkorperverschiebung
enthdlt: M, =1, M, = 0:
u = (U() - yB(e), w(z)).

Dabei sind U und w die mittleren horizontalen und vertikalen Verschiebungen, und f ist
die Verdrehung. Analog wird v = (V(x) — yd(z),v(z)) angesetzt.

Einsetzen ergibt
I /1 I
sym 0
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und
a(u,v) // 2ue(u) : e(v) + Atre(u) tre(v) dy dz
—t/2
- [ @ - -+
= (2,u+)\)t/U’V’d:1:

2u+>\—t3/ﬁ(5’ / _ B =)

(w' — B)(v' —d) dy dx

SRS

Nehmen wir weiters an dass f = (f*(z), f¥(z)), so erhalten wir: Gesucht ist U € H}([)
und w, 3 € H}(I) so dass

(2u+)\)t/U’V’dx - t/fwvczx YV e HY(I)
3
(2u+)\)%/5'5'dx+l—;/(w’—ﬁ)(v'—é)dx = t/fyvdm Yov,6 € Hy

Die erste Gleichung ist ein Standard H' Problem fiir die Lingsverschiebung. Interessant ist
die zweite Gleichung fiir die vertikale Durchbiegung. Vernachléssigen wir die genaue Form
der Koeffizienten, und skalieren um f := tig fY so erhalten wir das Modellproblem: Gesucht

(w, B) € [Hy]*

/65' tQ/w_ (V=0 /fv VY (v,0) € [Hy)? (18)

Dies wird als Balkenmodell von Timoshenko bezeichnet. Es ist ein System von Dgl. 2.
Ordnung. Die VF kann auch als Minimierungsproblem formuliert werden:

win g (@ + 5 [ =87 = [ fo

Der erste Term wird technisch als Biegeenergie interpretiert, der zweite als Scherenergie
(Abweichung der Normale der deformierten Mittellinie von der deformierten Normale der
Referenzmittellinie).

Interessant ist die unterschiedliche Skalierung mit der Dicke ¢. Der zweite Term kann
als Strafterm-Approximation (fiir ¢ — 0) der Nebenbedingung 8 = w’ verstanden werden,

d.h.
a firr- e

,Bw

win [ (@)~ [ u.
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und wieder in Variationsformulierung: Gesucht w € HZ:

/w”v":/fv Vv e H

Dies ist das Balkenmodell von Bernoulli. Es ist eine Dgl. 4. Ordnung. Technisch bedeutet
dieses Modell, dass die Normale der deformierten Lage mit der Deformation der Aus-

gangsnormale gleichgesetzt wird (schubstarres Modell, im Gegensatz zum schubweichen
Modell).

6.2 FEM fiir Balkenmodelle

Beide Modelle fithren zu numerischen Schwierigkeiten: Das Bernoulli-Modell benétigt H?2-
konforme Finite Elemente (1D einfach, aber 2D aufwiindig), das Timoshenko-Modell ist
[HJ)? stetig und elliptisch, aber das Verhéltnis wichst mit O(¢72). Cea’s Lemma liefert
daher nur t-abhéngige Fehlerabschétzungen. Man kann auch zeigen dass dies nicht ein
Problem der Abschétzungtechnik ist, sondern die Losung tatéchlich schlecht ist (locking-
Effekt). Fiir P'-Elemente fiir w;, und S, sieht man sofort: ¢ — 0 erzwingt wj = 3. Aus
B stetig und w), element-weise konstant folgt sofort wj = [ global konstant. Elemente
hoherer Ordnung wiirden konvergieren zwar, doch mit sub-optimaler Ordnung.

Wir fiihren (18) in eine gemischte Formulierung iiber: Wir fithren dazu eine neue Feld-

variable
1

ni= t_Q(w/ - B)

ein. Einsetzen von 7, und die Definitionsgleichung von n liefert die Formulierung;:
Gesucht: (w,3) € V := [H}]* und n € Q := Ly:

[88 4 [aw =8 = [fo  VY@aeV
Jrw=8) = £[ny =0 VyeqQ
Dies ist (nach Lemma 8) eine gleichméBig in ¢ wohlgestellte VF: Alle Formen sind stetig.

e BB - Bedingung: Gegeben sei n € @), suchen (w, 5) € V.
Zerlege n = m + n2 mit [ = 0 und 7y = const, withle — = z(1 — x)n,. Damit ist

/¥ﬂn=/xu—@mmﬁmg2quF—@mm2

Wiihle nun w(z) := 2¢, [ m(s) ds, damit ist w € H} und

/wln = /w'm = 20o||m I3,

/hw—mn2qwﬂ%umezuw3

Da auch ||w||z + ||B]|zr = ||nllz, ist die LBB - Bedingung nachgewiesen.

und daher
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e Kern-elliptizitiat. Der Kern von b(.,.) ist

Voim {(w8)s [(w' = By =07} = {(w.w) s we H?)
Auf Vj ist a(w, B;w, ) elliptisch, denn
Jwllms + 18]l 2= (w2 = a(w, w';w, w')

Verwenden wir

Vi = {(wn, Ba) € [H3)” : wilr, Bulr € P*},
Qh = {’I]h c LQ . 77h|T c Pk_l}v

so lassen sich die Beweise der LBB- und Kernelliptizitét ins diskrete iibertragen, und wir
erhalten ¢-robuste Fehlerabschitzungen:

lw = wnllm + 18 = Bullar + n = mwllze = A" (Jwllger + 1Bl aee + lnllae)

6.2.1 Interpretation und Implementierungstechniken

Die zweite Gleichung der gemischten FEM - Formulierung lautet fiir n, € P*!

1 _
/77th =5 (wy, = Br)Yn Vo, € PP

d.h. n, ist die stiickweise Ly - Orthoprojektion

m= P [~ 60)].

Setzen wir dieses 7, in die erste Gleichung ein, so erhalten wir dass (wy, ;) die modifizierte

VF
[ a8+ [ Powi- s G- = [fo V() (19)

erfiillt. Dafiir gilt die robuste Fehlerabschétzung der dquivalenten gemischten Formulierung.
Die resultierende Matrix ist positiv definit, jedoch t-abhéngig schlecht konditioniert. Diese
Formulierung in primalen Variablen kann leicht in klassiche FEM - Codes eingebaut werden,
da sie nur die klassischen Freiheitsgrade fiir w;, und [, benotigt.

Implementierung mittels selektiv reduzierter Integration. Starten wir mit £ = 1, d.h. w,
und [y, stw. linear und n;, stw. konstant. Dafiir ist

1 l—n 1
Ny = PL02 [t—2(w;l — 5})} = t_Qw;l — B = t_Q(w;‘L = Br)(@m),

d.h. i, ist der element-weise Mittelwert, bzw. auch der Wert im Element-Mittelpunkt z,,.
Daher kann (19) auch mittels numerischer Integration mit Mittelpunktsregel

1
[oseg [ wh-meh=d) = [ o V)
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implementiert werden. Dies gilt analog auch fiir Elemente héherer Ordnung, wenn fiir die
Integration des Scherterms eine GauB-regel mit genau um 1 zu geringem Exaktheitsgrad
verwendet wird. Diese selektive Unterintegration wird gerne (korrekt oder auch nicht)
verwendet.

Implementierung mit enhanced assumed strain (EAS) ist eine weitere dquivalente Im-
plementierungstechnik fiir (19). Dabei wird anstelle der Projektion die Ko-Projektion
diskretisiert. Definieren wir

Iy = {eh c L2 : eh]T € Pk, €h|TJ_L2Pk—1}.

I';, hat eine Basisfunktion pro Element. Die EAS - Formulierung lautet nun
Gesucht: (wy, B) € Vi, und e, € Ty

VA 1 / /
/5h5h ta /(wh — B —en)(v), — Bn — fn) = /fUh V (v, Brn) € Vi, fn € T
Testen mit f;, ergibt genau
wh, = By — en = P, (wy, — ).

Diese Formulierung liefert ebenfalls eine positiv definite Systemmatrix. Diese Methode kann
auch relativ leicht in komplizierteren, nicht-linearen Formulierungen verwendet werden. Der
Name riihrt daher, dass mittels dem angenommenen e; die Verzerrung verbessert wird.

6.3 FEM fiir Plattenmodelle

Formal sehr &hnlich, doch LBB aufwindiger. Siche [1].
Hier sollte mehr stehen.
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7 Elastoplastizitat

Wird Metall iiber einen Grenzwert beansprucht, so treten irreversible, sogenannte plas-
tische Deformationen auf (im Gegensatz zu elastischen Deformationen). Plastizitit wird
quasi - zeitabhangig betrachtet.

7.1 Modellierung

Wir fiihren als neue Feldvariable die plastische Verzerrung
p: Q) — R

ein. Die gesamte Verzerrung lésst sich damit in den plastischen Anteil und den elastischen
Anteil ., aufspalten:
e(u) = eq + p.

Nur der elastische Anteil verursacht Spannung:

0 = Dey = D(e(u) — p)

Die Spannung kann jetzt nicht mehr beliebig grofl werden, sondern wird durch eine soge-
nannte Fliefbedingung (Yield condition)

flo) <0,

beschrankt, z.B.
flo) =llo| —ov

mit der Frobenius Norm ||o||. Sie Fliefspanung oy ist die maximale Spannung der das
Material stand hélt.
Definieren die Menge der zuléssige Spannungen

Sy ={7: f(r) <0}

mit dem dufleren Normalvektor ny ~ V f.
Ist die Belastung im elastischen Bereich, d.h. f(o) < 0, so dndert sich die plastische
Deformation nicht:
flo)<0 = p=0

Ist die Spannung an der Belastungsgrenze, so kann zusétzliche plastische Deformation
auftreten, und zwar in Richtung des Normalvektors ny ~ V f:

flo)=0 = p=2AVf(o) mit A € R%*
Das Kriftegleichgewicht gilt unverdndert (jetzt heifit die Volumskraftdichte b):
dive =b
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7.2 Konvexe Analysis

Wir benottigen nun Techniken aus der konvexen Analysis, ndmlich die Legendre Transfor-
mation (oder auch Fenchel Transformation).

Eine Funktion ¢ : R* — R U {400} sei fiir uns nun geeignet, wenn ¢ konvex, unter-
halbstetig, und 3z : p(x) € R.

Der Subgradient von ¢ an der Stelle z ist

Op(r) ={g e R" :Vy:p(y) —p(r) > q- (y—2)}

Das ist die Menge aller Steigungen, sodass der Graph von ¢ oberhalb der im Punkt (z, p(z))
beriihrenden Ebenen mit dieser Steigung liegt. Ist ¢ in x differenzierbar, so ist dp(x) =
{Vp(z)}. Der 0p(z) ist fir ¢(x) # +oo eine nicht-leere, konvexe Menge.

Wir definieren die Fenchel-Duale ¢* : R — R U {+o0} als

©*(p) = jélﬂg{p r—p(x) }

Beispiel 26. Sei p(x) = c¢|x| mit ¢ > 0. Dann ist

{ 0 | < e,

pip) =sup{pr—clzll = L0 s

z€R

Berechnen wir nun die Duale von ¢*:

0™ (y) = ?elﬂg{ yq —¢"(q) } = sup{yq} = cly|

lgl<c

Wir haben gesehen dass hier ¢**(x) = p(z) gilt.
Die Subgradienten von ¢ und @* sind

[—c,c]  firz=0
do(z) = {c}  firxz>0
{=c} firz<0
{0} fir [p| <c
0p"(q) = ¢ R firp=c
RO~ firp=—c
Satz 27. Sei ¢ geeignet. Dann gilt

Beweis. Es ist
" (y) = suplyg —¢"(q)}
q
= sup{yq — sup{zq — ¢(z)}}
q X

= sgp irxlf\{(y — $)gr+ o)}

=:L(z,q)
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Es gilt

¢ (y) = supinf L(z, q) < sup L(y, q) = ¢(y)
q < q

Sei nun p € dp(y) (existiert fiir p(y) € R). Damit ist

O (y) = Sup inf L(z,q) > nf L(z, p) = inf{(y — 2)p + ¢(x)} = ¢(y),

wobei zuletzt die Eigenschaft des Subgradienten verwendet wurde (Ubung: o(y) = +o0).
O

Satz 28. Es gilt
p € 9p(x) & x € dp™(p)

Beweis. Es sei p € dp(x), d.h.
Vy:  ey) —e(x) > ply — )
Wir zeigen

r € 0p*(p) & Vq:¢*(q¢) —¢"(p) >2z(qg—p)
VN sgp{qy — o)} - sgp{py —(y)} = x(qg—p)

Ersetzen wir im ersten sup das y durch das fixe x, wo wird die linke Seite nicht grofler, d.h.
es reicht zu zeigen

Vq: qr—p(x)—sup{py —p(y)} > 2(q —p)
Yy
Das ¢ fallt raus, und wir haben
irylf{so(y) — () —py +px} >0,

das ist genau die Definition von p € dp(x).
Ist nun x € dp*(p), dann ist auch p € dp** (x) = dp(x).

Im Beispiel 26 ist p € dp(x) gdw
(x=0Ape[-c)V(r>0Ap=c)V(z<0OAp=—c),
und x € dp*(p) gdw

pe(—ce)Nr=0)V(p=cAhxz>0)V(p=—-cAz<0)

44



7.3 Variationsformulierung eines elastoplastischen Materials

Definieren nun die charakteristische Funktion der zuldssigen Spannungen

B 0 falls f(o) <0, d.h. o ist zuléssig,
wlo) = { +o0o  sonst

Wir nehmen jetzt an dass f konvex und stetig ist, und do : f(o) < 0; damit ist ¢ geeignet.

Es ist
{0} flo) <0
dp(o) =4 R¥Vf f(o) =0
0 flo)>0)
Das Fliefigesetzt kann nun geschrieben werden als
p € 0p(0)

Die Evolutionsgleichung der Elastoplastizitdt kann nun geschrieben werden als: Gegeben
ist p(0), b, Gesucht ist v : [0,7] =V, p:[0,T] — Lng’Sym so dass

7 = Dle(w) - p)
dive = —b

p € Op(o),

und die iiblichen Randbedingungen. Wir nutzen nun Lemma 28:
p € Dp(o) & 0 € 05" ()
Damit lauten die Gleichungen (wir setzen gleich 0 = D(e(u) — p) ein):
—divD(e(u) —p) = b,
D(e(u) —p) € 99" (p).

Diskretisieren wir in der Zeit mit einem implizten Eulerverfahren (p,e. = par + TAP), so
erhalten wir

—div D(e(u) — par — TAp) = b, (20)
D(e(u) — par — TAp) € 99" (Ap). (21)

Lemma 29. Die Lisung des Minimierungsproblems

1
min —/ le(u) — par — TAp|3, + 7'/ ©*(Ap) — / bu =: min J(u, Ap)
w,Ap 2 Q Q Q u,Ap

lost die Gleichungen (20) und (21).
Beweis. Variation in Richtung v liefert wie im linearen Fall
(De(u) — par — TAp,e(v)) = (b, v) Vo,
d.h. (20). Die Losung ist auch ein Minimum in Ag, d.h.
0 € Opgd (u, Ap) = —7D(e(u) — par — TAP) + T0aq" (Ap),
und daraus folgt (21). O
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8 Kontaktprobleme

Dass sich Korper nicht durchdringen diirfen wird durch Ungleichungen beschrieben. Der
einfachere Fall der Kontaktbedingung eines elastischen Korpers gegen ein fixes Hindernis
wird als Signorini - Problem bezeichnet. Wir betrachten auch davon eine Linearisierung.

Sei x ein Randpunkt, n(z) der Einheitsvektor in Richtung des Hindernisses, und g(x)
der Abstand. Kein (linearisiertes) Eindringen findet statt falls

u(z)n(x) < d(z) VzeTlc.

Es wird nur der Randteil I'c C 0 als potentieller Kontaktbereich betrachtet. Wir nehmen
reibungsfreien Kontakt an. Vom Hindernis kann nur Kraft in Richting des negativen Nor-
malvektors ausgeiibt werden, d.h.

on-m <0 und ot = 0.

Es wird nur dann positive Kraft ausgeiibt falls der Abstand null ist, d.h. eine der beiden
Ungleichungen ist stets mit Gleichheit erfiillt (Komplementaritétsbedingung):

(up, — d)opn =0

Satz 30. Die schwache Formulierung des Elastizitatsproblems mit Kontaktnebenbedingung
i1st die Variationsungleichung

Gesucht u € K : Alu,v —u) > f(v—u) Voe K
mit der konvexen, nicht-leeren und abschlossenen (!) Menge
K={uec[H": u, <d}

Beweis. Nach partielle Riickintegration bleibt der Term
/ on(v—u) >0 Vve K
Lo

Wir nehmen Regularidt an (Stetigkeit) und argumentieren punktweise, d.h.
on(x)(v(x) —u(x)) >0 Vel Vve K stetig

Da (U.._ u); beliebig gewéhlt werden kann folgt auch o,; = 0. Mit Fallunterscheidung zeigt
man Aquivalenz zu

Onn () <0,  wuy(z) <d(z), op(z)(uy(z) —d(x)) =0.

46



Mit uy € V Losung von A(uyp,v) = f(v) Vv € V lautet die Variationsungleichung:
Finde v € K so dass
Alu—up,v—u)>0 Vvek

Dies ist die A(.,.)-orthogonale Projektion von uy auf K (Skizze). Damit ldsst sich die
schwache Losung u auch angeben als

u = argmin |lv — s
ve
oder als

1
u = argmin —A(v,v) — f(v).
veK 2

Die Losung ist also der Minimierer des Energiefunktionals auf der konvexen Menge K.

8.1 Finite Element Approximation von Variationsungleichungen

Wir betrachten das abstrakte Problem: V' Hilbert-raum, K abgeschlossene, nicht-leere
konvexe Teilmenge, A(.,.) symmetrisch, elliptisch stetig auf V', f(.) stetig auf V. Ges
ue K:

A(u,v —u) > flv—u) YveK (22)

Sei nun V}, C V ein finite Elemente Teilraum mit konvexer Teilmenge K. Kj soll eine
Approximation zu K sein, wir setzen aber nicht K; C K voraus.

Als einfaches Modellproblem betrachten wir das Hindernisproblem mit V' = Hy (),
A(u,v) = [ VuVo, f(v) = [ fo und

K={veH" :v>1auf Q}

mit 1) € H' gegeben. Eine saubere Definition von K ist ¢ + {v € C*: v > 0}‘H|Hl. Sei V},
der stw. lineare FE - Raum, die diskrete Menge K, ist

Ky ={v, € Vi, op(x) > (Ipy)(x) ¥V Knoten z}.

Dabei sei I, die Knoteninterpolation falls ¢ glatt ist, oder bei Bedarf ein Clement-Operator.
Das diskrete Problem ist nun: Ges u;, € K}, so dass

A(uh,vh — uh) > f(Uh — uh) Vvh < Kh (23)

Das Falk-Lemma [9] ist eine Verallgemeinerung vom Cea-Lemma (bzw. den Lemmas
von Strang):

Lemma 31 (Lemma von Falk). Fir die Losungen u und wu, von (22) und (23) gilt die
Abschdtzung

lu—unlli 2 lu—wnll} + (Au— fion —u+v—up)p.y VveK,Vu, €K,
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Beweis. Seien v € K und vy, € K}, beliebig. Aus (22) folgt

Alu,u —up) < Alu,v —up) — flo—u)

= A(u,u —wvp) + Alu,v —up —u+vp) — f(v—u),
aus (23) folgt
—Aup,u —up) < —A(up,u —vp) — flop — up).

Addiert man beide Ungleichungen so folgt

Alu — up,u — up) Alu —up,u —vp) + Alu,v —up —u+ o) — f(v—u+ v, — up)

IAN A

1 1
Sl =l + Sl = onll% + (Au = fov —up —u+on)
und daher

lu = up % < flu—wval% +2 (Au — fv —up —u+op).

]

Wenden wir nun Lemma 31 auf das Modellproblem mit V' = HJ(£2) an. Dazu nehmen
wir die (realistische) Regularitit w € H? und ¢ € H? an. Wir wihlen

vy = IhUEKh,

v = max(¢,up) € K,
dafiir gilt

lon —ullgr = hlullg:

low —ull, = A [l

lv—unllz, = B¢

Aus dem Falk-Lemma folgt nun

lu = wnllzr < flw = vallFn + [ Au = fllzo(lv = unllz, + llu = vnllz,) 2 A (lullme + [0]]a2)

8.2 Losungsalgorithmen fiir Variationsungleichungen

Das diskrete Problem fiihrt zu einem quadratischen Minimierungsproblem unter kompo-
nentenweisen Nebenbedingungen
1

min —u’ Au — ffu

uER™

u; >
Generische Algorithmen aus der Optimierung sind aktive - Indexmengen Strategien. Dabei
wird die Menge der aktiven Ungleichungen schrittweise aktualisiert, diese als Gleichung
festgehalten, und dafiir das quadratische MP mit Gleichheitsnebenbedingungen geldst.
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Fiir diese Algorithmen ist die h-Abhéngigkeit der Konvergenzgeschwindigkeit schwierig
zu analysieren.
Ein anderer Zugang ist das Richardsonverfahren mit Projektion, eine Fixpunktiteration.
Dabei setzt man
u" = Pr(u" + 7(f — Au™)),

wobei Pk die Orthogonalprojektion bzgl. der Euklidschen Norm auf K ist. Wegen
[Pk (u) = P (v) || < [Ju — o]

folgt Lipschitzstetigkeit mit der gleichen Konstante p ~ (1 —1/k(A)) wie im linearen Fall.
Der Fixpunkt ist die Losung.

8.3 Korper - Korper Kontakt

Der Kontakt zwischen zwei Kérper kann durch die zuléssige Menge
K={uc[H QU (u —uy)-n < d}

angegeben werden. Hier ist die knotenweise Diskretisierung sub-optimal. Besser iiber ein
gemischtes System: Gesucht u € V, A € A := {\ € H Y2 : )\ <0} so dass

A(u,v) + (N[l = f(v) VoeV
(= A, [uln) < (p=Ad) YpeA

Die physikalische Bedeutung von A ist o,,,.
Der duale konvexe Kegel A kann z.B. mit stw. konstanten finiten Elementen approx-
imiert werden.
Das diskrete Problem hat nun allgemeine lineare Ungleichungsnebenbedingungen
1
min —u? Au — fTu,

u€ERM
Buz>g

und wird meist durch Ubergang zum dualen Problem geldst:

1
min ~\"BAT'BA — AT (g — BTA™'f)
AERM
A>0
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