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Zusammenfassung

Das Verhalten von festen Körpern und Flüssigkeiten wird über Kontinuums-
modelle beschrieben. Dabei werden makroskopische Größen wie Verschiebung und
Spannung mittels Differentialgleichungen in Bezug gesetzt.

Inhalt der Vorlesung ist Modellierung, vor allem die Diskretisierung der Gleichun-
gen und Lösungsalgorithmen.

1 Elastizitätstheorie

Die Elastizitätstheorie beschreibt die Deformation von Festkörpern unter Krafteinwirkung.
Wir geben hier eine kurze Einführung in die Modellierung der Gleichungen. Etwas
ausführlicher sind Braess [1] Kap 6 und Le Tallec [2]. Sehr ausführlich ist Ciarlet [3],
sehr allgemein sind Marsden und Hughes [4].

1.1 Kinematik

Ein Körper in Ruhelage sei durch die offene Menge Ω ⊂ R3 gegeben. Durch Kraftein-
wirkung wird der Körper deformiert. Die sogenannte Deformation (engl. deformation) ist
eine Funktion

φ : Ω→ R3.

Sie gibt an welche Position φ(x) der Materialpunkt x der Ausgangskonfiguration durch die
Deformation einnimmt.

Die Differenz wird als Verschiebung (engl displacement) bezeichnet:

u(x) = φ(x)− x

Wird ein Körper nur wenig deformiert, so ist u klein und φ ≈ id.
Vielfach wird der Deformationsgradient

F = ∇φ
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verwendet. Eine Deformation ist zulässig falls detF > 0, dass heißt die Orientierung bleibt
erhalten.

Wie stark der Körper durch die Deformationsfunktion deformiert wird, wird durch
das Verhältnis von Abständen gemessen. Quadriert man den Abstand werden die Terme
schöner. Seien x und x+ ∆x zwei Punkte im Körper Ω. Dann gilt für φ ∈ C2 :

‖φ(x+ ∆x)− φ(x)‖2

‖x+ ∆x− x‖2
=
‖F (x)∆x+O(‖∆x‖2)‖2

‖∆x‖2
=

∆xTF TF∆x

‖∆x‖2
+O(‖∆x‖)

Die relative quadratische Längenänderung im Punkt x in Richtung ∆x wird also durch
den Cauchy-Greenschen Verzerrungstensor (engl. strain)

C = F TF

bestimmt. Ist C = I, so wird der Körper nicht deformiert, man spricht von einer Starr-
körperbewegung (“deformationsfreie Deformation”). Man zeigt leicht dass für zusam-
menhängendes Ω und φ ∈ C1 die Deformation eine Starrkörperbewegung ist gdw

φ(x) = a+Qx

mit Q orthogonal und detQ > 0, die Deformation sich also aus Translation und Drehung
zusammensetzt.

Die Abweichung von einer Starrkörperbewegung wird als Greenschen Verzerrungstensor

E =
1

2
(C − I)

definiert. Zusammen ergibt sich

E =
1

2

(
∇u+∇uT +∇uT∇u

)
.

1.2 Elastisches Materialgesetz

Um eine echte Deformation eines Körpers auszuführen muss Arbeit verrichtet werden.
Diese ist als Deformationsenergie im Körper gespeichert. Ein Körper heißt elastisch, wenn
die Deformationsenergie nach Wegnahme der Kraft wieder zurückgegeben wird.

Ein Materialgesetzt (engl.: constitutive relation) heißt hyperelastisch falls die Deforma-
tionsenergiedichte punktweise vom Cauchy-Green Verzerrungstensor abhängt:

Edef =

∫
Ω

W (C(u)) dx

Die Energiedichte darf auch explizit vom Ort x abhängen W (x,C(u)), z.B. kann ein Körper
aus unterschiedlichen Materialien zusammengesetzt sein.
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Ein Materialgesetzt heißt isotrop, wenn die Materialeigenschaften in allen Richtungen
gleich sind (nicht isotrop ist z.B. Holz). Bei einem isotropen Körper bleibt die Deforma-
tionsenergiedichte gleich, wenn der Körper vor Anwendung der Deformation (mittels Q)
rotiert wird. Das bedeutet

W (C) = W (F TF ) = W (QTF TFQ) = W (QTCQ)

Damit lässt sich W als Funktion der reellen und positiven EW von C, bzw. E, bzw.
aus dem charakteristischen Polynom

det(λI − E) = λ3 − I1(E)λ2 + I2(E)λ− I3(E)

mit den Invarianten I1(E), I2(E) und I3(E)

I1(E) = spur(E) = λ1 + λ2 + λ3

I2(E) =
1

2
[(spurE)2 − spur(E2)] = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3

I3(E) = det(E) = λ1λ2λ3

darstellen (dies ist eine Variante des Rivlin-Ericksen-Theorems):

W (E) = W (spur(E), spur(E2), det(E)).

Nehmen wir weiter an dass W (E) in E = 0 ein lokales Minimum (oBdA mit Funktions-
wert 0) hat und dort glatt ist, so gilt nach Taylor

W (E) =
1

2
W,11 spur(E)2 +W,2 spur(E2) +O(‖E‖3)

Vernachlässigen wir Terme höherer Ordnung und setzten λ := W,11 und µ := W,2 so
erhalten wir die quadratische Energiedichte (Hookesches Materialgesetz)

W (E) =
λ

2
spur(E)2 + µE : E.

Notation: A : B :=
∑

ij AijBij = spur(A : BT ). Vergleich elastische Feder: Die gespeicherte

Energie ist 1
2
kE2, mit Federkonstante k und Auslenkung E.

1.3 Variationsformulierung, Equilibrium

Sei V der Funktionenraum der zulässigen Verschiebungen. Auf ΓD sei die Verschiebung
vorgegeben, d.h. wir fordern (homogene oder inhomogene) Dirichlet Randbedingungen.

Die gesamte Energie setzt sich aus Deformationsenergie und die gegen ein vorgegebenes
Kraftfeld geleistete Arbeit zusammen:

J(u) =

∫
Ω

W (C(u)) dx−
∫

Ω

f · u dx−
∫

ΓN

g · u ds
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Dabei ist f eine Volumskraftdichte (z.B. die Schwerkraft), und g eine Ober-
flächenkraftdichte (z.B. verursacht durch einen LKW auf einer Brücke). Wir lassen den
Randterm oft weg. Man beachte dass die Kraftdichte als Funktion von x in der Aus-
gangskonfiguration angegeben ist.

Wir suchen die Deformation so dass der Körper den Zustand minimaler Energie an-
nimmt:

min
u∈V

J(u)

Wir bilden die Richtungsableitung in Richtung v (so dass auch u+ v zulässig ist):

〈J ′(u), v〉 =

∫
Ω

dW

dC
(C(u))

dC

du
(u)v dx−

∫
Ω

fv −
∫

ΓN

gv

Wir definieren den 2. Piola Kirchhoff Spannungstensor als

Σ = 2
dW

dC

Σ ist damit eine symmetrische Matrix. Aus C = (I +∇u)T (I +∇u) folgt

dC

du
v = (I +∇u)T∇v +∇vT (I +∇u)

Einsetzen liefert

〈J ′(u), v〉 =

∫
Ω

Σ : F T∇v −
∫

Ω

fv −
∫

ΓN

gv

=

∫
Ω

FΣ : ∇v −
∫

Ω

fv −
∫

ΓN

gv

Dieser Ausdruck wird für alle zulässigen Richtungen null gesetzt:∫
Ω

FΣ : ∇v =

∫
Ω

fv −
∫

ΓN

gv ∀ v ∈ V (Ω)

Durch partielle Integration ergibt sich das Kräftegleichgewicht (Equilibrium) als

− divFΣ = f in Ω

FΣn = g auf ΓN

Dabei wird
P = FΣ

als erster Piola-Kirchhoff Spannungstensor bezeichnet. Dieser ist nicht symmetrisch.
Wir transformieren die Integrale auf φ(Ω), der Menge des deformierten Körpers, und

setzen v = ṽ ◦ φ mit der Testfunktion ṽ aus einem geeigneten Funktionenraum V (φ(Ω)).
Damit ist ∇v = ∇ṽ F . Notation: J = detF :∫

φ(Ω)

J−1FΣ : ∇ṽF dx =

∫
φ(Ω)

J−1fṽ +

∫
φ(ΓN )

g̃ṽ ∀ṽ ∈ V (φ(Ω))
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∫
φ(Ω)

J−1FΣF T : ∇ṽ dx =

∫
φ(Ω)

J−1fṽ +

∫
φ(ΓN )

g̃ṽ ∀ṽ ∈ V (φ(Ω))

Hier ergibt sich g̃ = ds
d̃s
g aus der Transformation des Oberflächenmaßes. Man bezeichnet

nun
σ := J−1FΣF T

als Cauchyschen Spannungstensor. Dieser ist symmetrisch, und erfüllt (partielle Integration
auf φ(Ω)) die Gleichgewichtsbedingungen in der deformierten Konfiguration:

− div σ = J−1f in φ(Ω)

σn = g̃ auf φ(ΓN)

Meist beginnt die Modellierung mit der axiomatischen Einführung dieses Spannungsten-
sors.

1.4 Zusammenfassung der Gleichungen

Fassen wir die Gleichungen der letzten Kapitel zusammen so erhalten wir die nichtlineare
partielle Differentialgleichung der Elastizität:

Gesucht ist u : Ω→ R3 so dass

F = I +∇u
C = F TF, Σ = 2dW

dC
, P = FΣ

− divP = f

Randbedingungen: u = uD auf ΓD, Pn = g auf ΓN .

Zur Existenz (und Eindeutigkeit) sind zwei Zugänge bekannt, siehe [2, 3]:

• Der Zugang von John Ball beruht auf Minimierung des hyperelastischen Energiefunk-
tionals. Er verwendet Poly-konvexität. Man kann damit die Existenz einer Lösung in
W p,1 nachweisen, bekommt aber keine stetige Abhängigkeit bzgl. der Daten.

• Der Zugang von Ciarlet beruht auf dem impliziten Funktionensatz. Damit erhält man
eine eindeutige Lösung für kleine Daten. Um die Differenzierbarkeit des nichtlinearen
Operators nachzuweisen wird (unrealistisch hohe) Glattheit benötigt, z.B. u ∈ H2.
Für die Invertierbarkeit (insbesonders Surjektivität) der Ableitung wird daher L2 −
H2 Regularität benötigt, was starke Einschränkung an Gebiet und Randbedingungen
stellt.
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2 Linearisierte Elastizität

Verwenden wir anstelle von E(u) den geometrisch linearisierten Verzerrungstensor

ε(u) =
1

2
(∇u+∇uT )

und das Hookesche Materialgesetz, so erhalten wir

− divDε(u) = f

mit dem Materialgesetz
σ(ε) = Dε := 2µε+ λ spur(ε)I.

Bei der geometrisch linearisierten Vereinfachung gibt es nur noch einen Spannungstensor σ.
Variationsformulierung ist∫

2µε(u) : ε(v) + λ div u div v =

∫
fv

Anstelle der sogenannten Laméschen Parameter µ und λ verwendet man meist die bess-
er interpretierbaren Koeffizienten E (Young Modul) und ν ∈ [0, 1/2) (Querkontraktion-
szahl). E entspricht der Federkonstante, ν gibt die relative Kontraktion in Querrichtung
bei Dehnung in Längsrichtung an. Setzt man

2µ =
E

1 + ν
und λ =

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)

so resultiert aus der Verzerrung

ε =

 1 0 0
0 −ν 0
0 0 −ν


die Spannung

σ =

 E 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Man beachte dass für ν = 1/2 das Volumen (linearisiert) erhalten bleibt, man spricht
deshalb vom inkompressiblen Fall. Es gilt λ → ∞ für ν → 1/2. Man spricht vom fast
inkompressiblen Fall für ν nahe an 1/2. Gummi hat so ein Materialverhalten, auch lin-
earisierte Teilprobleme in der Plastizitt erfüllen ν ≈ 1/2.

Dies führt zu schlechter Kondition und benötigt spezielle Techniken zur robusten
Diskretisierung.

Existenz und Eindeutigkeit wird über das Lax & Milgram Lemma gezeigt. Fundamental
dafür ist hier die (oft auch als 2. Kornsche Ungleichung bezeichnete)
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Lemma 1 (Kornsche Ungleichung). Es sei V = [H1
0,D]3 := {v ∈ [H1]3 : v = 0 auf ΓD},

wobei ΓD positives Oberfächenmaß hat. Dann gilt:

cK‖u‖2
H1 ≤ ‖ε(u)‖2

L2

Der Beweis benötigt etwas Vorbereitung. Interessant ist dass die 9 Komponenten ∂ui
∂xj

durch die 6 Komponenten von ε(u) dominiert werden.

Korollar 2. Die Bilinearform

A(u, v) :=

∫
2µε(u) : ε(v) + λ div u div v

ist stetig und elliptisch mit

A(u, v) ≤ (2µ+ λ) ‖u‖H1 ‖v‖H1

A(u, u) ≥ 2µcK ‖u‖2
H1 .

Das Céa-Lemma liefert die Finite-Elemente Fehlerabschätzung

‖u− uh‖2
H1 ≤

2µ+ λ

2µcK
inf
vh∈Vh

‖u− vh‖2
H1 .

D.h. das linearisierte Elastizitätsproblem ist (bzgl ‖ · ‖H1) schlecht konditioniert falls das
Material fast inkompressibel (λ� µ), oder die Kornsche Konstante cK � 1 ist.

Um die Kornsche Ungleichung zu zeigen starten wir mit der

Lemma 3 (Ungleichung von Nečas). Für Ω Lipschitz und u ∈ L2(Ω) gilt

‖u‖L2 � ‖u‖H−1 + ‖∇u‖H−1 .

Man beachte ‖u‖H−1 = supφ∈H1
0

〈u,φ〉
‖φ‖ . Der Beweis ist schwieriger als vermutet, eine

kompakte Version findet man in [5]. Die Aussage ist (fast) äquivalent zur LBB - Bedingung
für Stokes, siehe später.

Lemma 4 (1. Kornsche Ungleichung). Für u ∈ [H1]3 gilt

‖∇u‖2
L2
� ‖u‖2

L2
+ ‖ε(u)‖2

L2
(1)

Beweis. Durch Einsetzen überprüft man sofort

∂2ui
∂xj∂xk

=
∂εij(u)

∂xk
+
∂εik(u)

∂xj
− ∂εjk(u)

∂xi
.

Wenden wir Lemma 3 auf ∂ui
∂xk

an so erhalten wir∥∥∥ ∂ui
∂xk

∥∥∥
L2

�
∥∥∥ ∂ui
∂xk

∥∥∥
H−1

+
∑
j

∥∥∥ ∂2ui
∂xj∂xk

∥∥∥
H−1

�
∥∥∥ ∂ui
∂xk

∥∥∥
H−1

+
∑
j

(∥∥∥∂εij
∂xk

∥∥∥
H−1

+
∥∥∥∂εik
∂xj

∥∥∥
H−1

+
∥∥∥∂εij
∂xk

∥∥∥
H−1

)
� ‖ui‖L2 +

∑
j

(‖εij‖L2 + ‖εik‖L2 + ‖εjk‖L2)

Wir haben zuletzt ‖ ∂v
∂xi
‖H−1 ≤ ‖v‖L2 verwendet.
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Bedingungen, wann die L2-Norm auf der rechten Seite von (1) weggelassen werden darf,
liefert folgender Satz (in ähnlicher Form gefunden in [6] S 18).

Satz 5 (Tartar). Seien (L, (., .)L) und (V, (., .)V ) Hilberträume mit kompakter Einbettung
V ⊂ L. Weiters sei A(., .) eine symmetrische, nicht-negative, und V -stetige Bilinearform
mit Kern V0 = {v ∈ H : A(v, v) = 0} so dass

‖u‖V ' ‖u‖2
A + ‖u‖2

L

gilt. Es ist ‖u‖2
A := A(u, u) eine Semi-norm. Dann gilt:

1. Der Kern V0 is endlichdimensional. Am Faktorraum V/V0 ist ‖ · ‖A äquivalent zur
Quotientennorm

‖u‖V/V0 := inf
v∈V0

‖u− v‖V .

2. Es sei B(., .) eine symmetrische, nicht-negative, und V -stetige Bilinearform so dass
A(., .) +B(., .) trivialen Kern hat. Dann gilt

‖v‖2
V ' ‖v‖2

A + ‖v‖2
B ∀ v ∈ V

3. Es sei V1 ⊂ V ein abgeschlossener Teilraum so dass V0 ∩ V1 = {0}. Dann gilt

‖v‖V ' ‖v‖A ∀v ∈ V1.

Beweis. Teil 1: Annahme V0 sei unendlichdimensional. Dann gibt es eine V -orthonormale
Folge (un) in V0. Wegen V ⊂ L kompakt hat diese eine konvergente TF (unk) in L, und
wegen A(un, un) = 0 konvergiert sie auch in ‖ · ‖L + ‖ · ‖A ' ‖ · ‖V , im Widerspruch zu
orthonormal. Daher ist die Annahme falsch und V0 endlichdimensional. Klar ist ‖u‖A =
infv∈V0 ‖u−v‖A � infv∈V0 ‖u−v‖V . Angenommen, es gibt eine Folge (un) in V ⊥0 mit ‖un‖V =
1 und ‖un‖A ≤ 1

n
. Diese hat in L konvergente TF (unk), daher auch in ‖ ·‖L+‖ ·‖A ' ‖·‖V

Cauchyfolge und konvergent unk → u. Es gilt ‖u‖V = 1, ‖u‖A = 0, u ∈ V ⊥0 . Widerspruch !

Teil 2: Auf V0 ist ‖ · ‖B eine Norm, und wegen endlichdimensional äquivalent zu ‖ · ‖V .
Es folgt mit Stetigkeit von B(., .) und Verwendung von Teil 1:

‖u‖2
V = ‖P V0u‖2

V + ‖(I − P V0)u‖2
V � ‖P V0u‖2

B + ‖(I − P V0)u‖2
V

� ‖u‖2
B + ‖(I − P V0u‖2

B + ‖(I − P V0)u‖2
V � ‖u‖2

B + ‖(I − P V0)u‖2
V

� ‖u‖2
B + ‖u‖2

A

Teil 3: Definiere B(u, v) = (PV ⊥1 u, PV ⊥1 u)V . Aus V0 ∩ V1 = {0} folgt dass ‖ · ‖2
A + ‖ · ‖2

B

eine Norm ist. Nach Teil 2 gilt daher

‖u‖2
V ' ‖u‖2

A + ‖u‖2
B ∀u ∈ V.

Reduziert man die Aussage auf V1 folgt Teil 3.
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Aus Lemma 4 und Satz 5, Teil 3 folgt sofort Lemma 1. Es reicht wesentliche Randbe-
dingungen so vorzugeben, dass der Kern von ‖ε(·)‖L2 ,

V0 = {u(x) = a+Bx : a ∈ R3, B ∈ R3×3 mit B = −BT}

blockiert wird.

2.1 Eine robuste Methode für fast inkompressible Materialien

OBdA setzen wir µ = 1/2. Es sei λ� 1. Damit ist die Variationsformulierung∫
ε(u) : ε(v) + λ

∫
div u div v =

∫
fv

schlecht konditioniert, und Cea’s Lemma liefert Fehlerabschätzungen O(λ). Durch
Einführung des Drucks p

p := λ div u

als neue Variable formulieren wir die Aufgabenstellung um: Gesucht u ∈ V := [H1
0,D]3 und

p ∈ Q := L2 so dass ∫
ε(u) : ε(v) +

∫
div v p =

∫
fv ∀ v ∈ V,∫

div u q − 1
λ

∫
pq = 0

(2)

Dies ist eine in (λ > 1 gleichmäßig) stabile gemischte Formulierung (siehe Kap 3). Verwen-
det man ein Paar stabiler Finite Elemente Räume Vh × Qh ⊂ V × Q so erhält man eine
robuste Fehlerabschätzung

‖u− uh‖V + ‖p− ph‖Q � inf
vh∈Vh

‖u− vh‖V + inf
qh∈Qh

‖p− qh‖Q.

Man beachte dass
ph = λPQh

L2
div uh.

Das lineare Gleichungssystem hat die Form

Au + BTp = f

Bu − 1
λ
Cp = 0.

(3)

Besonders interessant sind FE - Räume mit unstetigem Druck p. Damit ist C block-
diagonal, wobei ein Block genau den Basisfunktionen auf einem Element entspricht. Damit
kann C billig invertiert werden, man kann p eliminieren und erhält

(A+ λBTC−1B)u = f,

also wieder ein symmetrisch und positiv definites Gleichungssystem für u. Das Gleichungs-
system kann wie üblich elementweise assembliert werden. Aus der äquivalenten gemischten
Formulierung erhält man die robuste Fehlerabschätzung

‖u− uh‖V + λ ‖PQh
L2

div(u− uh)‖Q � inf
vh∈Vh

‖u− vh‖V + λ ‖(I − PQh
L2

) div u‖Q.
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Neben dieser u − p Formulierung werden wir auch die gemischte Formulierung nach
Hellinger Reissner genauer studieren. Dabei wird der Spannungstensor σ als unabhängige
Variable angesetzt: Gesucht u : Ω→ R3 und σ : Ω→ R3×3

sym so dass∫
D−1σ : τ +

∫
τ : ε(v) = 0 ∀ τ,∫

σ : ε(v) = −
∫
fv ∀ v.

(4)

Ob in den Nebendiagonalblöcken
∫
σ : ε(v) partiell integriert wird legt die Räume für

u und σ fest. Als Motivation dafür werden wir zuerst gemischte Formulierungen für die
skalare Diffusionsgleichung analysieren.

3 Gemischte Variationsformulierungen

Eine Einführung in gemischte Variationsformulierungen findet man in den meisten Büchern
zu FEM (z.B. [1]), das Standardwerk zu gemischten Formulierungen ist [7]. Es seien V und
Q Hilberträume, und

a(., .) : V × V → R
b(., .) : V ×Q→ R
c(., .) : Q×Q→ R
f(.) : V → R
g(.) : Q→ R

stetige Bilinear- und Linearformen, wobei a(., .) und c(., .) symmetrisch sind. Wir betra-
chten das Variationsproblem: Gesucht u ∈ V und p ∈ Q so dass

a(u, v) + b(v, p) = f(v) ∀ v ∈ V
b(u, q) − t2 c(p, q) = g(q) ∀ q ∈ Q, (5)

wobei t ∈ [0, 1] ein Parameter ist. Weiters definieren wirX = V×Q und B(., .) : X×X → R
und F (.) : X → R als

B((u, p), (v, q)) := a(u, v) + b(v, p) + b(u, q)− t2c(p, q),
F ((v, q)) := f(v) + g(q).

Damit lässt sich die VF kompakt schreiben als: Gesucht (u, p) ∈ X so dass

B((u, p), (v, q)) = F ((v, q)) ∀ (v, q) ∈ X

Wir definieren lineare Operatoren A : V → V , B : V → Q, BT : Q → V , C : Q → Q
so dass

(Au, v)V = a(u, v), (Bu, q)Q = (u,BT q)V = b(u, q), (Cp, q)Q = c(p, q),
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und f ∈ V und g ∈ Q so dass (f, v)V = f(v) und (g, q)Q = g(q). Damit lässt sich die
Variationsformulierung als Operatorgleichung

Au + BTp = f,

Bu − t2Cp = g

schreiben. Wir benötigen oft
V0 := Kern(B)

Lemma 6 (Rechtsinverse und inf − sup). Folgende Aussagen sind äquivalent:

1. Die Bilinearform b(., .) erfüllt die inf − sup Bedingung

sup
u∈V

b(u, q)

‖u‖V
≥ β‖q‖Q ∀ q ∈ Q

mit β > 0.

2. Der entsprechende Operator B : V → Q besitzt eine stetige Rechtsinverse T mit

‖T‖ ≤ β−1

Sind die Bedingungen erfüllt, so ist B surjektiv und BT injektiv.

Beweis. Zeigen 2⇒ 1. Es gilt

sup
u∈V

b(u, q)

‖u‖V
= sup

u∈V

(Bu, q)Q
‖u‖V

≥︸︷︷︸
u=Tq

(BTq, q)Q
‖Tq‖V

≥
‖q‖2

Q

β−1‖q‖Q
= β‖q‖Q

Zeigen nun 1⇒ 2. Es gilt

sup
u∈V

b(u, q)

‖u‖V
= sup

u∈V

(u,BT q)V
‖u‖V

= ‖BT q‖V .

Die inf − sup Bedingung bedeutet also

‖BT q‖V ≥ β‖q‖Q.

Daraus folgt die Injektivität von BT , und auch die Elliptizität der Bilinearform

(BBTp, q)Q = (BTp,BT q)V

mit Elliptizitätskonstante β2. Nach Lax-Milgram ist BBT stetig invertierbar mit
‖(BBT )−1‖ ≤ β−2. Damit ist

T := BT (BBT )−1

eine Rechtsinverse (d.h. BT = IdQ) und

‖Tp‖2
V = ‖BT (BBT )−1p‖2

V = ((BBT )−1p, p)Q ≤ β−2‖p‖2
Q.

Die Existenz der Rechtsinversen impliziert Surjektivität.

11



Der Name inf − sup Bedingung rührt daher, da die Bedingung auch als

inf
q∈Q

sup
u∈V

b(u, q)

‖u‖V ‖q‖Q
≥ β

geschrieben werden kann. Vertauscht man die Argumente der inf − sup Bedingung, so
ist Rechtsinverse durch Linksinverse zu ersetzen und Injektivität mit Surjektivität auszu-
tauschen.

Ist eine Bilinearform symmetrisch, so ist inf − sup äquivalent zur Invertierbarkeit. Z.B.
ist die stetige Lösbarkeit des gemischten VP äquivalent zur inf − sup Bedingung von B(., .)
auf X ×X.

Ziel folgender Lemmas ist es, aus Eigenschaften der Bilinearformen a(., .), b(., .) und
c(., .) auf die stetige Invertierbarkeit des Blocksystems, d.h. die inf − sup-Bedingung der
Bilinearform B(., .) zu schließen. Die inf − sup Bedingung der Bilinearform b(., .) wird (nach
Ladyshenskaja, Babuška und Brezzi) meist als LBB Bedingung bezeichnet. Diese sei im
folgenden erfüllt.

Lemma 7. Es sei a(., .) elliptisch mit Konstante α, und c(., .) nicht-negativ. Dann ist (5)
eindeutig lösbar und es gilt

‖u‖V + ‖p‖Q ≤ c(α, ‖a‖, β)
(
‖f‖V + ‖g‖Q

)
Beweis. Elliptizität und Stetigkeit von a(., .) bedeutet

α ‖u‖2
V ≤ ‖u‖2

A ≤ ‖a‖ ‖u‖2
V ,

aus Lax-Milgram folgt daraus

1

‖a‖
‖u‖2

V ≤ ‖u‖2
A−1 ≤

1

α
‖u‖2

V .

Aus der 1. Gleichung der Operatorgleichung folgt

u = A−1f − A−1BTp,

einsetzen in die 2. Gleichung ergibt

(BA−1B + t2C)p = BA−1f − g.

Cauchy Schwarz liefert

‖BTp‖2
A−1 + t2‖p‖2

C ≤ ‖f‖A−1‖BTp‖A−1 + ‖g‖Q ‖p‖Q

Verwendung von LBB ergibt

‖p‖2
Q ≤

1

β2
‖BTp‖2 ≤ ‖a‖

β2
‖BTp‖2

A−1 ,

12



und damit

‖BTp‖2
A−1 + t2‖p‖2

C ≤ ‖f‖2
A−1 +

‖a‖
β2
‖g‖2

Q.

Letztendlich folgt

‖u‖2
A = (Au, u) = (f, u)− (BTp, u)

≤ ‖f‖A−1‖u‖A + ‖BTp‖A−1‖u‖A,

und damit

‖u‖2
A ≤ ‖f‖2

A−1 + ‖BTp‖2
A−1

≤ ‖f‖A−1 +
‖a‖
β2
‖g‖2

Q.

Fügt man die Abschätzungen zusammen ergibt sich die Behauptung.

Lemma 8. Es sei a(., .) nicht-negativ und auf V0 elliptisch. Dann ist (5) eindeutig lösbar
und es gilt

‖u‖V + ‖p‖Q ≤ c(α, ‖a‖, β, ‖b‖, ‖c‖)
(
‖f‖V + ‖g‖Q

)
.

Beweis. Wir führen diesen Fall auf Lemma 7 zurück, indem wir mit der 2. Gleichung
stabilisieren:[(

A BT

B −t2C

)
+ γ

(
BT

−t2C

)
(B − t2C)

](
u
p

)
=

(
f
g

)
+ γ

(
BT

−t2C

)
g

Der Parameter γ > 0 sei so dass γ‖c‖ < 1/2. Dies ist eine modifizierte gemischte Opera-
torgleichung mit

Ã = A+ γBTB

B̃ = (I − γt2C)B

C̃ = (I − γt2C)C

Man überprüft dass einerseits Ã elliptisch ist, und andererseits (I − γt2C) invertierbar ist,

und daher hat B̃ eine stetige Rechtsinverse.

Im Falle dass a(., .) elliptisch ist, geht die Stetigkeitskonstante der Bilinearform c(., .)
nicht in die Abschätzung ein, ist a(., .) nur V0-elliptisch, so geht sie über die Bedingung an
γ ein. Der erste Fall kann daher zu einem auf Q dicht definierten, aber unstetigen c(., .)
erweitert werden:

Lemma 9. Es sei a(., .) elliptisch, c(., .) sei jetzt nur auf dem dichten Teilraum Qc ⊂ Q
definiert, (Qc, ‖ · ‖2

Q + ‖ · ‖2
C) sei ein Hilbertraum. Dann ist (5) eindeutig lösbar und es gilt

‖u‖V + ‖p‖Q + t‖p‖C ≤ ‖f‖V + ‖g(.)‖(Q+t2C)∗

Beweis. Verfeinerung im Beweis von Lemma 7.
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3.1 Beispiel: Diffusionsgleichung

Wir betrachten die skalare Diffusionsgleichung als System erster Ordnung:

aσ = ∇u, div σ = −f,

mit Randbedingungen u = uD auf ΓD und σn = g auf ΓN . Die Matrix a(x) sei symmetrisch
positiv definit mit gleichmäßig nach unten und oben beschränkten Eigenwerten. Die primal-
gemischte VF lautet: Gesucht ist σ ∈ V := [L2]d und u ∈ Q := H1 mit u = uD auf ΓD so
dass ∫

aστ −
∫
∇uτ = 0 ∀ τ ∈ [L2]d

−
∫
∇vσ = −

∫
fv −

∫
ΓN
gv ∀ v ∈ H1, v = 0 auf ΓD

(6)

Auf diesen Räumen sind alle Formen stetig, a(., .) ist V -elliptisch, und die LBB - Bedingung
ist trivial:

sup
τ∈[L2]d

∫
∇vτ
‖τ‖L2

≥︸︷︷︸
τ :=∇v

‖∇v‖2

‖∇v‖
= ‖v‖Q

Die primal-gemischte Formulierung ist äquivalent zur üblichen H1-Formulierung für u.
Auch die diskrete Formulierung ist klar solange Vh = ∇Qh ist.

Die dual-gemischte Formulierung ergibt sich nach partieller Integration in den Neben-
diagonalblöcken. Sie benötigt den Raum

H(div) := {τ ∈ [L2]d : div τ ∈ L2}

mit Norm
‖τ‖2

H(div) := ‖τ‖2
L2

+ ‖ div τ‖2
L2
.

Gesucht ist σ ∈ V := H(div) mit σn = g auf ΓN und u ∈ Q := L2 so dass∫
aστ +

∫
u div τ =

∫
ΓD
uDτn ∀ τ ∈ H(div), τn = 0 auf ΓN ,∫

v div σ = −
∫
fv ∀ v ∈ L2

(7)

Der Kern von B ist
V0 = {σ ∈ H(div) : div σ = 0}.

Die Bilinearform a(σ, τ) = (aσ, τ)L2 ist elliptisch auf V0, da

‖σ‖2
V = ‖σ‖2

L2
+ ‖ div σ‖2

L2
� ‖σ‖2

L2
' a(σ, σ) ∀σ ∈ V0.

Die LBB - Bedingung

sup
σ∈H(div)

(div σ, u)L2

‖σ‖H(div)

≥ β ‖u‖ ∀u ∈ L2

zeigt man wie folgt: u ∈ L2 gegeben, lösen das Hilfsproblem: Ges ϕ ∈ H1
0,D so dass

(∇ϕ,∇ψ) = (u, ψ) ∀ψ ∈ H1
0,D.

14



Unter Verwendung der Friedrichsungleichung erhält man

‖ϕ‖H1 � ‖u‖L2 .

Setzen wir nun σ = −∇ϕ, so gilt div σ = u und σn = 0 auf ΓN , und weiter

‖σ‖L2 � ‖u‖L2 und ‖ div σ‖L2 = ‖u‖L2 ,

und daher

sup
σ∈H(div)

σn=0 auf ΓN

∫
div σu

‖σ‖+ ‖ div σ‖
�︸︷︷︸

σ:=∇ϕ

‖u‖2
L2

‖u‖L2

= ‖u‖L2

Der Operator (
A BT

B

)
ist sowohl für X1 := [L2]d × H1 als auch für X2 := H(div) × L2 ein Isomorphismus von
X nach X. Beide Formulierungen sind formal äquivalent. Die unterschiedlichen Räume
erlauben unterschiedliche Lösungen. Sind die jeweiligen Lösungen in X1 und X2, so sind
sie ident. Dafür muss f ∈ L2 ist.

3.1.1 Anwendung: Fehlerschätzer

Sei f ∈ L2. Die primal-gemischte Formulierung ist äquivalent zu: Ges u ∈ H1, u = uD auf
ΓD so dass ∫

a−1∇u∇v =

∫
fv +

∫
ΓN

gv ∀ v ∈ H1
0,D,

oder auch zum primalen Minimierungsproblem

min
u∈H1

u=uD

1

2

∫
a−1∇u · ∇u−

∫
fv −

∫
gv.

Die dual-gemischte Formulierung ist die Lagrange-Funktion zum dualen Max-
imierungsproblem

max
σ∈H(div)

div σ=−f,σn=g

−1

2

∫
aσσ −

∫
uDσn.

Beide Lösungen hängen über
aσ = ∇u

zusammen. Sei nun uh eine finite Elemente Funktion in H1 mit uh = uD exakt auf ΓD,
und σh eine finite Elemente Funktion in H(div), wobei div σh = f als auch σhn = g exakt
erfüllt sein soll. Dies wird für stückweise polynomiale Daten uD, f, g, und der Verwendung
von passenden Raviart-Thomas oder BDM Elementen kanonisch erfüllt. Dann gilt die
sogenannte Prager-Synge Orthogonalität∫

∇(u− uh)(σ − σh) = −
∫

(u− uh) div(σ − σh)︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫
∂Ω

(u− uh)(σ − σh)n︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.
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Und damit
‖∇(u− uh)‖2

a−1 + ‖σ − σh‖2
a = ‖∇uh − aσh‖2

a−1

Diese Relation gilt allgemein, speziell auch für die entsprechenden finite Elemente Approx-
iamtionen von u und σ. Damit erhält man eine explizit berechenbare obere Schranke für
den Fehler in der Energienorm ! Hat man die primale fe - Lösung uh bestimmt, kann mittels
lokalem post-processing (Equilibrierung) ein σh berechnet werden, so dass div σh = f gilt.
Dies ist der equilibrated residual-Fehlerschätzer.

3.2 Beispiel: Wesentliche Randbedingungen

Als zweites Modellbeispiel betrachten wir eine gemischte Methode zur schwachen For-
mulierung wesentlicher Randbedingungen. Übliches testen und partielles integrieren der
Gleichung − div a∇u = f liefert∫

a∇u∇v −
∫
∂Ω

(a∇u)nv =

∫
fv ∀ v ∈ H1.

Definieren wir λ := (a∇u)n, und fügen die Gleichung u = uD auf ΓD hinzu, wo erhält man:
Ges: u ∈ V := H1, λ ∈ H−1/2(ΓD) so dass∫

a∇u∇v +
∫

ΓD
uλ =

∫
fv ∀ v ∈ V∫

ΓD
uµ =

∫
ΓD
uDµ ∀µ ∈ Q (8)

Der Raum H−1/2(ΓD) wird als Dualraum von traceΓD H
1 aufgefasst (technische Feinheiten

am Rand von ΓD werden hier vernachlässigt). Damit ergibt sich Stetigkeit und LBB -
Bedingung per Definition. Der Kern ist

V0 = {u ∈ H1 : u = 0 auf ΓD},

und damit gilt V0-Elliptizität

‖u‖2
H1 �

∫
a∇u∇u ∀u ∈ V0.
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3.3 Beispiel: Stokes Gleichung

Das Standardbeispiel für gemischte Formulierungen ist die Stokes - Gleichung. Gesucht
sind Geschwindigkeit u ∈ V := [H1

0 (Ω)]d und Druck p ∈ Q := L0
2 so dass∫

∇u∇v +
∫
p div v =

∫
fv ∀ v ∈ V,∫

q div u = 0 ∀ q ∈ Q. (9)

Hier ist a(., .) elliptisch, die LBB - Bedingung ist nicht-trivial. Betrachten wir fe - Teilräume
Vh × Qh. Die diskrete LBB - Bedingung wird hier oft aus der stetigen LBB - Bedingung
mit dem Fortin-Operator abgeleitet: Sei Πh : V → Vh so dass

‖Πh‖V ≤ c

b(Πhu, qh) = b(u, qh) ∀ qh ∈ Qh.

Dann gilt

sup
uh∈Vh

b(uh, qh)

‖uh‖V
≥ sup

u∈V

b(Πhu, qh)

‖Πhuh‖V
≥ 1

c
sup
u∈V

b(u, qh)

‖uh‖V
≥ β

c
‖qh‖Q.

Ein einfaches (aber nicht optimale konvergentes) Beispiel ist Vh = [P 2]2 und Qh = P 0. Wir
setzen

Πh = Π1
h + Π2

h(Id− Π1
h),

wobei Π1
h : V → Vh ein Clément - Operator mit

‖Π1
hu‖1 + h−1‖u− Π1

hu‖0 � ‖u‖1,

und Π2
h : V → Vh so dass

(Π2
hu)(V ) = 0 ∀ vertices V,∫

E

Π2
hu ds =

∫
u ds ∀ edges E.

Mit Skalierung zeigt man leicht ‖Π2
hu‖1 � h−1‖u‖0 + ‖u‖1, und daher ‖Πh‖1 � 1. Weiters

gilt ∑
T

∫
T

div(u− Π2
hu) qh =

∑
T

∑
E⊂∂T

∫
E

(u− Π2
hu)nqh|T = 0 ∀ qh ∈ Qh,

und daher auch b((Id− Πh)u, qh) = b((Id− Π2
h)(Id− Π1

h)u, qh) = 0.
Aus der inf − sup - Stabilität des diskreten Problems folgt sofort die Fehlerabschätzung

‖u− uh‖V + ‖q − qh‖Q � inf
vh∈Vh

‖u− vh‖V + inf
qh∈Qh

‖p− qh‖Q.

Der Fehler in beiden Komponenten wird durch die Bestapproximation in beiden Kompo-
nenten abgeschätzt. Der Fehler wird durch ‖p−qh‖ � h‖p‖1 dominiert, und dadurch erhält
man auch nur die Abschätzung O(h) für ‖u− uh‖1.
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4 Gemischte Methoden für Gleichungen 2. Ordnung

Wir betrachten das Modellprobem aus Kapitel 3.1 genauer, und erweitern auf die Gle-
ichungen der linearen Elastizität.

4.1 Der Funktionenraum H(div)

Analog zu schwachen Ableitungen definieren wir die schwache Divergenz: g ∈ L2(Ω) ist die
schwache Divergenz von σ ∈ [L2(Ω)]d auf Ω genau dann wenn∫

Ω

gϕ = −
∫

Ω

σ · ∇ϕ ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Damit ist der Raum H(div) und die Norm ‖ · ‖H(div) in Kapitel 3.1 definiert. H(div) ist ein
Hilbertraum.

Man zeigt mittels Mollifier (Glättungsoperatoren) dass C∞(Ω) auf Lipschitzgebieten
dicht in H(div) liegt.

Lemma 10 (Trace theorem in H(div)). 1. Es existiert ein eindeutiger stetiger
Normal-Spur Operator trn : H(div)→ H−1/2(∂Ω) so dass

(trn σ)(x)
f.ü.
= σ(x) · n(x) für σ ∈ [C(Ω)]d

2. Der Operator trn besitzt eine stetige Rechtsinverse von H−1/2(∂Ω) nach H(div).

Beweis. Der Spur-Operator ist für glatte Funktionen festgelegt. Wir zeigen Stetigkeit auf
dieser dichten Teilmenge, und damit ist er eindeutig stetig auf H(div) fortsetzbar. Wir
verwenden dass es zu einem v ∈ H1/2(∂Ω) ein w ∈ H1(Ω) gibt mit trw = v und ‖w‖H1 �
‖v‖H1/2(∂Ω). Sei σ ∈ [C(Ω)]d ∪H(div):

‖ trn σ‖H−1/2 = sup
v∈H1/2(∂Ω)

∫
∂Ω
σnv

‖v‖H1/2

� sup
w∈H1(Ω)

∫
∂Ω
σn trw

‖w‖H1(Ω)

= sup
w∈H1(Ω)

∫
Ω

div σ w + σ · ∇w
‖w‖H1(Ω)

≤ sup
w∈H1(Ω)

‖ div σ‖ ‖w‖+ ‖σ‖ ‖∇w‖
‖w‖H1(Ω)

≤ ‖σ‖H(div)

Sei µ ∈ H−1/2(∂Ω). Die Neumannaufgabe Ges.: u ∈ H1 : (∇u,∇v) + (u, v) = 〈µ, v〉 hat
eine Lösung mit ‖u‖1

H � ‖µ‖H−1/2 , und ∆u = u und ∂nu = µ. Mit σ := ∇u haben wir
mittels µ 7→ σ eine stetige Rechtsinverse von trn.

Mit dem trace - Operator ist partielle Integration für σ ∈ H(div) und u ∈ H1 sinnvoll
definiert: ∫

Ω

σ∇u+

∫
Ω

div σ u = 〈trn σ, u〉H−1/2×H1/2
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Lemma 11 (Gebietszerlegung). Es sei Ω1 . . .Ωm eine nicht-überlappende Zerlegung von
Ω, γij = ∂Ωi ∩ ∂Ωj. Es gelte

σ ∈ L2(Ω) σ|Ωi ∈ H(div,Ωi)

mit stetigem Normal-trace auf γij, d.h.

trni,γij σ|Ωi = − trnj ,γij σ|Ωj .

Dann ist σ ∈ H(div,Ω).

Beweis. Übung

4.2 Die Piola-Transformation

Es sei Ω ⊂ Rd ein Gebiet, und Φ : Ω→ Ω̃ aus W 1,∞ bijektiv mit Φ−1 ∈ W 1,∞.

Definition 12 (Piola-Transformation). Sei σ ∈ H(div,Ω). Dann ist

Pσ(Φ(x)) :=
1

det Φ′
Φ′σ(x)

die Piola-Transformation von σ.

Lemma 13. Es gilt

(divPσ)(Φ(x)) =
1

det Φ′
div σ(x) (10)

Weiters gilt falls det Φ′ > 0 für V ⊂ Ω offen und E ⊂ Ω eine d− 1 dimensionale Mannig-
faltigkeit ∫

Φ(V )

divPσ dx =

∫
V

div σ dx (11)∫
Φ(E)

Pσn ds =

∫
E

σn ds. (12)

Letzteres gilt nur sofern
∫
E
σn existiert.

Beweis. Wir rechnen nach dass 1
det Φ′

div σ ◦ Φ−1 die schwache Divergenz von Pσ ist:∫
Φ(Ω)

1

det Φ′
div σ(Φ−1(x))ψ(x) dx

!
= −

∫
Φ(Ω)

Pσ(x) · ∇ψ(x) dx ∀ψ ∈ [C∞0 (Φ(Ω))]d

Transformation der Integrale und Einsetzen der Piola-Transformation liefert∫
Ω

div σ(x)ψ(Φ(x)) dx
!

= −
∫

Ω

1

det Φ′
Φ′σ(x) · (Φ′)−T∇(ψ ◦ Φ) det Φ′ dx,
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d.h. genau die Definition der schwachen Divergenz auf Ω:∫
Ω

div σ(x) (ψ ◦ Φ)(x) dx
!

= −
∫

Ω

σ(x)∇(ψ ◦ Φ) dx ∀ (ψ ◦ Φ) ∈ [C∞0 (Ω)]d

Gleichung (11) ist genau die Transformationsregel für div σ. Um (12) zu zeigen definieren
wir zu E ein V so dass E ⊂ ∂V . Sei ψ ∈ C∞(V ) mit ψ = 0 auf ∂V \ E. Es gilt∫

E

σnψ =

∫
V

div(σψ) dx =

∫
Φ(V )

div(Pσψ) dx

=

∫
∂Φ(V )

(P(σψ))n ds =

∫
Φ(E)

(Pσ)nψ ds

Mit ψ|E → 1 folgt die Behauptung.

4.3 H(div) - konforme Finite Elemente

Lemma 11 liefert sofort Bedingungen für H(div) - konforme Elemente: Wie üblich verwen-
den wir Polynome auf den geometrischen Elementen {T}; diese sind natürlich in H(div, T ).
Um Funktionen aus H(div,Ω) zu erhalten muss die Normalkomponente über Elemen-
tränder stetig sein. Dies wird durch eine passende Wahl der Freiheitsgrade erreicht.

4.3.1 Das Raviart-Thomas Element niedrigster Ordnung RT0 in 2D

Auf dem Element T wird der Ansatzraum

VT := {a+ bx : a ∈ R2, b ∈ R}

verwendet. Er hat Dimension 3 und es gilt

[P 0]2 ⊂ VT ⊂ [P 1]2.

Sei E eine Kante von T mit Normalvektor n. Für σ ∈ VT gilt

σn(x) = a · n+ bx · n = const ∀x ∈ E,

d.h. trn,E σ ist in P 0(E) und ist daher durch das Integral

ψE(σ) :=

∫
E

σn ds

eindeutig festgelegt. Diese ψE(.) werden beim RT0 Element als Freiheitsgrade verwendet.
Ein Dreieck hat 3 Kanten; diese 3 Funktionale sind auch linear unabhängig, das heißt die
Vorgabe von 3 Werten für

∫
Ei
σn ds legt ein eindeutiges σ ∈ VT fest.
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Durch Vorgabe des Ansatzraumes und der Freiheitsgrade ist die nodale Basis ϕE ein-
deutig festgelegt (Biorthogonalität):

ψE(ϕE′) = δE,E′

und auch der Interpolationsoperator ist damit definiert:

IT (σ) =
∑
E

ψE(σ)ϕE

Lemma 14. Das Raviart-Thomas Element besitzt ein Interpolationsäquivalentes Referen-
zelement. Set T = Φ(T̂ ) mit affin-linearem Φ. Dann gilt

IT (Pσ) = P(IT̂σ)

Beweis. Die Räume stimmen überein: Sei σ = a+ bx̂ ∈ VT̂ , und x = Φ(x̂) = c+Dx̂. Dann
ist

Pσ(x) =
1

detD
D(a+ bx̂) =

1

detD
Da+

b

detD
Dx̂ =

1

detD
Da+

b

detD
(x− c) ∈ VT

Aus Definition des Interpolationsoperators und Eigenschaften der Piola-Transformation
folgt

ΨE(IT (Pσ)) = ΨE(Pσ) = ΨÊ(σ)

und
ΨE(P(IT̂σ)) = ΨÊ(IT̂σ) = ΨÊ(σ)

Damit liefern ITP und PIT̂ die gleiche Funktion in VT .

Lemma 15 (Commuting Diagram). Mit dem L2-orthoprojektor P 0
T : L2(T )→ P 0 gilt

P 0
T div σ = div ITσ

Beweis. Das Ergebnis ist jeweis in P 0, und es gilt∫
T

P 0
T div σ =

∫
T

div σ =

∫
∂T

σn =

∫
∂T

(ITσ)n =

∫
T

div ITσ

Lemma 16 (Interpolationsfehler). Es gilt

‖σ − ITσ‖L2 ≤ ch |σ|H1

‖ div(σ − ITσ)‖L2 ≤ ch | div σ|H1

Beweis. Mit dem Bramble-Hilbert Lemma zeigt man am Referenz-element

‖σ − IT̂σ‖L2 ≤ |σ|H1 .

Dank der Interpolationsäquivalenz kann die Skalierungstechnik angewandt werden. Für die
zweite Aussage verwenden wir die Kommutativität:

‖ div(σ − ITσ)‖L2 = ‖(I − P 0
T ) div σ‖L2 ≤ ch | div σ|H1
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4.3.2 Elemente höherer Ordnung

Raviart-Thoms Elemente höherer Ordnung sind durch den Ansatzraum

VRTk := {a+ bx : a ∈ [P k]2, b ∈ P k}

(wobei diese Darstellung nicht eindeutig ist) und die Funktionale

ΨEj(σ) =

∫
E

σnqj ds

ΨT j1
(σ) =

∫
T

div σ rj dx

ΨT j2
(σ) =

∫
T

σ · ∇sj dx

wobei qj eine Basis für P k(E), rj eine Basis für P k(T )/P 0 und sj eine Basis für P k+2
0 (T ) =

{q ∈ P k+2 : q = 0 auf ∂T} ist. Es gilt

[P k]2 ⊂ VRTk ⊂ [P k+1]2

und
div VRTk = P k und trn,E VRTk = P k(E)

Eine alternative Wahl der Element-Freiheitsgrade ist∫
T

σ · qj dx mit qj Basis für [P k−1]2

Sehr ähnlich sind die Brezzi-Douglas-Marini (BDM) Elemente. Hier ist

VBDMk = [P k]2,

und die Ordnung der Momente ist leicht verändert.
Ob RT oder BDM Elemente vorteilhaft sind hängt davon ab, ob σ oder div σ von

primären Interesse ist.

4.4 Der Raum H(curl) und Nédélec Elemente

Analog wird der Raum H(curl) als Abschluss bezüglich der Norm

‖u‖2
H(curl) = ‖u‖2

L2
+ ‖ curlu‖2

L2

definiert. In Rd wird curlu = ( ∂ui
∂xj
− ∂uj

∂xi
) als schief-symmetrische Matrix interpretiert. Für

den Raum H(curl) kann ein Tangential-Trace Operator definiert werden.
H(curl)-konforme Elemente sind Nédélec Elemente, sie besitzen stetige Tangentialkom-

ponenten. Der Ansatzraum für das Element niedrigster Ordnung ist

VN 1 = {a+Bx : a ∈ Rd, B = −BT ∈ Rd×d}.

Als Freiheitsgrade passen dazu
∫
E
u · τ , wobei {E} die Kanten des d-Simplex sind.
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4.5 Gemischte FEM für die Diffusionsgleichung

Wir diskretisieren (7) mit Σh := RT k(T ) ⊂ H(div) und Vh := P k(T ) ⊂ L2.
Eine Motivation dafür ist element-weise exakte Massenerhaltung:∫

∂T

σn = −
∫
T

f ∀T ∈ T

4.5.1 Betrachtung in H(div)× L2

Gesucht σh ∈ Σh und uh ∈ Vh so dass∫
aσhτh +

∫
uh div τh = 0 ∀ τh ∈ Σh∫

vh div σh = −
∫
fvh ∀ vh ∈ Vh.

(13)

Einbau der Randbedingungen ist klar und wird hier übergangen. Um Stabilität des
diskreten Variationsproblems zu zeigen müssen wir ersten die Kern-Elliptizität nachweisen:∫

aσhσh � ‖σ‖H(div) ∀σh ∈ Σh,0

Da hier die spezielle (und sehr interessante) Bedingung div Σh = Vh gilt folgt sofort

Σh,0 = {σh ∈ Σh :

∫
div σhvh = 0 ∀ vh ∈ Vh} ⊂ {σ ∈ Σ :

∫
div σv = 0 ∀ v ∈ V } = Σ0,

d.h. die Kern-Elliptizität folgt aus dem stetigen.
Zweitens weisen wir die diskrete LBB Bedingung nach:

sup
σh∈Σh

∫
div σhvh
‖σh‖H(div)

≥ βh‖vh‖L2 ∀ vh ∈ Vh.

Wir möchten die Konstruktion nach Fortin verwenden. Der RT - Interpolationsoperator
erfüllt die Eigenschaft ∫

div IT σ vh =

∫
div σ vh,

doch er ist nicht stetig auf H(div) ! Wir verwenden daher die Stokes-LBB Bedingung, die
uns sogar ein σ ∈ [H1]d liefert mit div σ = vh und ‖σ‖H1 � ‖vh‖L2 . Darauf ist der RT -
Interpolationsoperator anwendbar und wir erhalten für σh = ITσ

div σh = vh und ‖σh‖H(div) � ‖vh‖L2 ,

und damit einen passenden Kandidaten um das Supremum abzuschätzen. Ein Nachteil
dieser Beweistechnik ist dass die Stokes-LBB Konstante wesentlich stärker als die H(div)-
LBB Konstante vom Gebiet abhängt. Eine Alternative ist ein Clément-artiger kommu-
tierender Interpolationsoperator in H(div).
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4.5.2 Betrachtung in diskreten Normen

Wir verwenden die Elemente ausH(div)×L2, doch wollen uns an der Stabilität in [L2]d×H1

orientieren. Dazu verwenden wir die diskrete Norm

‖vh‖2
Vh

:= ‖vh‖2
H1,h :=

∑
T

‖∇vh‖2
L2(T ) +

∑
E

1

h
‖[vh]‖2

L2(E),

und ‖σh‖Σh = ‖σh‖L2 . Die Kern-Elliptizität ist damit trivial.
Die diskrete LBB - Bedingung wird direkt nachgewiesen. Wir orientieren uns am steti-

gen LBB-Beweis mit σ := −∇v. Zu vh ∈ Vh gegeben, definieren wir σh so dass

trn,E σh = −1

h
[vh]E

und ∫
T

σhqh = −
∫
T

∇vhqh ∀ qh ∈ [P k−1]2

(geht, siehe alternative Wahl der Freiheitsgrade). Dafür folgt mit Skalierung

‖σh‖L2 � ‖vh‖H1,h

und∫
Ω

div σhvh =
∑
T

−
∫
T

σh∇vh +

∫
∂T

σh,nvh =
∑
T

∫
T

‖∇vh‖2 +
∑
E

1

h
‖[vh]‖2 = ‖vh‖2

H1,h

also ein passender Kandidat für das Supremum.

4.5.3 Superkonvergenz und Postprocessing

Mit der allgemeinen Konvergenztheorie erhalten wir aus der Stabilität sofort

‖σ − σh‖Σh + ‖u− uh‖Vh � inf
τh∈Σh

‖σ − τh‖Σh + inf
vh∈Vh

‖u− vh‖Vh .

Dies gilt für beide betrachtete Möglichkeiten der Normen. Wählen wir z.B. BDM1 Ele-
mente (d.h. [P 1]2) und uh ∈ P 0, so erhalten wir für die H(div)× L2 Wahl

‖σ − ITσ‖H(div) = ‖σ − ITσ‖L2︸ ︷︷ ︸
O(h2)

+ ‖ div σ − P 0 div σ‖L2︸ ︷︷ ︸
O(h)

= O(h)

und
‖u− P 0u‖ � h‖u‖H1 ,

also Konvergenzordnung O(h). Schlimmer ist die die L2 × H1-Betrachtung, hier erhalten
wir

‖u− P 0u‖H1
h
� ‖u‖H1 ,

also (nicht-)Konvergenzordnung O(1). Dies ist aber ein Problem der Abschätzungstechnik,
und kann wie folgt verbessert werden:
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Es sei (σ, u) ∈ Σ× V die Lösung von (7), und (σh, uh) ∈ Σh × Vh die Lösung von (13).

Satz 17. Die Bilinear-form B(., .) sei stetig und diskret inf-sup stabil. Zudem gelte BΣh =
Vh. Dann gilt:

‖σ − σh‖Σ + ‖PVhu− uh‖V � inf
τh∈Σh

‖σ − τh‖Σ

Beweis. Wir starten mit der Dreiecksungleichung, diskreter inf-sup Stabilität und
Galerkin-Orthogonalität. Dabei sei Ih : Σ→ Σh ein beliebiger Interpolationsoperator.

‖σ − σh‖Σ + ‖PVhu− uh‖V ≤ ‖σ − Ihσ‖Σ + ‖Ihσ − σh‖V + ‖PVhu− uh‖V

� ‖σ − Ihσ‖Σ + sup
τh,vh

B(Ihσ − σh, PVhu− uh; τh, vh)
‖τh‖Σ + ‖vh‖V

= ‖σ − Ihσ‖Σ + sup
τh,vh

B(Ihσ − σ, PVhu− u; τh, vh)

‖τh‖Σ + ‖vh‖V

= ‖σ − Ihσ‖Σ + sup
τh,vh

a(Ihσ − σ, τh) + b(Ihσ − σ, vh) + b(τh, PVhu− u)

‖τh‖Σ + ‖vh‖V

Die Eigenschaft BΣh ⊂ Vh impliziert

b(τh, PVhu− u) = (Bτh︸︷︷︸
∈Vh

, PVhu− u︸ ︷︷ ︸
V ⊥h

)V = 0

Daher kann das Supremum mit Hilfe von Stetigkeit von a(., .) und b(., .) sofort durch
‖σ − Ihσ‖Σ abgeschätzt werden.

Mit Satz 17 erhält man für BDM1 Elemente und [L2]d × H1 Betrachtung sofort die
optimale Rate ‖σ − σh‖L2 = O(h2). Für das Skalar liefert Satz 17

‖uh − P 0u‖L2 = O(h2),

d.h. die Approximation im Mittel ist besser als die Bestapproximation in der Norm ‖u −
P 0u‖L2 = O(h). Man spricht hierbei von Superkonvergenz.

Das Skalar kann jedoch in einem lokalen post-processing Schritt verbessert werden: Sei
σh ∈ BDMk. Bestimme ũh ∈ P k+1(T ) so dass

(∇ũh,∇vh)T = (σh,∇vh)T ∀vh ∈ P k+1

P 0ũh = P 0uh

Dafür ist ‖u− ũh‖H1,h optimal.
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4.5.4 Implementierung durch Hybridisierung

Einsetzen einer Basis für Σh und Vh führt zu dem Gleichungssystem(
A BT

B 0

)(
σ
u

)
=

(
0
f

)
Dieses ist symmetrisch, aber indefinit. Schnelle direkte Löser wie minimum degree ordering
bestimmen eine Umnummerierung der Variablen so dass das Profil der Faktorisierung der
Matrix möglichst klein wird. Diese Umnummerierung ist für den spd-Fall stabil, kann aber
für indefinite Matrizen zu Instabilität oder Abbruch führen.

Auch iterative Gleichungslöser wie Krylovraummethoden (CG - Verfahren) profitieren
von spd Matrizen. CG - Verfahren und Vorkonditionierer für Sattelpunktprobleme ex-
istieren, doch sind viel komplizierter als im spd Fall.

Hybridisierung ist eine äquivalente Umformung der Raviart-Thomas FEM -
Diskretisierung so dass eine spd Matrix erreicht wird. Dabei wird auf die Normal-stetigkeit
des Raviart-Thomas FE - Raums verzichtet, und diese mittels neuer Gleichungen extra
gefordert: ∫

F

(σ1
n1

+ σ2
n2

)µ = 0 ∀µ ∈ P k(F )

Dabei sind σ1 und σ2 Werte auf den beiden Elementen am Facet F , n1 = −n2 die jeweiligen
nach außen gerichteten Normalvektoren. Da σn ∈ P k für RT k Elemente, führt das Testen
mit µ ∈ P k zu punktweiser Gleichheit.

Weitere Gleichungen benötigen auch zusätzliche Unbekannte (die Lagrangeparameter).
Das hybridisierte System lautet: Gesucht ist σh ∈ RT kdc, uh ∈ P k(T ), λh ∈ P k(F) so dass∑

T

∫
T
aσhτh +

∑
T

∫
T

div τhuh −
∑

T

∫
T
τh,nλh = 0 ∀ τh ∈ RT kdc∑

T

∫
T

div σh vh =
∫
fvh ∀ vh ∈ P k(T )

−
∑

T

∫
∂T
σh,nµh = 0 ∀µh ∈ P k(F)

(14)
Die Variationasformulierung ist konsistent, d.h. setzt man (σh, uh, λh) = (a−1∇u, u|T , u|F ),
so sind die Gleichungen erfüllt. Daher kann λh als Approximation der skalaren Lösung auf
den Facets interpretiert werden. Randbedingungen sind wieder vernachlässigt und können
nun direkt für die Facet-Variable eingebaut werden.

Ähnlich zu Kapitel 4.5.2 zeigt man Stabilität bezüglich ‖σh‖L2 und

‖(u, λ)‖H1,h :=
∑
T

‖∇u‖2
L2(T ) +

1

h
‖u− λ‖2

L2(∂T ).

Dies ist eine Semi-Norm, und wird für nicht-leeren Dirichlet-Rand zur Norm.
Einsetzen der Basis führt zu dem Gleichungssystem A BT

1 BT
2

B1 0 0
B2 0 0

 σ
u
λ

 =

 0
f
0


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Aufgrund der unstetigen RT - Elemente ist die Matrix A block-diagonal, wobei die einzel-
nen Blöcke den Elementen entsprechen. A kann damit billig invertiert und σ aus dem
Gleichungssystem eliminiert werden:(

B1A
−1BT

1 B1A
−1BT

2

B2A
−1BT

1 B2A
−1BT

2

)(
u
λ

)
=

(
f
0

)
Aufgrund der Stabilität gilt nun(

u
λ

)T (
B1A

−1BT
1 B1A

−1BT
2

B2A
−1BT

1 B2A
−1BT

2

)(
u
λ

)
' ‖(u, λ)‖2

H1,h,

das heißt das Schur-komplement bildet eine H1-Diskretisierung. Da ‖(·, 0)‖H1,h eine Norm
am Element-Teilraum bildet, können auch die u-Variablen lokal eliminiert werden, und
man erhält ein Gleichungssystem für die λ-Variablen.

5 Hellinger-Reissner Formulierung

Eine gemischte σ−u Formulierung der Elastizität wird als Hellinger-Reissner Formulierung
bezeichnet. Wir verwenden das Hookesche Materialgesetz

σ = 2µε+ λ spur(ε)I,

welches mittels dem Deviator einer Matrix M ∈ Rd×d

devM := M − 1

d
spur(M)I

auch als
σ = 2µ dev ε+ (2µ/d+ λ) spur(ε)I

geschrieben werden kann. Die Matrix wird orthogonal in Deviator und volumetrischen
Anteil εI zerlegt. Daraus folgt sofort

Aσ := ε(σ) = (2µ)−1 dev σ + (2µ/d+ λ)−1d−2 spur(σ)I

Für fast inkompressible Materialien ist daher die Energie∫
Aσ : σ ≈ 1

µ
‖ dev σ‖2

L2
+

1

λ
‖ spurσ‖2

Variationsformulierung kann in σ ∈ [L2]d×d,sym und u ∈ [H1
0,D]d, oder in

σ ∈ Hsym(div) := {σ ∈ Ld×d2 : σ = σT , div σ ∈ Ld2}

mit Norm
‖σ‖2

Hsym(div) := ‖σ‖2
0 + ‖ div σ‖2

0,
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und u ∈ [L2]d gestellt werden. Erstere ist wieder äquivalent zur primalen Formulierung,
zweitere ist interessanter:∫

Aσ : τ +
∫

div τu = 0 ∀ τ∫
div σv =

∫
fv ∀ v

(15)

Lemma 18. Es sei σ ∈ Hsym(div) mit σn = 0 auf ΓN , |ΓN | > 0. Dann gilt

‖σ‖2
L2
� ‖ dev σ‖2

L2
+ c2

F‖ div σ‖2
L2

mit der Konstante cF aus der Friedrichs - Ungleichung.

Beweis. Wir verwenden die orthogonale Zerlegung

‖σ‖2
0 ' ‖ dev σ‖2

0 + ‖ spurσ‖2
0.

Verwenden nun die Stokes-LBB Bedingung, d.h. zu gegebenem spurσ existiert ein u ∈
[H1]2, u = 0 on ∂Ω \ ΓN so dass

div u = spur σ

‖u‖H1 � spurσ

Daher

‖σ‖2 � ‖ dev σ‖2
0 + (spurσ, div u)0

= ‖ dev σ‖2
0 + (σ − dev σ,∇u)

= ‖ dev σ‖2
0 − (div σ, u)− (dev σ,∇u)

≤ ‖ dev σ‖2
0 + ‖ div σ‖0 ‖u‖0 + ‖ dev σ‖0 ‖u‖1

≤ c ‖ dev σ‖2
0 + cγ(c2

F‖ div σ‖2
0 + ‖ dev σ‖2

0) + c
1

γ
‖u‖2

H1 .

Wählt man nun γ so dass c/γ ‖u‖2
H1 ≤ 1

2
‖ spurσ‖2

0 ≤ 1
2
‖σ‖2

0, so kann der letzte Term von
der linken Seite absorbiert werden.

Bemerkung 19. Ist ΓN leer, so ist div[H1
0 ]d = L0

2, und der Mittelwert der Spur wird nicht
erreicht. Man erhält

‖σ‖2
L2
� ‖ dev σ‖2

L2
+ c2

F‖ div σ‖2
L2

+ ‖spurσ‖2
0.

Korollar 20. Die Hellinger Reissner Formulierung (15) ist wohlgestellt in Hsym(div) ×
[L2]d. Ist |ΓN | > 0, so ist die inf − sup-Konstante unabhängig von λ/µ.

Beweis. LBB wird analog zu Kapitel 3.1 gezeigt. Die gleichmäßige Kern-elliptizität, d.h.

‖σ‖2
A '

1

µ
‖ dev σ‖2 +

1

λ
‖ spurσ‖2 � 1

µ
‖σ‖2 ∀σ : div σ = 0

folgt aus Lemma 18.
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5.1 Finite Elemente für Hsym(div)

Die Konstruktion von FE Teilräumen von Hsym(div) ist nicht einfach (und auch nicht bil-
lig). Die FE - Funktionen müssen symmetrisch Matrix-wertig sein, und beide Komponenten
des Normalspannungsvektors σn müssen über Elementränder stetig sein.

Das Dreieckselement niedrigster Ordnung geht auf Arnold, Falk und Winther 2003 [8]
zurück: Der Raum ist

ΣT = {σ ∈ [P 3(T )]2×2,sym : div σ ∈ [P 1]2},

die Freiheitsgrade sind

σ(V ) ∀V vertex∫
E

σn · q ∀E edge,∀ q ∈ [P 1(E)]2∫
T

σ : q ∀ q passend

Das Tetraederelement niedrigster Ordnung hat 504 Freiheitsgrade. Ähnlich zu H2 - Ele-
menten existieren einfachere nicht-konforme Elemente.

Die Hsym(div) Elemente können nicht durch eine punktweise Transformation auf ein
Referenzelement zurückgeführt werden.

5.2 Formulierung mit Symmetrie - Nebenbedingung

Da Symmetrie und stetiger Normalspannungsvektor schwierig zu erfüllen ist, wird hier die
Symmetrie etwas gelockert. Dazu wird eine neue Variationsformulierung abgeleitet. Die
Symmetrie wird nicht in den Raum eingebaut, sondern als Nebenbedingung formuliert.

Wir starten von der dualen Formulierung der linearen Elastizität:

sup
σ

div σ=−f,σ=σT

−1

2
‖σ‖2

A

Die Nebenbedingungen sind div σ = −f und Symmetrie des Spannungstensors. Diese stam-
men direkt aus der Modellierung von Kräfte- und Momentengleichgewicht.

Die zugehörige Lagrangefunktion ist

L(σ, v, γ) =
1

2
‖σ‖2

A + (div σ + f, v) + (σ, γ),

wobei v ∈ [L2]d der Lagrangeparameter für das Kräftegleichgewicht, und γ ∈ [L2]d×d,skew

eine schief-symmetrische Matrixfunktion ist. Die Variationsformulierung lautet:
Ges: σ ∈ Σ := [H(div)]d, u ∈ V := [L2]d, ω ∈ Γ := Ld×d,skew2 :

(σ, τ)A + (div τ, u) + (τ, ω) = 0 ∀ τ ∈ Σ
(div σ, v) = −(f, v) ∀ v ∈ V

(σ, γ) = 0 ∀ γ ∈ Γ
(16)
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Für d = 2 lautet die Symmetriebedingung
∫

(σ1,2− σ2,1)γ = 0 für γ ∈ L2, für d = 3 sind es
analog drei Bedingungen.

Um die Bedeutung des Lagrangeparameters ω zu erhalten betrachten wir die erste
Gleichung in starker Form:

Aσ = ∇u− ω

Da sinnvolle Materialgesetze σ symmetrisch auch Aσ symmetrisch implizieren, ist ∇u− ω
symmetrisch, d.h. ω ist der schief-symmetrische Anteil von ∇u:

ω = skew(∇u) :=
1

2
(∇u− (∇u)T ),

komponentenweise

ωi,j =
1

2

(
∂ui
∂xj
− ∂uj
∂xi

)
.

ω kann damit mit curlu identifiziert werden, und wird daher als Rotation gesehen.

Satz 21. Die Formulierung (16) ist wohlgestellt.

Beweis. Wir zeigen die Voraussetzungen von Brezzi, Lemma 7. Stetigkeit ist klar. Kern-
Elliptizität für beschränktes λ/µ ist klar, und folgt unter den Voraussetzungen von Lem-
ma 18 auch für den fast inkompressiblen Fall. Es bleibt die LBB - Bedingung zu zeigen:

sup
σ∈Σ

(div σ, u) + (σ, ω)

‖σ‖+ ‖ div σ‖
� ‖u‖+ ‖ω‖ ∀u ∈ V, ω ∈ Γ.

Wir beschränken uns auf d = 2, der dreidimensionale Fall ist technisch wesentlich
aufwändiger. Wir wählen ein σ1 ∈ [H(div)]2 so dass

div σ1 = u

‖σ1‖H(div) � ‖u‖

Dies kann für beide H(div) Komponenten von σ1 analog zu Kapitel 3.1 gewählt werden.
Danach wird mit einem σ2 korrigiert so dass

σ = σ1 + σ2.

Die Korrektur σ2 darf div σ = u nicht zerstören, und muss daher div σ2 = 0 erfüllen, d.h.
jede Zeile von σ2 ist ein curl:

σ2 =

(
∂ψ1

∂x2
−∂ψ1

∂x1

∂ψ2

∂x2
−∂ψ2

∂x1

)
Das ψ ∈ [H1]2 wird nun so gesucht dass

skew(σ) = skew(σ1 + σ2) = ω,
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komponentenweise
∂ψ1

∂x1

+
∂ψ2

∂x2

= ω1,2 − ω2,1 − σ1
1,2 − σ1

2,1︸ ︷︷ ︸
=:r

,

bzw.
divψ = r

Laut Stokes-LBB Bedingung existiert so ein ψ ∈ [H1]2 mit ‖ψ‖H1 � ‖r‖L2 . Wir haben
damit ein σ ∈ Σ so dass

div σ = u, skew σ = ω, ‖σ‖H(div) � ‖u‖+ ‖ω‖,

und damit einen Kandidaten für das Supremum.

Damit ist die erweiterte VF eindeutig lösbar, und mit der Setzung ω = curlu ist die
Lösung der Standardformulierung eine Lösung der erweiterten. In diesem Sinne ist die neue
VF äquivalent zur Standardformulierung.

5.2.1 Finite Elemente mit reduzierter Symmetrie

Wir diskretisieren nun (16) mit FE - Räumen Σh, Vh, Γh. Wäre nun

div Σh = Vh und skew Σh = Γh,

so würde die diskrete Lösung σh tatsächlich in Hsym(div) liegen. Wir wollen aber die zweite
Nebenbedingung aufweichen.

Um die diskrete LBB - Bedingung nachzuweisen folgen wir dem LBB-Beweis aus
Satz 21. Wir wählen die Räume so dass

div Σh = Vh.

Weiters sei Wh ⊂ [H1]2 so dass
Wh × Γh

stabil für Stokes ist (dabei wird Lskew
2 mit L2 identifiziert). Letztendlich soll

curlWh ⊂ Σh

erfüllt sein.
Eine erste stabile Wahl ist:

Σh = [BDM1]2, Vh = [P 0]2, Γh = P 0, Wh = [P 2]2

Die Räume Vh und Γh sind rein lokal. Wh wird nur für die Analysis benötigt. Wird Σh

hybridisiert, so werden dafür zwei P 1(E) Lagrangeparameter λ benötigt, d.h. wir haben
letztendlich 4 globale Freiheitsgrade pro Kante.
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Für die Fehlerabschätzung kann wegen div Σh ⊂ Vh wieder Superkonvergenz (für die
eine Nebenbedingung) ausgenutzt werden, und wir erhalten

‖σ − σh‖Σ + ‖ω − ωh‖0 � inf
τh,γh
‖σ − τh‖Σ + ‖ω − γh‖0

Der erste Term rechts ist O(h2) + ‖f − P 0f‖0, d.h. O(h2) für stückweise konstante rechte
Seiten. Der zweite Term ist nur O(h) und damit das schwächste Glied.

Das [P 2]2 × P 0 Element ist mit O(h) Konvergenzordnung ein sub-optimales Element
für Stokes. Ebenfalls LBB-stabil, O(h2) genau und gleiche Anzahl globaler Freiheitsgrade
hat [P 2+]2 × P 1 (dabei ist P 2+ := {v|T ∈ P 3 : v|∂T ∈ P 2}, d.h. um die kubische Bubble
angereichert).

Um nun wieder
curlWh ⊂ Σh

zu erreichen, muss auch

Σh := [BDM1+]2 := {σ ∈ H(div) : σ|T ∈ P 2(T ), trn σ ∈ P 1(E)}2

angereichert werden, und damit auch

Vh = [P 1]2 (= div Σh).

Da trn σh ∈ P 1(E), wurde die Anzahl der koppelnden Freiheitsgrade nicht erhöht, aber die
Konvergenzordnung

‖σ − σh‖ = O(h2)

erreicht.
Im Vergleich zu Standardmethoden entsprechender Ordnung ist der lokale Aufwand

zur Element-Matrix Berechnung teurer (Faktor 10), aber die Dimension des globale Gle-
ichungssystems ist vergleichbar.

Vorteil ist einerseits das exakt diskretisierte Kräfte- und Drehmomentengleichgewicht,
und andererseits die Robustheit bei fast inkompressiblem Materialgesetz.

5.3 TD-NNS Tangential-displacement normal-normal-stress El-
emente

Bei einer primal-gemischten Formulierung ist

b(σ, v) = −
∫
σ : ε(v),

bei einer dual-gemsichten ist

b(σ, v) =

∫
div σ · v

(Randterme wieder vernachlässigt). Die erste benötigt (σ, v) ∈ Ld×d,sym2 × [H1]2 und
daher beide Komponenten von v stetig, und σn unstetig. Die zweite benötigt (σ, v) ∈
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Hsym(div) × L2, und daher einen stetigen Normalspannungsvektor σn und v unstetig.
Wir leiten nun eine Formulierung ab, bei der die Stetigkeitsanforderungen aufgeteilt sind,
nämlich die Tangential-komponente vt, und die Normal-Komponente des Normalspan-
nungsvektors nTσn sind stetig.

Da die Verschiebung tangential-stetig sein soll, ist der passende Raum (wir setzen Ver-
schiebungsrandbedingungen voraus, gemischte Rbds analog):

V := H0(curl)

Daraus ergibt sich als Spannungs-raum (siehe Lemma 22 und Lemma 23)

Σ := H(div div) := {σ ∈ Ld×d,sym2 : div div σ ∈ H−1},

mit entsprechender Norm

‖σ‖2
H(div div) = ‖σ‖2

0 + ‖ div div σ‖2
H−1

Dabei bedeutet

div div σ =
∑
i,j

∂2σij
∂xi∂xj

.

Lemma 22. Es gilt Stetigkeit ∫
div σu � ‖σ‖Σ ‖u‖H(curl)

für u ∈ H(curl), σ ∈ H(div div) hinreichend regulär.

Beweis. Für u ∈ H0(curl) existieren ϕ ∈ H1
0 und z ∈ [H1

0 ]d mit

u = ∇ϕ+ z ‖ϕ‖H1 + ‖z‖H1 � ‖u‖H(curl).

Damit gilt ∫
div σ u =

∫
div σ(∇ϕ+ z)

= −
∫

div div σ ϕ− σ : ∇z

≤ ‖ div div σ‖H−1 ‖ϕ‖H1 + ‖σ‖L2‖z‖H1

≤ ‖σ‖H(div div) ‖u‖H(curl)

Wegen Stetigkeit kann das lineare Funktional σ 7→
∫

div σu stetig auf H(div div) fort-
gesetzt werden. Wir schreiben dafür 〈div σ, u〉.
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Lemma 23. Es gilt die inf − sup Bedingung

sup
σ∈Σ

〈div σ, u〉
‖σ‖H(div div)

� ‖u‖H(curl) ∀u ∈ H0(curl)

Gegeben sei u ∈ H0(curl), wir konstruieren ein passendes σ. Lösen dazu das Hilfsprob-
lem: Gesucht w ∈ [H1

0 ]d so dass

(ε(w), ε(v))L2 = (u, v)H(curl) ∀ v ∈ [H1
0 ]d

Die rechte Seite (u, ·)H(curl) ist insbesonders ein stetiges Funktional auf H1. Daher gilt

‖ε(w)‖L2 � ‖u‖H(curl).

Setzen nun σ := ε(w). Daher gilt

−〈div σ, v〉 = (σ,∇v)L2 = (σ, ε(v)) = (u, v)H(curl),

also | 〈div σ, u〉 | = ‖u‖2
H(curl) und sofort auch

‖σ‖L2 � ‖u‖H(curl).

Zuletzt zeigen wir

‖ div div σ‖H−1 = sup
ϕ∈H1

〈div div σ, ϕ〉
‖ϕ‖H1

0

= sup
ϕ∈H1

〈div σ,∇ϕ〉
‖ϕ‖H1

0

= sup
ϕ∈H1

0

(u,∇ϕ)H(curl)

‖∇ϕ‖0

= sup
ϕ∈H1

0

(u,∇ϕ)L2

‖∇ϕ‖0

≤ ‖u‖L2 ≤ ‖u‖H(curl),

und damit gilt die Behauptung.
Wir streben Finite Elemente mit Normal-Normal Stetigkeit für die Spannung an. Fol-

gendes Lemma zeigt dass dies die richtige Stetigkeit für H(div div) ist:

Lemma 24. Sei {Ωi} eine nichtüberlappende Gebietszerlegung von Ω. Es sei σi ∈
Ld×d,sym2 (Ωi) hinreichend glatt mit

[σnn] = 0 auf γij = ∂Ωi ∩ ∂Ωj.

Dann ist σ ∈ H(div div,Ω).
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Beweis. Es sei σ wie gefordert, und ϕ ∈ C∞0 (Ω). Damit ist

〈div div σ, ϕ〉 =

∫
Ω

σ · ∇2ϕ =
∑
i

∫
Ωi

σ · ∇2ϕ

=
∑
i

−
∫

Ωi

div σ · ∇ϕ+

∫
∂Ωi

σn · ∇ϕ

=
∑
i

−
∫

Ωi

div σ · ∇ϕ+

∫
∂Ωi

σnt
∂ϕ

∂t
+

∫
∂Ωi

σnn
∂ϕ

∂n

=
∑
i

−
∫

Ωi

div σ · ∇ϕ+

∫
∂Ωi

σnt
∂ϕ

∂t
+
∑
γij

∫
γij

[σnn]︸︷︷︸
=0

∂ϕ

∂n

≤
∑
i

‖ div ‖L2‖ϕ‖H1 + ‖σnt‖H1/2(∂Ωi)‖∂tϕ‖H−1/2

≤ C(σ) ‖ϕ‖H1 .

Damit ist div div σ ∈ H−1, und σ ∈ H(div div). Hinreichend glatt in den Voraussetzungen
bedeutet also σ|Ωi ∈ H(div) und σnt ∈ H1/2(∂Ωi).

5.3.1 Finite Elemente in H(div div)

Lemma 24 gibt Hinweis zur Konstruktion von FE in H(div div): Die normal-normal Kom-
ponente muss stetig sein.

Wir definieren den Element-Raum auf Dreiecken:

ΣT = {σ ∈ [P k]d×d,sym},

und die Freiheitsgrade

ψiE(σ) :=

∫
E

σnnqi qi Basis für P k(E)

ψiT (σ) :=

∫
T

σ : ri ri Basis für [P k−1(T )]d×d,sym

Unisolvenz zeigt man direkt durch Nachweis einer Basis. Wir definieren Basistensoren für
Rd×d,sym:

eij = ∇λ⊥i ⊕S λ⊥j ,

wobei λi die baryzentrischen Koordinaten, ⊥ eine Drehung um π/2, und ⊕ das sym-
metrisierte äußere Produkt

a⊕S b :=
1

2
(abt + bat)

ist. Sei ni nun der Normalvektor auf die Kante mit λi = 0. Damit ist wegen ∇λi ∼ ni

ntieijni =
1

2
(ni · ∇λ⊥i ∇λ⊥j · ni + ni · ∇λ⊥j ∇λ⊥i · ni) = 0,
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und analog ntjeijnj = 0. Die Basistensoren eij sind damit konstant und haben auf den
beiden Kanten λi = 0 und λj = 0 verschwindende Normal-Normal Komponente. Damit
sind

eijq
k(λi − λj) mit qk Basis für P k(E)

Kanten-Basisfunktionen. Die Tensoren

eijλk i 6= j 6= k

haben auf ∂T verschwindende nn-Komponente, und

eijλkp
l pl Basis für P k−1(T ).

sind die inneren Basisfunktionen.

5.3.2 Diskrete Variationsformulierung

Sei Σh ⊂ H(div div) und Vh ⊂ H(curl), d.h. nn-stetige bzw. tangentialstetige FE Räume.
Wir suchen nun σh ∈ Σh und uh ∈ Vh so dass∫

Aσh · τh +
∑

T

∫
T

div τhuh −
∫
∂T
τh,ntuh,t = 0 ∀ τh ∈ Σh∑

T

∫
T

div σhvh −
∫
∂T
σh,ntvh,t = −

∫
fvh ∀ vh ∈ Vh

(17)
Die VF (17) ist konsistent, d.h. setzen wir für uh und σh die exakte Lösung u und σ ein,
so sind die Gleichungen erfüllt: Die erste Gleichung lautet nach partieller Integration und
Aufspaltung von Normal- und Tangentialkomponenten∑

T

(

∫
Aσ − ε(u))︸ ︷︷ ︸

=0

: τh +
∑
Eij

∫
Eij

[un]︸︷︷︸
=0

τnn = 0,

die zweite Gleichung ist ∑
T

∫
T

(div σ + f)︸ ︷︷ ︸
=0

·vh +
∑
Eij

∫
E

[σnt]︸︷︷︸
=0

vh,t.

Lemma 25. Die diskrete VF ist bezüglich den Normen

‖τh‖0 := ‖τh‖L2

‖vh‖2
1,h :=

∑
T

‖ε(vh)‖2
0,T +

∑
E

1

h
‖[vh,n]‖2

L2(E)

stetig und inf − sup-stabil.

Beweis. Analog zu Kapitel 4.5.2.
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6 Strukturmechanische Modelle

Viele technische Anwendungen (z.B. Auto- und Flugzeugkarosserie, Baustatik) beinhalten
dünnwandige Strukturen. Diese könnten im Prinzip mit 3D FEM simuliert werden, doch

• bei Verwendung von isotropen Elementen werden sehr (zu) viele Elemente benötigt

• bei anisotropen (= langgezogenen) Elementen und standard Galerkin FEM ist der
Diskretisierungsfehler groß.

Der übliche Zugang ist aus dem zugrundeliegendem 3D Modell zuerst nierderdimensionale
Modellgleichungen abzuleiten, und diese dann mittels FEM zu diskretisieren.

6.1 Modellgleichungen

Wir betrachten als Gebiet

Ω = I × (−t/2, t/2) I = (0, 1)

mit dem kleinen Dickenparameter t, 0 < t� 1. Auf Ω wird das Elastizitätsproblem

a(u, v) =

∫
fv

gelöst, mit Neumannrandbedingunen für I × {−t/2,+t/2}, und Dirichlet sonst.
Wir führen eine Galerkin - Semidiskretisierung durch: Wir machen den Ansatz

u = (ux, uy) =
( Mx∑
i=0

uxi (x)yi,

My∑
i=0

uyi (x)yi
)
,

und einen analogen Ansatz für die Testfunktion v, und setzen dies in die VF ein. Damit
erhält man ein Mx +My + 2 - dimensionales System von Differentialgleichungen auf I. Der
Fehler diese Semi-diskretisierung kann mit analogen Techniken zum FEM - Fehler a priori
bzw. a posteriori abgeschätzt werden.

Interessant ist die Methode niedrigster Ordnung, die die Starrkörperverschiebung
enthält: Mx = 1,My = 0:

u = (U(x)− yβ(x), w(x)).

Dabei sind U und w die mittleren horizontalen und vertikalen Verschiebungen, und β ist
die Verdrehung. Analog wird v = (V (x)− yδ(x), v(x)) angesetzt.

Einsetzen ergibt

ε(u) =

(
U ′ − yβ′ 1

2
(w′ − β)

sym 0

)
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und

a(u, v) =

∫
I

∫ t/2

−t/2
2µε(u) : ε(v) + λ tr ε(u) tr ε(v) dy dx

=

∫
I

∫ t/2

−t/2
(2µ+ λ)(U ′ − yβ′)(V ′ − yδ′) +

µ

2
(w′ − β)(v′ − δ) dy dx

= (2µ+ λ)t

∫
I

U ′V ′ dx

+(2µ+ λ)
1

12
t3
∫
I

β′δ′ +
µ

2

∫
(w′ − β)(v′ − δ)

Nehmen wir weiters an dass f = (fx(x), f y(x)), so erhalten wir: Gesucht ist U ∈ H1
0 (I)

und w, β ∈ H1
0 (I) so dass

(2µ+ λ)t

∫
U ′V ′ dx = t

∫
fxV dx ∀V ∈ H1

0 (I)

(2µ+ λ)
t3

12

∫
β′δ′ dx+

µ

2

∫
(w′ − β)(v′ − δ) dx = t

∫
f yv dx ∀ v, δ ∈ H1

0

Die erste Gleichung ist ein Standard H1 Problem für die Längsverschiebung. Interessant ist
die zweite Gleichung für die vertikale Durchbiegung. Vernachlässigen wir die genaue Form
der Koeffizienten, und skalieren um f := 1

t2
f y so erhalten wir das Modellproblem: Gesucht

(w, β) ∈ [H1
0 ]2: ∫

β′δ′ +
1

t2

∫
(w′ − β)(v′ − δ) =

∫
fv ∀ (v, δ) ∈ [H1

0 ]2 (18)

Dies wird als Balkenmodell von Timoshenko bezeichnet. Es ist ein System von Dgl. 2.
Ordnung. Die VF kann auch als Minimierungsproblem formuliert werden:

min
w,β

1

2

∫
(β′)2 +

1

2t2

∫
(w′ − β)2 −

∫
fw

Der erste Term wird technisch als Biegeenergie interpretiert, der zweite als Scherenergie
(Abweichung der Normale der deformierten Mittellinie von der deformierten Normale der
Referenzmittellinie).

Interessant ist die unterschiedliche Skalierung mit der Dicke t. Der zweite Term kann
als Strafterm-Approximation (für t→ 0) der Nebenbedingung β = w′ verstanden werden,
d.h.

min
w,β
β=w′

1

2

∫
(β′)2 −

∫
fw,

oder gleich

min
w

1

2

∫
(w′′)2 −

∫
fw,
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und wieder in Variationsformulierung: Gesucht w ∈ H2
0 :∫

w′′v′′ =

∫
fv ∀ v ∈ H2

0

Dies ist das Balkenmodell von Bernoulli. Es ist eine Dgl. 4. Ordnung. Technisch bedeutet
dieses Modell, dass die Normale der deformierten Lage mit der Deformation der Aus-
gangsnormale gleichgesetzt wird (schubstarres Modell, im Gegensatz zum schubweichen
Modell).

6.2 FEM für Balkenmodelle

Beide Modelle führen zu numerischen Schwierigkeiten: Das Bernoulli-Modell benötigt H2-
konforme Finite Elemente (1D einfach, aber 2D aufwändig), das Timoshenko-Modell ist
[H1

0 ]2 stetig und elliptisch, aber das Verhältnis wächst mit O(t−2). Cea’s Lemma liefert
daher nur t-abhängige Fehlerabschätzungen. Man kann auch zeigen dass dies nicht ein
Problem der Abschätzungtechnik ist, sondern die Lösung tatächlich schlecht ist (locking-
Effekt). Für P 1-Elemente für wh und βh sieht man sofort: t → 0 erzwingt w′h = βh. Aus
βh stetig und w′h element-weise konstant folgt sofort w′h = βh global konstant. Elemente
höherer Ordnung würden konvergieren zwar, doch mit sub-optimaler Ordnung.

Wir führen (18) in eine gemischte Formulierung über: Wir führen dazu eine neue Feld-
variable

η :=
1

t2
(w′ − β)

ein. Einsetzen von η, und die Definitionsgleichung von η liefert die Formulierung:
Gesucht: (w, β) ∈ V := [H1

0 ]2 und η ∈ Q := L2:∫
β′δ′ +

∫
η (v′ − δ) =

∫
fv ∀ (v, δ) ∈ V∫

γ (v′ − β) − t2
∫
ηγ = 0 ∀ γ ∈ Q

Dies ist (nach Lemma 8) eine gleichmäßig in t wohlgestellte VF: Alle Formen sind stetig.

• LBB - Bedingung: Gegeben sei η ∈ Q, suchen (w, β) ∈ V .

Zerlege η = η1 + η2 mit
∫
η1 = 0 und η2 = const, wähle −β = x(1− x)η2. Damit ist∫

−β η =

∫
x(1− x)η2(η1 + η2) ≥ c1 ‖η2‖2 − c2 ‖η1‖2

Wähle nun w(x) := 2c2

∫ x
0
η1(s) ds, damit ist w ∈ H1

0 und∫
w′η =

∫
w′η1 = 2c2‖η1‖2

0,

und daher ∫
(w′ − β)η ≥ c1‖η2‖2 + c2‖η1‖2 � ‖η‖2

0

Da auch ‖w‖H1 + ‖β‖H1 � ‖η‖L2 ist die LBB - Bedingung nachgewiesen.
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• Kern-elliptizität. Der Kern von b(., .) ist

V0 := {(w, β) :

∫
(w′ − β)γ = 0 ∀ γ} = {(w,w′) : w ∈ H2}.

Auf V0 ist a(w, β;w, β) elliptisch, denn

‖w‖H1 + ‖β‖H1 ' ‖w‖H2 ' a(w,w′;w,w′)

Verwenden wir

Vh := {(wh, βh) ∈ [H1
0 ]2 : wh|T , βh|T ∈ P k},

Qh := {ηh ∈ L2 : ηh|T ∈ P k−1},

so lassen sich die Beweise der LBB- und Kernelliptizität ins diskrete übertragen, und wir
erhalten t-robuste Fehlerabschätzungen:

‖w − wh‖H1 + ‖β − βh‖H1 + ‖η − ηh‖L2 � hk (‖w‖Hk+1 + ‖β‖Hk+1 + ‖η‖Hk)

6.2.1 Interpretation und Implementierungstechniken

Die zweite Gleichung der gemischten FEM - Formulierung lautet für ηh ∈ P k−1∫
ηhγh =

1

t2

∫
(w′h − βh)γh ∀ γh ∈ P k−1,

d.h. ηh ist die stückweise L2 - Orthoprojektion

ηh = P k−1
L2

[ 1

t2
(w′h − βh)

]
.

Setzen wir dieses ηh in die erste Gleichung ein, so erhalten wir dass (wh, βh) die modifizierte
VF ∫

β′hδ
′
h +

1

t2

∫
P k−1(w′h − βh) (v′h − δh) =

∫
fvh ∀ (vh, δh) (19)

erfüllt. Dafür gilt die robuste Fehlerabschätzung der äquivalenten gemischten Formulierung.
Die resultierende Matrix ist positiv definit, jedoch t-abhängig schlecht konditioniert. Diese
Formulierung in primalen Variablen kann leicht in klassiche FEM - Codes eingebaut werden,
da sie nur die klassischen Freiheitsgrade für wh und βh benötigt.

Implementierung mittels selektiv reduzierter Integration. Starten wir mit k = 1, d.h. wh
und βh stw. linear und ηh stw. konstant. Dafür ist

ηh = P 0
L2

[ 1

t2
(w′h − βh)

]
=

1

t2
w′h − βh

h
=

1

t2
(w′h − βh)(xm),

d.h. ηh ist der element-weise Mittelwert, bzw. auch der Wert im Element-Mittelpunkt xm.
Daher kann (19) auch mittels numerischer Integration mit Mittelpunktsregel∫

β′hδ
′
h +

1

t2

∫
num.Int.

(w′h − βh) (v′h − δh) =

∫
fvh ∀ (vh, δh)
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implementiert werden. Dies gilt analog auch für Elemente höherer Ordnung, wenn für die
Integration des Scherterms eine Gauß-regel mit genau um 1 zu geringem Exaktheitsgrad
verwendet wird. Diese selektive Unterintegration wird gerne (korrekt oder auch nicht)
verwendet.

Implementierung mit enhanced assumed strain (EAS) ist eine weitere äquivalente Im-
plementierungstechnik für (19). Dabei wird anstelle der Projektion die Ko-Projektion
diskretisiert. Definieren wir

Γh := {eh ∈ L2 : eh|T ∈ P k, eh|T⊥L2P
k−1}.

Γh hat eine Basisfunktion pro Element. Die EAS - Formulierung lautet nun
Gesucht: (wh, βh) ∈ Vh und eh ∈ Γh:∫

β′hδ
′
h +

1

t2

∫
(w′h − βh − eh)(v′h − βh − fh) =

∫
fvh ∀ (vh, βh) ∈ Vh, fh ∈ Γh.

Testen mit fh ergibt genau

w′h − βh − eh = P k−1
L2

(w′h − βh).

Diese Formulierung liefert ebenfalls eine positiv definite Systemmatrix. Diese Methode kann
auch relativ leicht in komplizierteren, nicht-linearen Formulierungen verwendet werden. Der
Name rührt daher, dass mittels dem angenommenen eh die Verzerrung verbessert wird.

6.3 FEM für Plattenmodelle

Formal sehr ähnlich, doch LBB aufwändiger. Siehe [1].
Hier sollte mehr stehen.
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7 Elastoplastizität

Wird Metall über einen Grenzwert beansprucht, so treten irreversible, sogenannte plas-
tische Deformationen auf (im Gegensatz zu elastischen Deformationen). Plastizität wird
quasi - zeitabḧangig betrachtet.

7.1 Modellierung

Wir führen als neue Feldvariable die plastische Verzerrung

p : Ω→ Rd×d

ein. Die gesamte Verzerrung lässt sich damit in den plastischen Anteil und den elastischen
Anteil εel aufspalten:

ε(u) = εel + p.

Nur der elastische Anteil verursacht Spannung:

σ = Dεel = D(ε(u)− p)

Die Spannung kann jetzt nicht mehr beliebig groß werden, sondern wird durch eine soge-
nannte Fließbedingung (Yield condition)

f(σ) ≤ 0,

beschränkt, z.B.
f(σ) = ‖σ‖ − σY

mit der Frobenius Norm ‖σ‖. Sie Fließspanung σY ist die maximale Spannung der das
Material stand hält.

Definieren die Menge der zulässige Spannungen

SY = {τ : f(τ) ≤ 0}

mit dem äußeren Normalvektor nY ∼ ∇f .
Ist die Belastung im elastischen Bereich, d.h. f(σ) < 0, so ändert sich die plastische

Deformation nicht:
f(σ) < 0 ⇒ ṗ = 0

Ist die Spannung an der Belastungsgrenze, so kann zusätzliche plastische Deformation
auftreten, und zwar in Richtung des Normalvektors nY ∼ ∇f :

f(σ) = 0 ⇒ ṗ = λ∇f(σ) mit λ ∈ R0,+

Das Kräftegleichgewicht gilt unverändert (jetzt heißt die Volumskraftdichte b):

div σ = b
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7.2 Konvexe Analysis

Wir benötigen nun Techniken aus der konvexen Analysis, nämlich die Legendre Transfor-
mation (oder auch Fenchel Transformation).

Eine Funktion ϕ : Rn → R ∪ {+∞} sei für uns nun geeignet, wenn ϕ konvex, unter-
halbstetig, und ∃x : ϕ(x) ∈ R.

Der Subgradient von ϕ an der Stelle x ist

∂ϕ(x) = {q ∈ Rn : ∀ y : ϕ(y)− ϕ(x) ≥ q · (y − x)}

Das ist die Menge aller Steigungen, sodass der Graph von ϕ oberhalb der im Punkt (x, ϕ(x))
berührenden Ebenen mit dieser Steigung liegt. Ist ϕ in x differenzierbar, so ist ∂ϕ(x) =
{∇ϕ(x)}. Der ∂ϕ(x) ist für ϕ(x) 6= +∞ eine nicht-leere, konvexe Menge.

Wir definieren die Fenchel-Duale ϕ∗ : Rn → R ∪ {+∞} als

ϕ∗(p) = sup
x∈Rn
{ p · x− ϕ(x) }

Beispiel 26. Sei ϕ(x) = c |x| mit c > 0. Dann ist

ϕ∗(p) = sup
x∈R
{ px− c |x|} =

{
0 |p| ≤ c,

+∞ |p| > c

Berechnen wir nun die Duale von ϕ∗:

ϕ∗∗(y) = sup
q∈R
{ yq − ϕ∗(q) } = sup

|q|≤c
{ yq } = c|y|

Wir haben gesehen dass hier ϕ∗∗(x) = ϕ(x) gilt.
Die Subgradienten von ϕ und ϕ∗ sind

∂ϕ(x) =


[−c, c] für x = 0
{c} für x > 0
{−c} für x < 0

∂ϕ∗(q) =


{0} für |p| ≤ c
R0,+ für p = c
R0,− für p = −c

Satz 27. Sei ϕ geeignet. Dann gilt

ϕ∗∗(x) = ϕ(x)

Beweis. Es ist

ϕ∗∗(y) = sup
q
{yq − ϕ∗(q)}

= sup
q
{yq − sup

x
{xq − ϕ(x)}}

= sup
q

inf
x
{(y − x)q + ϕ(x)}︸ ︷︷ ︸

=:L(x,q)
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Es gilt
ϕ∗∗(y) = sup

q
inf
x
L(x, q) ≤ sup

q
L(y, q) = ϕ(y)

Sei nun p ∈ ∂ϕ(y) (existiert für ϕ(y) ∈ R). Damit ist

ϕ∗∗(y) = sup
q

inf
x
L(x, q) ≥ inf

x
L(x, p) = inf

x
{(y − x)p+ ϕ(x)} ≥ ϕ(y),

wobei zuletzt die Eigenschaft des Subgradienten verwendet wurde (Übung: ϕ(y) = +∞).

Satz 28. Es gilt
p ∈ ∂ϕ(x)⇔ x ∈ ∂ϕ∗(p)

Beweis. Es sei p ∈ ∂ϕ(x), d.h.

∀ y : ϕ(y)− ϕ(x) ≥ p(y − x)

Wir zeigen

x ∈ ∂ϕ∗(p) ⇔ ∀ q : ϕ∗(q)− ϕ∗(p) ≥ x(q − p)
⇔ sup

y
{qy − ϕ(y)} − sup

y
{py − ϕ(y)} ≥ x(q − p)

Ersetzen wir im ersten sup das y durch das fixe x, wo wird die linke Seite nicht größer, d.h.
es reicht zu zeigen

∀ q : qx− ϕ(x)− sup
y
{py − ϕ(y)} ≥ x(q − p)

Das q fällt raus, und wir haben

inf
y
{ϕ(y)− ϕ(x)− py + px} ≥ 0,

das ist genau die Definition von p ∈ ∂ϕ(x).
Ist nun x ∈ ∂ϕ∗(p), dann ist auch p ∈ ∂ϕ∗∗(x) = ∂ϕ(x).

Im Beispiel 26 ist p ∈ ∂ϕ(x) gdw

(x = 0 ∧ p ∈ [−c, c]) ∨ (x > 0 ∧ p = c) ∨ (x < 0 ∧ p = −c),

und x ∈ ∂ϕ∗(p) gdw

(p ∈ (−c, c) ∧ x = 0) ∨ (p = c ∧ x ≥ 0) ∨ (p = −c ∧ x ≤ 0)
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7.3 Variationsformulierung eines elastoplastischen Materials

Definieren nun die charakteristische Funktion der zulässigen Spannungen

ϕ(σ) =

{
0 falls f(σ) ≤ 0, d.h. σ ist zulässig,

+∞ sonst

Wir nehmen jetzt an dass f konvex und stetig ist, und ∃σ : f(σ) ≤ 0; damit ist ϕ geeignet.
Es ist

∂ϕ(σ) =


{0} f(σ) < 0

R0,+∇f f(σ) = 0
∅ f(σ) > 0)

Das Fließgesetzt kann nun geschrieben werden als

ṗ ∈ ∂ϕ(σ)

Die Evolutionsgleichung der Elastoplastizität kann nun geschrieben werden als: Gegeben
ist p(0), b, Gesucht ist u : [0, T ]→ V , p : [0, T ]→ Ld×d,sym2 so dass

σ = D(ε(u)− p)
div σ = −b

ṗ ∈ ∂ϕ(σ),

und die üblichen Randbedingungen. Wir nutzen nun Lemma 28:

ṗ ∈ ∂ϕ(σ)⇔ σ ∈ ∂ϕ∗(ṗ).
Damit lauten die Gleichungen (wir setzen gleich σ = D(ε(u)− p) ein):

− divD(ε(u)− p) = b,

D(ε(u)− p) ∈ ∂ϕ∗(ṗ).

Diskretisieren wir in der Zeit mit einem implizten Eulerverfahren (pneu = palt + τ∆p), so
erhalten wir

− divD(ε(u)− palt − τ∆p) = b, (20)

D(ε(u)− palt − τ∆p) ∈ ∂ϕ∗(∆p). (21)

Lemma 29. Die Lösung des Minimierungsproblems

min
u,∆p

1

2

∫
Ω

|ε(u)− palt − τ∆p|2D + τ

∫
Ω

ϕ∗(∆p)−
∫

Ω

bu =: min
u,∆p

J(u,∆p)

löst die Gleichungen (20) und (21).

Beweis. Variation in Richtung v liefert wie im linearen Fall

(Dε(u)− palt − τ∆p, ε(v)) = (b, v) ∀ v,
d.h. (20). Die Lösung ist auch ein Minimum in ∆q, d.h.

0 ∈ ∂∆qJ(u,∆p) = −τD(ε(u)− palt − τ∆p) + τ∂∆qϕ
∗(∆p),

und daraus folgt (21).
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8 Kontaktprobleme

Dass sich Körper nicht durchdringen dürfen wird durch Ungleichungen beschrieben. Der
einfachere Fall der Kontaktbedingung eines elastischen Körpers gegen ein fixes Hindernis
wird als Signorini - Problem bezeichnet. Wir betrachten auch davon eine Linearisierung.

Sei x ein Randpunkt, n(x) der Einheitsvektor in Richtung des Hindernisses, und g(x)
der Abstand. Kein (linearisiertes) Eindringen findet statt falls

u(x)n(x) ≤ d(x) ∀x ∈ ΓC .

Es wird nur der Randteil ΓC ⊂ ∂Ω als potentieller Kontaktbereich betrachtet. Wir nehmen
reibungsfreien Kontakt an. Vom Hindernis kann nur Kraft in Richting des negativen Nor-
malvektors ausgeübt werden, d.h.

σn · n ≤ 0 und σnt = 0.

Es wird nur dann positive Kraft ausgeübt falls der Abstand null ist, d.h. eine der beiden
Ungleichungen ist stets mit Gleichheit erfüllt (Komplementaritätsbedingung):

(un − d)σnn = 0

Satz 30. Die schwache Formulierung des Elastizitätsproblems mit Kontaktnebenbedingung
ist die Variationsungleichung

Gesucht u ∈ K : A(u, v − u) ≥ f(v − u) ∀ v ∈ K

mit der konvexen, nicht-leeren und abschlossenen (!) Menge

K = {u ∈ [H1]d : un ≤ d}.

Beweis. Nach partielle Rückintegration bleibt der Term∫
ΓC

σn(v − u) ≥ 0 ∀ v ∈ K

Wir nehmen Regulariät an (Stetigkeit) und argumentieren punktweise, d.h.

σn(x)(v(x)− u(x)) ≥ 0 ∀x ∈ ΓC ,∀v ∈ K stetig

Da (v− u)t beliebig gewählt werden kann folgt auch σnt = 0. Mit Fallunterscheidung zeigt
man Äquivalenz zu

σnn(x) ≤ 0, un(x) ≤ d(x), σnn(x)(un(x)− d(x)) = 0.
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Mit uf ∈ V Lösung von A(uf , v) = f(v) ∀ v ∈ V lautet die Variationsungleichung:
Finde u ∈ K so dass

A(u− uf , v − u) ≥ 0 ∀ v ∈ K

Dies ist die A(., .)-orthogonale Projektion von uf auf K (Skizze). Damit lässt sich die
schwache Lösung u auch angeben als

u = argmin
v∈K

‖v − uf‖2
A

oder als

u = argmin
v∈K

1

2
A(v, v)− f(v).

Die Lösung ist also der Minimierer des Energiefunktionals auf der konvexen Menge K.

8.1 Finite Element Approximation von Variationsungleichungen

Wir betrachten das abstrakte Problem: V Hilbert-raum, K abgeschlossene, nicht-leere
konvexe Teilmenge, A(., .) symmetrisch, elliptisch stetig auf V , f(.) stetig auf V . Ges
u ∈ K:

A(u, v − u) ≥ f(v − u) ∀ v ∈ K (22)

Sei nun Vh ⊂ V ein finite Elemente Teilraum mit konvexer Teilmenge Kh. Kh soll eine
Approximation zu K sein, wir setzen aber nicht Kh ⊂ K voraus.

Als einfaches Modellproblem betrachten wir das Hindernisproblem mit V = H1
0,D(Ω),

A(u, v) =
∫
∇u∇v, f(v) =

∫
fv und

K = {v ∈ H1 : v ≥ ψ auf Ω}

mit ψ ∈ H1 gegeben. Eine saubere Definition von K ist ψ + {v ∈ C1 : v ≥ 0}
‖·‖H1

. Sei Vh
der stw. lineare FE - Raum, die diskrete Menge Kh ist

Kh = {vh ∈ Vh : vh(x) ≥ (Ihψ)(x) ∀ Knoten x}.

Dabei sei Ih die Knoteninterpolation falls ψ glatt ist, oder bei Bedarf ein Clement-Operator.
Das diskrete Problem ist nun: Ges uh ∈ Kh so dass

A(uh, vh − uh) ≥ f(vh − uh) ∀ vh ∈ Kh (23)

Das Falk-Lemma [9] ist eine Verallgemeinerung vom Cea-Lemma (bzw. den Lemmas
von Strang):

Lemma 31 (Lemma von Falk). Für die Lösungen u und uh von (22) und (23) gilt die
Abschätzung

‖u− uh‖2
V � ‖u− vh‖2

V + 〈Au− f, vh − u+ v − uh〉V ∗×V ∀ v ∈ K, ∀ vh ∈ Kh
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Beweis. Seien v ∈ K und vh ∈ Kh beliebig. Aus (22) folgt

A(u, u− uh) ≤ A(u, v − uh)− f(v − u)

= A(u, u− vh) + A(u, v − uh − u+ vh)− f(v − u),

aus (23) folgt
−A(uh, u− uh) ≤ −A(uh, u− vh)− f(vh − uh).

Addiert man beide Ungleichungen so folgt

A(u− uh, u− uh) ≤ A(u− uh, u− vh) + A(u, v − uh − u+ vh)− f(v − u+ vh − uh)

≤ 1

2
‖u− uh‖2

A +
1

2
‖u− vh‖2

A + 〈Au− f, v − uh − u+ vh〉 ,

und daher
‖u− uh‖2

A ≤ ‖u− vh‖2
A + 2 〈Au− f, v − uh − u+ vh〉 .

Wenden wir nun Lemma 31 auf das Modellproblem mit V = H1
0 (Ω) an. Dazu nehmen

wir die (realistische) Regularität u ∈ H2 und ψ ∈ H2 an. Wir wählen

vh := Ihu ∈ Kh,

v := max(ψ, uh) ∈ K,

dafür gilt

‖vh − u‖H1 � h ‖u‖H2

‖vh − u‖L2 � h2 ‖u‖H2

‖v − uh‖L2 � h2 ‖ψ‖H2

Aus dem Falk-Lemma folgt nun

‖u− uh‖H1 ≤ ‖u− vh‖2
H1 + ‖Au− f‖L2(‖v − uh‖L2 + ‖u− vh‖L2) � h2(‖u‖H2 + ‖ψ‖H2)

8.2 Lösungsalgorithmen für Variationsungleichungen

Das diskrete Problem führt zu einem quadratischen Minimierungsproblem unter kompo-
nentenweisen Nebenbedingungen

min
u∈Rn
ui≥ψi

1

2
uTAu− fTu

Generische Algorithmen aus der Optimierung sind aktive - Indexmengen Strategien. Dabei
wird die Menge der aktiven Ungleichungen schrittweise aktualisiert, diese als Gleichung
festgehalten, und dafür das quadratische MP mit Gleichheitsnebenbedingungen gelöst.
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Für diese Algorithmen ist die h-Abhängigkeit der Konvergenzgeschwindigkeit schwierig
zu analysieren.

Ein anderer Zugang ist das Richardsonverfahren mit Projektion, eine Fixpunktiteration.
Dabei setzt man

un+1 = PK(un + τ(f − Aun)),

wobei PK die Orthogonalprojektion bzgl. der Euklidschen Norm auf K ist. Wegen

‖PK(u)− PK(v)‖ ≤ ‖u− v‖

folgt Lipschitzstetigkeit mit der gleichen Konstante ρ ≈ (1− 1/κ(A)) wie im linearen Fall.
Der Fixpunkt ist die Lösung.

8.3 Körper - Körper Kontakt

Der Kontakt zwischen zwei Körper kann durch die zulässige Menge

K = {u ∈ [H1(Ω1 ∪ Ω2)]d : (u1 − u2) · n ≤ d}

angegeben werden. Hier ist die knotenweise Diskretisierung sub-optimal. Besser über ein
gemischtes System: Gesucht u ∈ V , λ ∈ Λ := {λ ∈ H−1/2 : λ ≤ 0} so dass

A(u, v) + 〈λ, [v]n〉 = f(v) ∀ v ∈ V
〈µ− λ, [u]n〉 ≤ 〈µ− λ, d〉 ∀µ ∈ Λ

Die physikalische Bedeutung von λ ist σnn.
Der duale konvexe Kegel Λ kann z.B. mit stw. konstanten finiten Elementen approx-

imiert werden.
Das diskrete Problem hat nun allgemeine lineare Ungleichungsnebenbedingungen

min
u∈Rn
Bu≥g

1

2
uTAu− fTu,

und wird meist durch Übergang zum dualen Problem gelöst:

min
λ∈RM
λ≥0

1

2
λTBA−1Bλ− λT (g −BTA−1f)
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