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1 Lineare Partielle Differentialgleichungen zweiter

Ordnung

Eine partielle Differentialgleichung (PDG) ist eine Gleichung zur Bestimmung einer Funkti-
on u = u(x1, x2, . . . xd), die neben der Funktion u auch partielle Ableitungen von u enthält.
Üblicherweise wird u auf einem beschränktem Gebiet Ω ⊂ Rd gesucht. Eine PDG heißt
linear, falls u und alle Ableitungen von u nur linear auftreten.

Viele technische Aufgabenstellungen führen zu linearen PDGn zweiter Ordnung. Die
allgemeine Form (in divergenter Darstellung) lautet: Gesucht ist u ∈ C2(Ω) so dass

−
d∑

i,j=1

∂

∂xj

(
ai,j(x)

∂u

∂xi
(x)
)

+
d∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
(x) + c(x)u(x) = f(x) (1)

Die Funktionen ai,j ∈ C1(Ω), bi, c, f ∈ C(Ω) sind dabei gegeben. Je nachdem ob die
Matrix A = (ai,j) positiv definit, semi-definit oder indefinit ist ergibt sich entscheidend
das Verhalten der PDG. Wir klassifizieren die PDG nach der geometrischen Form der
Lösungsmenge von

−
d∑

i,j=1

ai,j(x)ξiξj +
d∑
i=1

bi(x)ξi + c(x) = const

Falls

• A positiv oder negativ definit ist, dann ist die Lösungsmenge eine Ellipse. Die PDG
heißt elliptisch.

• falls A indefinit ist, dann ist die Lösungsmenge eine Hyperbel. Die PDG heißt hyper-
bolisch.

• falls A semidefinit ist, und bT ξ für ξ ∈ Kern (A) nicht verschwindet, dann ist die
Lösungsmenge eine Parabel. Die PDG heißt parabolisch.
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• falls A = 0 und b 6= 0, dann degeneriert die PDG zweiter Ordnung zu einer PDG
erster Ordnung.

Je nach Typ der Gleichung werden noch unterschiedliche Randbedingungen benötigt.
Wir werden im folgenden relevante Spezialfälle dieser vier Grundtypen von PDGn un-

tersuchen.

2 Elliptische Partielle Differentialgleichungen

Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet. Eine elliptische PDG benötigt eine Randbedingung
in jedem Punkt des Randes von Ω. Der Rand Γ = ∂Ω bestehe aus den beiden Teilen ΓD
und ΓN .

Wir betrachten als Spezialfall A = I, b = 0, c = 0. Damit erhält man die Poissonglei-
chung

−∆u(x) = f(x) ∀x ∈ Ω (2)

Dabei ist ∆ :=
∑d

i=1
∂2

∂x2
i

der Laplace-Operator. Für f = 0 heißt die Gleichung Laplaceglei-

chung.
Mögliche Randbedingungen sind Bedingungen an den Funktionswert (genannt Dirichlet

- Randbedingung), oder an die Normalableitung (genannt Neumann - Randbedingung).
Wir stellen jeweils eine dieser Randbedingungen am entsprechenden Teil des Randes Γ:

Dirichlet - Randbedingung:

u(x) = ug(x) ∀x ∈ ΓD (3)

Neumann - Randbedingung:

∂u

∂n
(x) = g(x) ∀x ∈ ΓN . (4)

Dabei ist die Normalableitung ∂u
∂n

:= n · ∇u =
∑d

i=1 ni
∂iu
∂xi

, mit n der äußere Normalvektor
auf Γ.

Die gegebenen Daten sind

f ∈ C(Ω), ug ∈ C(ΓD), g ∈ C(ΓN).

Damit die Gleichung (2) mit den Randbedingungen (3) und (4) wohldefiniert ist, wird die
Lösung im Raum

u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω ∪ ΓN) ∩ C(Ω ∪ ΓD)

gesucht. Falls der Rand des Gebietes hinreichend glatt ist, existiert eine Lösung. Zudem
erhält man die Regularitätsabschätzungen:

‖u‖Cs+2(Ω) ≤ ‖f‖Cs(Ω) + ‖g‖Cs+1(ΓN ) + ‖ug‖Cs(ΓD)

für geeignete s > 0. Die Lösung u ist somit um zwei Ordnungen glatter als z.B. die rechte
Seite f .
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2.1 Modellierung

Die Poissongleichung ist ein Modell für stationäre Diffusionsprozesse. Wir leiten zuerst die
Gleichung in 1D ab.

Wir wollen die Temperaturverteilung in einem dünnen Stab bestimmen. Wärmequellen
(z.B. durch elektrischer Strom) führen Wärme zu. Der Stab sei am Mantel isoliert, und
Austausch geschieht nur über die Enden des Stabes. Dort ist entweder die Temperatur
vorgegeben, oder der (z.B. aus Messungen bestimmte) Wärmefluss.

Wir nehmen an dass alle Grössen über den Querschnitt konstant sind. Damit kann der
Stab eindimensional modelliert werden. Der Stab erstreckt sich über das Gebiet Ω = (a, b).

Die involvierten physikalischen Größen sind:

Temperatur T(x) [Kelvin] gesucht
Wärmefluss q(x) [Joule/sec] gesucht
Wärmequelle f(x) [Joule/(sec m)] gegeben

Der Wärmefluss gibt an, wieviel Energie pro Zeiteinheit den Punkt x passiert. Die
Wärmequelle gibt an, wieviel thermische Energie pro Zeiteinheit pro Längeneinheit ge-
neriert wird.

Als Randbedingung kann an jedem Randpunkt (d.h. in {a, b}) entweder die Temperatur
T (x), oder der Wärmefluss q(x) vorgegeben werden.

Das Fourier’sche Gesetz gibt an, dass sich der Wärmefluss proportional zur (negativen)
Ableitung der Temperatur verhält, d.h.

q(x) = −kT ′(x). (5)

Der Wärmeleitkoeffizient k muss durch Messungen bestimmt werden.
Ein Grundprinzip bei der Modellierung ist das Aufstellen von Bilanzen, z.B. der Ener-

giebilanz. Sei dazu B = (c, d) ein beliebiges Teilintervall von Ω. Dann gilt

Erzeugte Energie in B pro
Zeiteinheit

=
Energieabfluss durch ∂B

pro Zeiteinheit

Die Energiebilanz kann mathematisch angegeben werden als∫ d

c

f(x)dx = q(d)− q(c)

Die Vorzeichen bei q() kommen zustande, da am rechten Rand positives q Ausfluss aus B
bedeutet, während am linken Rand negatives q.

Wir nehmen an dass q aus C1 ist. Dann gilt

q(d)− q(c) =

∫ d

c

q′(x)dx,
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also ∫ d

c

f(x)dx =

∫ d

c

q′(x)dx.

Da die Energiebilanz für beliebige Intervalle (c, d) aus Ω gilt (und die beteiligten Funktionen
als stetig angenommen werden), folgt daraus

f(x) = q′(x) ∀x ∈ Ω. (6)

Fügen wir nun (5) und (6) zusammen, so erhalten wir

− d

dx

(
k
d

dx
T
)

= f(x) ∀x ∈ Ω.

Die beiden möglichen Randbedingungen sind

• Temperatur vorgegeben, d.h.

T (x) = Tgeg(x) ∀x ∈ ΓD

• Wärmefluss vorgegeben, d.h.

n(x)q(x) = −k(x)
∂T

∂n
= g(x) ∀x ∈ ΓN

Dabei ist g(x) als der nach außen fließende Wärmestrom definiert. Der Normalvektor n ist
dabei −1 für x = a, und +1 für x = b.

2.1.1 Modellierung in 2D

Wir modellieren stationäre Wärmeleitung in einer dünnen Platte. Alle Größen seien über
die Dicke konstant. Deshalb reicht es, die Mittelfäche Ω ⊂ R2 zu betrachten. Jetzt wird
auch Wärmeaustausch nach oben bzw. unten mit der Umgebung betrachtet.

Die involvierten physikalischen Größen sind (für x ∈ Ω):

Temperatur T (x) [Kelvin] gesucht
Wärmefluss q(x) = (q1(x), q2(x)) [Joule/(sec m)] gesucht
Umgebungstemperatur T0(x) [Kelvin] gegeben
Wärmequelle f(x) [Joule/(sec m2)] gegeben

Der Wärmefluss ist nun wie folgt definiert: Sei L ein Linienstück mit (beliebig orien-
tiertem) Normalvektor n. Dann ist ∫

L

q(x) · n dx

die Wärmemenge, die pro Zeiteinheit durch das Linienstück (in die durch n definierte
Richtung) fließt.
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Das Fourier’sches Gesetz gilt nun für den Wärmeflussvektor:

q(x) = −k∇T (7)

Dabei ist der Gradient ∇T = ( ∂T
∂x1
, . . . , ∂T

∂xd
)T (x).

Der Energieabfluss in die Umgebung unterhalb und oberhalb der Platte sei durch ein
lineares Wärmeübergangsgesetz (mit Wärmeübergangskoeffizienten α > 0) beschrieben:

r(x) = α(T − T0)

Sei nun B ⊂ Ω ein beliebieges Kontrollvolumen. Die Energiebilanz lautet nun

Erzeugte Energie in
B pro Zeiteinheit

=
Energieabfluss aus B

in Umgebung pro
Zeiteinheit

+
Energieabfluss durch
∂B pro Zeiteinheit

also ∫
B

f(x)dx =

∫
B

r(x) +

∫
∂B

q(x) · n dx

Mit dem Satz von Gauß, d.h. ∫
B

div q dx =

∫
∂B

q · n dx,

erhält man ∫
B

f(x)dx =

∫
B

r(x) +

∫
B

div q(x) dx.

Da wiederum B beliebig war (und die Funktionen stetig sein sollen) erhält man wiederum

f(x) = r(x) + div q(x)

Setzen wir die Terme für q(x) und r(x) ein, so erhalten wir

− div(k∇T )(x) + αT (x) = f(x) + αT0(x) ∀x ∈ Ω.

Mögliche Randbedingungen sind wieder

• Dirichlet - Randbedingung

T (x) = Tg(x) ∀x ∈ ΓD,

• Neumann - Randbedingung and q · n = −k∇T · n, also

−k∂T
∂n

(x) = g(x) ∀x ∈ ΓN .
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2.2 Diskretisierung mittels finiter Differenzen

1D Modellgleichung. Es sei Ω = (a, b). Wie wählen beispielsweise ΓD = {a} und ΓN = {b}.
Damit ist die Aufgabenstellung: Gesucht u ∈ C2(a, b) ∩ C1(a, b] ∩ C[a, b] so dass

−u′′ = f(x) ∀x ∈ (a, b),

u(x) = ug(x) x = a,

u′(x) = g(x) x = b.

Wir wollen die Gleichung numerisch approximieren. Dazu unterteilen wir das Intervall
gleichmäßig in n Teilintervalle der Länge h = b−a

n
. Wir suchen Näherungen zu u in den

Punkten
xi = a+ ih i ∈ {0, 1, . . . , n}

Wir definieren die Mengen

ω = {xi : 0 ≤ i ≤ n},
γD = ω ∩ ΓD, γN = ω ∩ ΓN , γ = ω ∩ Γ

ω0 = ω \ γ,
ω = ω \ γD.

also in unserem konkreten Beispiel γD = {x0} und ω = {x1, . . . , xn}. Da die Funktions-
werte in den Punkten aus γD gegeben sind, sind nur die Funktionswerte in den Punkten
aus ω wirklich unbekannt.

Wir definieren den Raum von Gitterfunktionen auf ω (und analog auf ω, und γD) als

l2(ω) := {uh : ω → R} = {(u1, . . . , un) ∈ R|ω|}

Die Gitterfunktion wird mit den Knotenwerten u1, . . . un identifiziert Bei der Methode der
finiten Differenzen werden Ableitungen durch finite Differenzenquotienten ersetzt.

Lemma 1. Es sei u ∈ C4. Dann gilt

u′′(x) =
1

h2
[u(x− h)− 2u(x) + u(x+ h)]− h2

12
u(4)(ξ)

mit ξ ∈ (x− h, x+ h).

Beweis: Mittels Taylorentwicklung mit Restgliedabschätzung erhalten wir

u(x− h) = u(x)− hu′(x) +
1

2
h2u′′(x)− 1

6
h3u(3)(x) +

1

24
h4u(4)(ξl)

u(x+ h) = u(x) + hu′(x) +
1

2
h2u′′(x) +

1

6
h3u(3)(x) +

1

24
h4u(4)(ξr)

mit ξl ∈ (x− h, x) und ξr ∈ (x, x+ h). Damit erhalten wir für

u(x− h)− 2u(x) + u(x+ h) = h2u′′(x) +
1

24
h4
[
u(4)(ξl) + u(4)(ξr)

]
,
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und letztlich mit dem Zwischenwertsatz

1

24
h4
[
u(4)(ξl) + u(4)(ξr)

]
=

1

12
h4u(4)(ξ)

mit ξ ∈ (ξl, ξr) die Aussage. 2

Die finite Differenzen - Approximation ist nun definiert als

Gesucht ist uh ∈ l2(ω), so dass

1

h2
[−uh(x− h) + 2uh(x)− uh(x+ h)] = f(x) ∀x ∈ ω0

uh(x) = ug(x) ∀x ∈ γD
1

h
[−uh(x− h~n) + uh(x)] = g(x) ∀x ∈ γN

Für die Neumann’sche Randbedingung verwenden wir einen einseitigen, ins Gebiet gerich-
teten Differenzenquotienten.

Definieren wir ui = uh(xi), dann ist das das lineare Gleichungssystem

1

h2



1
−1 2 −1

−1 2 −1
. . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 1





u0

u1

u2
...

un−1

un


=



1
h2ug
f1

f2
...

fn−1
1
h
gb


(8)

Da ui am Dirichlet-Rand bekannt ist, können diese Variablen auf die rechte Seite ge-
bracht werden, die entsprechenden Gleichungen entfallen:

1

h2


2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 1




u1

u2
...

un−1

un

 =


f1 + 1

h2u0

f2
...

fn−1
1
h
gb

 (9)

Dies ist ein Gleichungssystem mit einer symmetrisch, positiv definiten Matrix. Diese Ei-
genschaft ist typisch für Diskretisierungen von Diffusionsproblemen. Allerdings erhält man
nur in 1D Tridiagonalmatrizen.
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Stencil-Schreibweise für Differenzenoperator:

[−1 2 − 1]u (x) := −u(x− h) + 2u(x)− u(x+ h)

Damit kann die Gleichung im innern als

1

h2
[−1 2 − 1]u (x) = f(x) ∀x ∈ ωo

und am rechten (!) Neumann-Rand als

1

h
[−1 1 ·]u (x) = g(x) ∀x ∈ γN

geschrieben werden.
Die Neumann’sche Randbedingung wird mit einem einseitigen Differenzenquotienten

approximiert. Genauer wäre der zentrale, doch dieser würde auch eine Approximation
außerhalb des Gebietes benötigen. Hier hilft folgender Trick:

u′(x)− h

2
u′′(x) ≈ 1

2h
[−1 0 1]u (x) +

1

2h
[−1 2 − 1]u (x) =

1

h
[−1 1 0]u (x).

D.h., der einseitige Differenzenquotient ist eine genauere Approximation für u′− h
2
u′′(x) =

g(x) + h
2
f(x). Das heißt, wir ersetzen im Gleichungssystem lediglich die rechte Seite:

1

h2


2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 1




u1

u2
...

un−1

un

 =


f1 + 1

h2u0

f2
...

fn−1
1
h
gb + 1

2
fn

 (10)

Eine anschauliche Erklärung für das 1
2
fn ist, dass die Quelle im letzten Intervall (xn−1, xn)

zur Hälfte auf die beiden Knoten aufgeteilt wird.
Beispiel: Löse die Differentialgleichung: u ∈ C2(0, 1) ∩ C1(0, 1] ∩ C[0, 1] so dass

−u′′ = 1 ∀x ∈ (0, 1),

u(x) = 1 x = 0,

u′(x) = 0 x = 1.

Der Ansatz u(x) = −1
2
x2 +A+Bx mit A,B ∈ R löst die Differentialgleichung im Gebiet.

Durch die beiden Randbedingungen

1 = u(x)|x=0 = A

0 = u′(x)|x=1 = (−x+B)x=1 = B − 1

erhält man A = 1 und B = 1, d.h.

u(x) = 1 + x− 1

2
x2.
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Wir lösen die Differntialgleichung mittels finiter Differenzen, z.B. mit n = 4 Teilintervallen.
Damit ist h = 1/4. Das Gleichungssystem ist

42


2 −1
−1 2 −1

−1 2 −1
−1 1




u1

u2

u3

u4

 =


f1 + 1

h2u0

f2

f3
1
h
gb + 1

2
f4

 =


1 + 42 · 1

1
1

0 + 1/2

 (11)

Die Auflösung des Gleichungssystems liefert

u1 = 1 +
7

32
, u2 = 1 +

12

32
, u3 = 1 +

15

32
, u4 = 1 +

16

32

Die Werte sind genau die Knotenwerte der exakten Lösung u(x) = 1 + x − 1
2
x2. Die-

ser glückliche Umstand kommt daher, da die Differenzenquotienten für die quadratische
Lösungsfunktion exakt ist.

2.2.1 Finite Differenzen in 2D

Betrachten das Gebiet Ω = (0, 1)2. Die Methode der finiten Differenzen kann zwar für
allgemeinere Gebiete erweitert werden, doch andere Methoden sind dazu besser geeignet.

Gesucht: u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω ∪ ΓN ] ∩ C(Ω) so dass

−∆u(x) = f(x) ∀x ∈ Ω,

u(x) = ug(x) ∀x ∈ ΓD,

∂u

∂n
(x) = g(x) ∀x ∈ ΓN .

Wählen ΓN = {1} × (0, 1), und ΓD = ∂Ω \ ΓN .
Unterteilen das Gebiet in beiden Richtungen in n Intervalle, h = 1/n. Die Knoten sind

jetzt
xi,j = (ih, jh) ∀ i, j ∈ {0, 1, . . . , n}

Die Knotenmengen sind jetzt

ω = {xi,j : i, j ∈ {0, . . . n} },

und weiter sind

ω0 = ω \ ∂Ω,

γD = ω ∩ ΓD,

γN = ω ∩
(
∂Ω \ ΓD

)
,

ω = ω \ γD,

die Knoten im inneren des Gebietes, auf den Dirichlet- bzw. Neumannrändern, und die
Knoten nicht am Dirichletrand. Knoten beim Zusammentreffen von Dirichlet- und Neu-
mannrand werden als Dirichletrand behandelt.
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Die ∆-Operator wird wieder mittels Differenzenquotient approximiert:

−∆u(x) = −∂
2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
≈ 1

h2

(
− u(x− h, y) + 2u(x, y)− u(x+ h, y)

)
+

1

h2

(
− u(x, y − h) + 2u(x, y)− u(x, y + h)

)
.

Der Term auf der rechten Seite wird durch den 5 Punkte - Stencil (5 - Punkte - Stern)

−∆hu(x, y) =
1

h2

 −1
−1 4 −1

−1

u(x, y)

schematisch dargestellt. Für die Neumann-Randbedingung wird wieder der zentrale Diffe-
renzenquotient in Verbindung mit ∆u verwendet. Für Punkte am rechten Rand gilt

g +
h

2
f =

∂u

∂n
(x, y)− h

2
∆u(x, y) ≈ 1

2h

 ·
−1 0 1

·

u(x, y) +
1

2h

 −1
−1 4 −1

−1

u(x, y)

=
1

h

 −1
2

−1 2 ·
−1

2

u(x, y)

Die Methode der Finiten Differenzen ist nun definiert als: Gesucht ist u ∈ l2(ω) so dass
die diskreten Gleichungen im inneren

1

h2

 −1
−1 4 −1

−1

u(x, y) = f(x, y) ∀ (x, y) ∈ ω0,

die Dirichlet Randbedingungen

u(x, y) = ug(x, y) ∀ (x, y) ∈ γD,

und die Neumann Randbedingungen

1

h2

 −1
2

−1 2 ·
−1

2

u(x, y) =
1

h
g(x, y) +

1

2
f(x, y) ∀ (x, y) ∈ γN , “rechts”

erfüllt sind.
Beispiel: Unterteilen das Einheitsquadrat (0, 1)2 in 3×3 Intervalle. Die Knoten xi,j und

entsprechend die Unbekannten ui,j werden linear nummeriert, z.B. von links unten nach
rechts oben:
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u u u u

u u u u

uuu

u u u u

9

1 2 3 4

5 6 7 8

12u1110

13 14 15 16

Die Knoten 6, 7, 10, 11 liegen im inneren ωo, die Knoten 8, 12 am (rechten) Neumannrand,
die restlichen am Dirichletrand. Das Gleichungssystem für die Unbekannten lautet damit

1

h2


4 −1 · −1 · ·
−1 4 −1 · −1 ·
· −1 2 · · −1

2

−1 · · 4 −1 ·
· −1 · −1 4 −1
· · −1

2
· −1 2




u6

u7

u8

u10

u11

u12

 =


f6 + h−2(u2 + u5)

f7 + h−2u3
1
2
f8 + 1

h
g8 + 1

2
h−2u4

f10 + h−2(u9 + u14)
f11 + h−2u15

1
2
f12 + g12 + 1

2
h−2u16


Auch diese Matrix ist symmetrich und positiv definit. Die Gesamtgröße ist N ≈ n2. Bei
lexikographischer Anordnung der Unbekannten ist die Bandbreite der Matrix b = 2n. Wird
zur Lösung ein Cholesky-Verfahren unter Berücksichtigung der Bandstruktur verwendet,
dann benötigt die Faktorisierung O(Nb2) = O(n4) Rechenoperationen.
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2.3 Konvergenzanalysis

Wir diskutieren zuerst den abstrakten Rahmen zur Konvergenzanalysis, und wenden die
Technik dann auf Finite Differenzenverfahren an.

2.3.1 Das Approximationsschema

Wir betrachten das abstrakte Problem: Gegeben seien

• der Lösungsraum X

• der Datenraum Y

• der Operator A : X → Y .

Für ein gegebenes y ∈ Y ist nun ein x ∈ X gesucht, so dass

Ax = y. (12)

Bsp.: Die elliptische Differentialgleichung in 1D (aus Kapitel 2.2) ist von dieser Struktur:

X = C2((a, b)) ∩ C1((a, b]) ∩ C([a, b])

Y = C((a, b))× R× R

Die Daten sind hier die rechte Seite im Gebiet, Dirichletwerte und Neumannwerte (f, ug, g).
Der Operator A beinhaltet den Differentialoperator im Gebiet, und die Randwerte der
Funktion:

A : X → Y : u 7→ (−u′′, u(a), u′(b))

Analog zur unendlich-dimensionalen Operatorgleichung stellen wir ein diskretes Pro-
blem mit

• dem diskreten Lösungsraum Xh

• dem diskreten Datenraum Yh

• dem diskreten Operator Ah : Xh → Yh.

Das diskrete Problem ist: Gegeben ist ein yh ∈ Yh, gesucht ist ein xh ∈ Xh so dass

Ahxh = yh

In unserem Beispiel ist

Xh = l2(ωh) = {(uh(x1), . . . , uh(xn))}=̂(u1, . . . , un) ∈ Rn

Yh = l2(ωh) = {(f(x1) +
1

h2
ug, f(x2), . . . ,

1

2
f(xn) +

1

h
gb)}=̂Rn
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Der diskrete Differentialoperator ist

Ahuh(xi) =
1

h2


[ · 2 − 1]uh(xi) i = 1

[−1 2 − 1]uh(xi) 2 ≤ i ≤ n− 1
[−1 1 · ]uh(xi) i = n

Um eine Verbindung zwischen dem unendlich-dimensionalem Problem und dem diskreten
Problem herzustellen, führen wir Interpolationsoperatoren ein:

IXh : X → Xh

IYh : Y → Yh

In unserem Beispiel:
IXh : u(·) 7→ (u(x1), . . . , u(xn))

und

IYh : (f, ug, g) 7→ {(f(x1) +
1

h2
ug, f(x2), . . . ,

1

2
f(xn) +

1

h
gb)}

Das Zusammenhang der Räume und Operatoren kann durch das sogenannte Approxima-
tionsschema dargestellt werden:

X
A−→ YyIXh yIYh

Xh
Ah−→ Yh

(13)

Die diskreten Daten ergeben sich als yh = IYh y.

Es soll der diskrete Fehler
Ihx− xh ∈ Xh

bezüglich der Norm in Xh abgeschätzt werden. Dazu betrachten wir zuerst das diskrete
Residuum in Yh:

Ah(I
X
h x− xh) = AhI

X
h x− Ahxh

= AhI
X
h x− yh

= AhI
X
h x− IYh y

= AhI
X
h x− IYh Ax

Das diskrete Residuum ist also die Differenz zwischen diskreten Operator angewandt auf
die interpolierte Lösung, und der Interpolation des unendlich-dimensionalen Operators
angewandt auf die Lösung. Diesen Ausdruck bezeichnet man als Konsistenzfehler.

Um vom Residuum auf den diskreten Fehler zu schließen, benötigen wir die Norm des
diskreten Lösungsoperator A−1

h :

‖IXh x− x‖Xh
= ‖A−1

h Ah(I
X
h x− x)‖Xh

≤ ‖A−1
h ‖Yh→Xh

· ‖Ah(IXh x− x)‖Yh

= ‖A−1
h ‖Yh→Xh︸ ︷︷ ︸
Stabilität

· ‖AhIXh x− IYh Ax‖Yh︸ ︷︷ ︸
Konsistenzfehler

13



Um den diskreten Fehler abzuschätzen, benötigen wir also Konsistenz auf der Lösung x,
und Stabilität des diskreten Problems. Stabilität bedeutet, dasss die Lösung stetig von den
Daten abhängt.

2.3.2 Sobolev-Normen und die Friedrichs - Ungleichung

Die L2-Norm am Intervall (a, b) ist definiert als

‖v‖2
L2(a,b) =

∫ b

a

v2(x) dx

Die H1-Norm wird definiert als

‖v‖2
H1(a,b) = ‖v‖2

L2(a,b) + ‖v′‖2
L2(a,b).

Wird die L2-Norm der Funktion selbst weggelassen, so erhält man die H1-Halbnorm

|v|2H1(a,b) =

∫ b

a

[v′(x)]2 dx.

Eine Halbnorm besitzt alle Eigenschaften einer Norm bis auf Definitheit: |v|H1 = 0 impli-
ziert nicht v = 0. Gegenbeispiele sind genau alle konstanten Funktionen. Allgemeiner ist
die Hm-Norm definiert als

‖v‖2
Hm(a,b) =

m∑
k=0

‖v(k)‖2
L2(a,b).

Diese Normen werden als Sobolev-Normen bezeichnet. Der entsprechende Raum aller Funk-
tionen, für die diese Norm endlich ist, wird als SobolevraumHm bezeichnet. Sobolev-Räume
spielen bei partiellen Differentialgleichungen eine zentrale Rolle.

Falls zusätzlich v(a) = 0 vorausgesetzt wird, dann wird die Halbnorm zu einer Norm.
Dann kann die L2-Norm der Funktion durch die L2-Norm der Ableitung abgeschätzt wer-
den. Dies ist die

Lemma 2 (Friedrichsungleichung). Es sei v ∈ C1([a, b]) mit v(a) = 0. Dann gilt

‖v‖L2(a,b) ≤
(b− a)√

2
‖v′‖L2(a,b).

Beweis: Es gilt

v(x) = v(a)︸︷︷︸
=0

+

∫ x

a

v′(s) ds

14



Mit Cauchy-Schwarz erhalten wir

v(x) =

∫ x

a

1 · v′(s) ds

≤
(∫ x

a

12 ds

)1/2(∫ x

a

v′(s)2 ds

)1/2

≤ (x− a)1/2

(∫ b

a

v′(s)2 ds

)1/2

= (x− a)1/2‖v′‖L2(a,b)

Um ‖v‖L2 abzuschätzen, muss noch integriet werden:

‖v‖2
L2(a,b) =

∫ b

a

v(x)2 dx ≤
∫ b

a

(x− a) dx ‖v′‖2
L2(a,b)

=
1

2
(b− a)2 ‖v′‖2

L2(a,b)

Für die diskreten Räume l2(ω) definieren wir diskrete Sobolev-Normen. Die Integrale
werden durch Integrationsformeln ersetzt, die Ableitungen durch Differenzenquotienten.
Konkret erhalten wir

‖vh‖2
L2(a,b),h = h

n∑
i=0

vh(xi)
2,

|vh|2H1(a,b),h =
1

h

n∑
i=1

(
vh(xi)− vh(xi−1)

)2
.

Analog werden auch Skalarprodukte definiert:

(uh, vh)
2
L2(a,b),h = h

n∑
i=0

uh(xi)vh(xi),

(uh, vh)
2
H1(a,b),h =

1

h

n∑
i=1

(
uh(xi)− uh(xi−1)

) (
vh(xi)− vh(xi−1)

)
.

Auch die Friedrichsungleichung läßt sich ins diskrete übertragen:

Lemma 3 (diskrete Friedrichsungleichung). Es sei vh ∈ l2(ω) mit v(a) = 0. Dann gilt

‖vh‖L2(a,b),h ≤
(b− a)√

2
|v|H1(a,b),h.

Beweis: Analog zu Lemma 2, Übung.
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2.3.3 Das Approximationsschema bei Finiten Differenzen

Zuerst zeigen wir einen elementaren Zusammenhang zwischen diskretem Operator und dem
H1 - Skalarprodukt. Es gilt

Lemma 4 (Symmetrische Darstellung). Für uh, vh ∈ l2(ω) mit u(x0) = v(x0) = 0 gilt

(Ahuh, vh)L2,h = (uh, vh)H1,h (14)

Beweis: Wir setzen ui = u(xi) und vi = v(xi) für i = 1, . . . n, und definieren u0 = v0 = 0.
Es gilt

(Ahuh, vh)L2,h = h
n∑
i=1

(Ahuh)(xi)vh(xi)

= h
n−1∑
i=1

1

h2

(
− ui−1 + 2ui − ui+1

)
vi +

h

h2

(
− un−1 + un

)
vn

=
1

h

n−1∑
i=1

(ui − ui−1)vi +
1

h

n−1∑
i=1

(ui − ui+1)vi +
1

h

(
un − un−1

)
vn

=
1

h

n∑
i=1

(
ui − ui−1

)
vi +

1

h

n∑
i=2

(
ui−1 − ui

)
vi−1

=
1

h

n∑
i=1

(ui − ui−1)(vi − vi−1)

= (uh, vh)H1,h

2

Diese Umformung erinnert an partielle Integration: Der Term (Ahuh, vh)L2,h entspricht∫ b
a
−u′′v dx, der Term (uh, vh)H1,h entspricht

∫
u′v′ dx. Das fehlen der Randterme hängt

mit dem Einbau der Randbedingungen zusammen.
Wir haben bereits bemerkt, dass die Matrix A symmetrisch ist. Aus obiger Darstellung

folgt auch, dass sie positiv definit ist. Sei u ∈ Rn der zu uh ∈ l2(ω)=̂{v ∈ l2(ω) : vh(x0) = 0}
gehörige Vektor von Knotenwerten. Dann gilt für uh 6= 0

huTAu = (uh, Auh)L2,h = |uh|2H1,h � ‖uh‖2
L2,h

> 0.

Damit ist auch die Invertierbarkeit von A gezeigt.
Wir werden die Stabilität von Ah begzüglich der Normen

‖uh‖Xh
= ‖uh‖L2,h,

‖fh‖Yh
= ‖fh‖L2,h

zeigen.
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Lemma 5 (Stabilität). Es gilt
‖A−1

h ‖Yh→Xh
≤ c,

wobei c > 0 eine von h unabhängige Konstante ist.

Beweis: Für gegebenes fh sei uh die Lösung von Ahuh = fh. Einerseits gilt mit Cauchy-
Schwarz bzgl dem Skalarprodukt (., .)L2,h

(Ahuh, uh)L2,h = (fh, uh)L2,h ≤ ‖fh‖L2,h ‖uh‖L2,h,

andererseits gilt mit der diskreten Friedrichsungleichung (mit c1 = 2/(b− a))

(Ahuh, uh)L2,h = |uh|2H1,h ≥ c1 ‖uh‖2
L2
.

Damit haben wir

‖uh‖2
L2,h
≤ 1

c1

‖uh‖L2,h ‖fh‖L2,h.

Kürzt man durch ‖uh‖ und setzt c = 1/c1, so erhält man die Aussage. 2

Lemma 6 (Konsistenz). Falls u ∈ C4([a, b]) ist, dann gilt für den Konsistenzfehler:

‖AhIXh u− IYh Au‖Yh
≤ C(u)h3/2,

wobei C(u) ein von der Lösung u abhängiger Faktor ist.

Beweis: Es gilt

AhI
X
h u =


2
h2u(x1)− 1

h2u(x2) i = 1
− 1
h2u(xi−1) + 2

h2u(xi)− 1
h2u(xi+1 2 ≤ i ≤ n− 1

− 1
h2u(xn−1) + 1

h2u(xn) i = n

Mit Au = (−u′′, u(a), u′(b)) = (f, ug, g) gilt

IYh Au = IYh (f, ug, g) =


f(x1) + 1

h2ug i = 1
f(xi) 2 ≤ i ≤ n− 1
1
h
g + 1

2
f(xn) i = n

=


−u′′(x1) + 1

h2u(x0) i = 1
−u′′(xi) 2 ≤ i ≤ n− 1
1
h
u′(xn)− 1

2
u′′(xn) i = n

Damit haben wir mittels Taylorentwicklung im Punkt x1 (siehe Lemma 1)

|(AhIXh u− IYh Au)(x1)| = | 1

h2
(−u(x0) + 2u(x1)− u(x2)) + u′′(x1)| ≤ h2

12
max

ξ∈[x0,x2]
|u(4)(ξ)|
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und analog auch für 2 ≤ i ≤ n− 1

|(AhIXh u−IYh Au)(xi)| = |
1

h2
(−u(xi−1) + 2u(xi)− u(xi+1))−u′′(xi)| ≤

h2

12
max

ξ∈[xi−1,xi+1]
|u(4)(ξ)|.

Für den Punkt xn erhalten wir mittels Taylorentwicklung (Übung !)

|(AhIXh u−IYh Au)(xn)| = | 1

h2
(−u(xn−1) + u(xn))−1

h
u′(xn)+

1

2
u′′(xn)| ≤ h

6
max

ξ∈[xn−1,xn]
|u(3)(ξ)|

Die Yh-Norm des Residuums ist

‖AhIXh u− IYh Au‖2
Yh

= ‖AhIXh u− IYh Au‖2
L2,h

= h
n∑
i=1

(AhI
X
h u− IYh Au)2(xi)

≤ h
n−1∑
i=1

(
h2

12

)2

max
ξ∈[a,b]

|u(4)(ξ)|2 + h

(
h

6

)2

max
ξ∈[a,b]

|u(3)(ξ)|2

≤ h3

[
(b− a)h

122
max
ξ∈[a,b]

|u(4)(ξ)|2 +
1

62
max
ξ∈[a,b]

|u(3)(ξ)|2
]

≤ h3 C(u)2

Der Faktor C(u) wird als

C(u) :=

[
(b− a)2

122
max
ξ∈[a,b]

|u(4)(ξ)|2 +
1

62
max
ξ∈[a,b]

|u(3)(ξ)|2
]1/2

gewählt. 2

Theorem 7. Falls u ∈ C4([a, b]) ist, dann gilt für den diskreten Fehler

‖uh − IXh u‖L2,h ≤ C(u)h3/2.

Beweis: Folgt sofort aus der abstrakten Theorie, Lemma 5 und Lemma 6. 2

Bemerkungen:

• Diese Konvergenzanalyse läßt sich direkt für FD in 2D übertragen.

• Falls lediglich Dirichlet - Rbds vorliegen, erhalten wir Konvergenzrate O(h2).

• Durch eine verfeinerte Beweistechnik erhält man auch für gemischte Rbds O(h2)
Konvergenzrate.

18



2.4 Die Finite Elemente Methode

Die Finite Elemente Methode (FEM) ist dank ihrer Flexibilität die am häufigsten verwen-
dete Methode zur Diskretisierung von PDGn. Wir starten wieder von der 1D DGl: Gesucht
ist u so dass

−u′′(x) = f(x) ∀x ∈ (a, b),

u(x) = ug x = a,

u′(x) = g x = b.

Wir multiplizieren die Gleichung mit einer beliebigen Testfunktion v(x), und integrieren
über das Intervall (a, b): ∫ b

a

−u′′(x)v(x) dx =

∫ b

a

f(x)v(x) dx

Jetzt wird partiell integriert:∫ b

a

u′(x)v′(x) dx− u′(b)v(b) + u′(a)v(a) =

∫ b

a

f(x)v(x) dx

Zuletzt werden die Randbedingungen eingebaut. Die Dirichlet - Rbd u(a) = ug(a) wird
als eigene Gleichung gefordert. Dafür dürfen wir die Testfunktionen auf solche Funktio-
nen einschränken, für die v(a) = 0 gilt. Die Neumann Randbedingung u′(b) = g kann
einfach eingesetzt werden. Damit erhalten wir die sogenannte schwache Formulierung der
Poissongleichung:

Gesucht ist eine Funktion u(x) so dass u(a) = ug und∫ b

a

u′(x)v′(x) dx =

∫ b

a

f(x)v(x) dx+ g v(b) ∀ Fkt v(x) mit v(a) = 0

Jetzt braucht u nicht mehr zweimal differenzierbar sein. Anstelle dessen werden u und
v jeweils einmal differenziert. Die Funktionen liegen im Sobolev-Raum H1. Die rechte
Seite f(x) braucht jetzt keine stetige Funktion zu sein, es reicht f ∈ L2.

Übung: Man zeige, dass glatte Lösungen der schwachen Formulierung auch klassische
Lösungen der DGL sind.

Für die Finite Elemente Methode brauchen wir auch allgemeinere Ableitungen. Falls
u ∈ C1([a, b]) ist, dann gilt für die Ableitung g(x) := u′(x)∫ b

a

g(x)v(x) dx =

∫
u′(x)v(x) dx = −

∫
u(x)v′(x) dx

für alle Testfunktionen v ∈ C1
0 := {v ∈ C1([a, b]) : v(a) = v(b) = 0}. Wir definieren g als

die schwache Ableitung von u, falls g eine Funktion ist für die∫ b

a

g(x)v(x) dx = −
∫
u(x)v′(x) dx ∀ v ∈ C1

0(a, b)
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gilt. Ein Beispiel einer Funktion die schwach, aber nicht klassisch differenzierbar ist, ist
u : [0, 2]→ R,

u(x) :=

{
x für 0 ≤ x ≤ 1

2− x für 1 < x ≤ 2

Die schwache Ableitung g := u′ ist genau die stückweise Ableitung

g(x) :=

{
1 für 0 ≤ x ≤ 1
−1 für 1 < x ≤ 2

Es gilt

−
∫ 2

0

u(x)v′(x) dx = −
∫ 1

0

x v′(x) dx−
∫ 2

1

(2− x) v′(x) dx

=

∫ 1

0

x′v(x) dx− xv(x)|10 +

∫ 2

1

(2− x)′v(x) dx− (2− x)v(x)|21

=

∫ 1

0

1 v(x) dx− 1v(1) + 0 +

∫ 2

1

(−1) v(x) dx− 0 + 1v(1)

=

∫ 2

0

g(x)v(x) dx

Die schwache Formulierung wird nun wie folgt diskretisiert: Man unterteilt das Intervall
(a, b) in Teilintervalle (xi−1, xi) für i = 1, . . . n. Auf dieser Unterteilung definiert man nun
Basisfunktionen

ϕi(x) =


x−xi−1

xi−xi−1
für x ∈ (xi−1, xi),

xi+1−x
xi+1−xi

für x ∈ (xi, xi+1),

0 sonst.

Die Funktionen ϕi ist genau im Knoten xi eins, in allen anderen Knoten ist sie null.
Dazwischen wird linear interpoliert. Diese Funktionen sind schwach differenzierbar. Sie
bilden genau eine Basis für den Raum der stetigen, stückweise affin-linearen Funktionen
auf der Unterteilung xi. Die Finite Elemente Diskretisierung ist definiert als

Gesucht ist eine Funktion uh(x) =
∑n

i=0 uiϕi(x) so dass uh(a) = ug und∫ b

a

u′h(x)ϕ′j(x) dx =

∫ b

a

f(x)ϕj(x) dx+ g ϕj(b) ∀ j = 1, . . . , n

Das sind genau n Gleichungen für die n echten Unbekannten u1, . . . un. Die ui sind genau
die Knotenwerte uh(xi).
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Setzt man die Darstellung für uh(x) ein so erhält man

n∑
i=0

ui

∫ b

a

ϕ′i(x)ϕ′j(x) dx =

∫ b

a

f(x)ϕj(x) dx+ g ϕj(b) ∀ j = 1, . . . , n.

Definieren wir Matrixeinträge Aj,i und Vektoreinträge fi als

Aj,i :=

∫ b

a

ϕ′i(x)ϕ′j(x) dx

fj :=

∫ b

a

f(x)ϕj(x) + gϕj(b),

so erhält man das lineare Gleichungssystem

u0 = ug
n∑
i=0

Aj,iui = fj ∀ j = 1, . . . n,

bzw. das reduzierte System für die echten Unbekannten u1, . . . un:

n∑
i=1

Aj,iui = fj − Aj,0ug ∀ j = 1, . . . n.

Um die Matrix A aufzustellen werden die (schwachen) Ableitungen der Basisfunktionen ϕi
benötigt. Nehmen wir eine konstante Unterteilung xi = ih an, so ist das

ϕ′i(x) =


1
h

für x ∈ (xi−1, xi),
−1
h

für x ∈ (xi, xi+1),
0 sonst.

Für 1 . . . n− 1 ergibt

Ai,i =

∫ b

a

|ϕ′i|2 dx =

∫ xi+1

xi−1

1

h2
dx =

2

h
.

Ähnlich ergibt sich An,n = 1
h

und

Ai,i−1 = Ai−1,i =

∫ xi

xi−1

−1

h

1

h
dx = −1

h

für 1 . . . n. Alle anderen Matrixeinträge sind null da die entsprechenden Basisfunktionen
nicht überlappen. Je nach gegebener Funktion f(x) werden die Einträge des rechte Seite
Vektors f exakt integriert, oder mittels einer numerischen Integrationsformel bestimmt.
Z.B. die zusammengesetzte Trapezregel∫

f(x)ϕj(x) ≈ h

(
1

2
f(x0)ϕj(x0) +

n−1∑
i=1

f(xi)ϕj(xi) +
1

2
f(xn)ϕj(xn)

)
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liefert wegen ϕj(xi) = δi,j

fj = hf(xj) j = 1, . . . , n− 1

fn =
1

2
f(xn) + g

Wir erhalte damit das lineare Gleichungssystem

1

h


2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1
−1 1




u1

u2
...

un−1

un

 =


hf1 + 1

h
u0

hf2
...

hfn−1

gb + h
2
fn

 (15)

Diese Gleichungssystem stimmt bis auf die Skalierung mit h exakt mit dem Gleichungs-
system der Methode der Finiten Differenzen überein. Die Finite Elemente Methode ist
allerdings flexibler, da sie sehr einfach

• auch nicht-regelmäßige Unterteilungen xi zuäßt. Dies ist vor allem ein Vorteil im
mehrdimensionalen.

• variable Koeffizienten k(x) zuläßt: Die schwache Form der Wärmeleitungsgleichung
−(k(x)u′(x))′ = f(x) (plus b.c.) ist

Ges.: Fkt. u sodass

∫
k(x)u′(x)v′(x) =

∫
f(x)v(x) ∀Fkt. v.

• auch unstetige rechte Seiten f(x) erlaubt.

• die Konstruktion Methoden höherer Ordnung erlaubt: Anstelle linearer Interpolation
kann auch mit Polynomen höherer Ordnung interpoliert werden.

2.4.1 Die Finite Elemente Methode in mehreren Dimensionen

Wir betrachten die Poissongleichung am Gebiet Ω ⊂ Rd mit Dirichlet- und Neumannrand-
bedingungen:

−∆u(x) = f(x) ∀x ∈ Ω,

u(x) = ug(x) ∀x ∈ ΓD,

∂u

∂n
(x) = g(x) ∀x ∈ ΓN .

Wird der Satz von Gauß auf die Funktion (∇u)v angewandt so erhält man∫
∂Ω

n · (∇u)v =

∫
Ω

div(∇uv),
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und mit der Produktregel weiters∫
∂Ω

n · (∇uv) =

∫
Ω

(∆u)v +∇u · ∇v. (16)

Analog zu 1D wird die starke Form der Poissongleichung mit Testfunktionen v(x) multi-
pliziert und über das Gebiet Ω integriert:∫

Ω

−∆u(x)v(x) dx =

∫
Ω

f(x)v(x) dx

Mit Formel (16) wird die linke Seite ersetzt durch∫
Ω

∇u · ∇v dx−
∫
∂Ω

∂u

∂n
v ds =

∫
Ω

f(x)v(x) dx

Jetzt wird wieder in Dirichlet- und Neumannränder aufgeteilt: Am Dirichletrand fordert
man die Randbedingung u(x) = ug(x) explizit, entsprechend erlaubt man wieder nur Test-
funktionen mit v(x) = 0 auf ΓD. Am Neumannrand wird die Randbedingung ∂u

∂n
= g

eingesetzt: ∫
Ω

∇u · ∇v dx−
∫

ΓD

∂u

∂n
v︸︷︷︸

=0

ds+

∫
ΓD

∂u

∂n︸︷︷︸
=g

v ds =

∫
Ω

f(x)v(x) dx

Die schwache Formulierung der Poissongleichung im mehrdimensionalen ist:

Gesucht ist eine Funktion u(x) so dass u(x) = ug(x) ∀ x ∈ ΓD und∫
Ω

∇u(x)∇v(x) dx =

∫
Ω

f(x)v(x) dx+

∫
ΓN

g(x)v(x) ds ∀ Fkt v(x) mit v(x) = 0 auf ΓD

Für die Finite Elemente Methode wird das Gebiet Ω nun in einfache Elemente (z.B.
Dreiecke, Vierecke, Tetraeder) unterteilt. Analog zu 1D werden wieder die Unbekannten in
den Elementknoten plaziert, und dazwischen wird linear interpoliert.

Genaueres folgt später.
Folgendes Bild zeigt ein Finite Elemente Netz mit ca 60000 Tetraeder. Die Geometrie

stammt aus einem CAD Programm, das Netz wurde mittels automatischer Netzgenerierung
erzeugt. Zur besseren Annährung runder Strukturen wurden die Elemente gekrümmt:
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(Stationäre) mechanische Belastungen werden ebenfalls über elliptische Differential-
gleichungen beschrieben. Um Bauteile richtig zu dimensionieren, müssen die mechanischen
Spannungen (innere Kräfte) bestimmt werden. Folgendes Bild zeigt den Verlauf der soge-
nannten von-Mises Vergleichsspannung:
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2.5 Konvergenzanalyse der FEM

Wir betrachten die Variationsformulierung in abstrakter Form
Dazu sei

• V ein Hilbertraum mit Norm ‖v‖V

• V0 ein abgeschlossener Teilraum von V

• Vg die lineare Mannigfaltigkeit

Vg = ũg + V0 = {ũg + v0 : v0 ∈ V0}

für ein gegebenes ũg ∈ V .

Weiters benötigen wir

• die Linearform f(·), d.h. eine Abbildung

f : V → R
v 7→ f(v) linear

• die Bilinearform A(·, ·), d.h. eine Abbildung

A : V × V → R
(u, v) 7→ A(u, v) linear in u und v.

Die Linearform f heißt stetig, falls

∃ c > 0 : |f(v)| ≤ c ‖v‖V ∀v ∈ V

Die Bilinearform A heißt stetig, falls

∃µ2 > 0 : |A(u, v)| ≤ µ2 ‖u‖V ‖v‖V ∀u, v ∈ V

Die Bilinearform A heißt koerziv oder elliptisch, falls

∃µ1 > 0 : |A(v, v)| ≥ µ1 ‖v‖2
V ∀v ∈ V

Theorem 8 (Lax & Milgram). Sei f eine stetige Linearforam auf V , und A eine stetige
Bilinearform auf V . A sei auf V0 koerziv. Dann hat das Variationsproblem

Ges.: u ∈ Vg so dass A(u, v) = f(v) ∀ v ∈ V0

eine eindeutige Lösung.

[Beweis: NA4]
Anwendung auf die Variationsformulierung der Poissongleichung:
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• V = H1 mit Norm ‖v‖V =
(
‖v‖2

L2
+ ‖∇v‖2

L2

)1/2
.

• V0 = {v ∈ V : v = 0 auf ΓD}.

• Vg = {v ∈ V : v = ug auf ΓD}.
Für ein beliebiges ũg ∈ V mit ũg = ug auf ΓD ist Vg = ũg + V0.

• Linearform f : V → R

f(v) =

∫
Ω

f(x)v(x) dx+

∫
ΓN

g(x)v(x)dx

• Bilinearform A : V × V → R

A(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇v

Stetigkeit von f :

|f(v)| = (f, v)L2(Ω) + (g, v)L2(ΓN )

≤ ‖f‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) + ‖g‖L2(ΓN ) ‖v‖L2(ΓN )

≤ ‖f‖L2(Ω) ‖v‖V + ‖g‖L2(ΓN ) ctr ‖v‖V
=

(
‖f‖L2(Ω) + ctr‖g‖L2(Γ)

)
‖v‖V

Damit ist c = ‖f‖L2(Ω) + ctr‖g‖L2(Γ) Wir haben die Cauchy-Schwarz Ungleichung in L2(Ω)
und L2(ΓN), sowie die Trace-Ungleichung (einfach in 1D, nicht-trivial im mehrdimensio-
nalen)

‖v‖L2(ΓN ) ≤ ctr ‖v‖V ∀ v ∈ V
verwendet.

Die Stetigkeit von A ist trivial mit µ2 = 1:

A(u, v) =

∫
Ω

∇u · ∇v ≤ ‖∇u‖L2 ‖∇v‖L2 ≤ ‖u‖V ‖v‖V

Um die Koerzivität zu zeigen benötigen wir die Friedrichsungleichung

‖v‖L2(Ω) ≤ cF‖∇v‖L2(Ω) ∀ v ∈ V0

Dazu darf der Dirichletrand nicht verschwinden, d.h. |ΓD| 6= 0. (einfach in 1D, nicht-trivial
im mehrdimensionalen). Mit der Friedrichsungleichung gilt

‖v‖2
V = ‖v‖2

L2
+ ‖∇v‖2

L2
≤ (c2

F + 1)‖∇v‖2
L2

= (c2
F + 1)A(v, v) ∀ v ∈ V0,

also µ1 = (c2
F + 1)−1.

Damit liefert der Satz von Lax & Milgram eine eindeutige Lösung der Variationsfor-
mulierung der Poissongleichung im Raum H1.
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2.5.1 Fehlerabschätzung

Endlich-dimensionaler Teilraum Vh ⊂ V , z.B. stw. lineare, stetige Funktionen.
Vh,0 = V0 ∩ Vh, Vg,h = Vg ∩ Vh.

Diskretes Problem:

Ges.: uh ∈ Vg,h so dass A(uh, vh) = f(vh) ∀ vh ∈ V0,h

Vh ist wieder ein Hilbertraum. Daher liefert der Satz von Lax & Milgram auch für das
diskrete Problem eine eindeutige Lösung.

Da V0,h ⊂ V0, gilt das unendlich-dimensionale Problem natürlich auch für diskrete
Testfunktionen. Wir haben

A(u, vh) = f(vh) ∀ vh ∈ V0,h

A(uh, vh) = f(vh) ∀ vh ∈ V0,h

und damit
A(u− uh, vh) = 0 ∀ vh ∈ V0,h

Der Fehler u− uh ist A(., .)-orthogonal zum diskreten Testraum V0,h. Dies nennt man die
Galerkin - Orthogonalität.

Theorem 9 (Cea’s Lemma). Sei A stetig und koerziv. Dann gilt

‖u− uh‖V ≤
µ2

µ1

inf
wh∈Vg,h

‖u− wh‖V

Die FEM Lösung ist bis auf den Faktor µ2

µ1
die best-mögliche Approximation zur exakten

Lösung im diskreten Raum.

Beweis. Der Fehler u−uh ist in V0. Sei vh ∈ V0,h beliebig, wh := uh + vh ∈ Vg,h. Damit gilt

‖u− uh‖V ≤ 1

µ1

A(u− uh, u− uh) (koerziv auf V0)

=
1

µ1

A(u− uh, u− uh − vh) (Galerkin Orthogonalität)

=
1

µ1

A(u− uh, u− wh)

≤ µ2

µ1

‖u− uh‖V ‖u− wh‖V (Stetigkeit von A)

Weitere Abschätzung durch Polynom-Interpolation mit Interpolationsoperator Ih :
V → Vh:

inf
wh∈Vh,g

‖u− wh‖V ≤ ‖u− Ihu‖V

Interpolationsfehlerabschätzung in Sobolvräumen (NA4)

‖u− Ihu‖H1 ≤ ch ‖u‖H2
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3 Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

Eine typische PDGl 1. Ordnung ist die Transportgleichung:
Gegeben ist die Strömung ~b(x) und die Quelle f(x).
Der Rand Γ = ∂Ω wird je nach Vorzeichen von b·n in Einflussrand Γin und Ausflussrand

Γout unterteilt:

Γin := {x ∈ Γ : b · n < 0}
Γout := {x ∈ Γ : b · n ≥ 0}

Gesucht ist eine Konzentration u(x), die die Gleichungen

div(~bu) = f in Ω (17)

u = ug auf Γin (18)

erfüllt. Die Randbedingung kann jetzt nur am Einflussrand Γin gestellt werden.
Oft ist das gegebende Strömungsfeld divergenzfrei, d.h. div b = 0.

3.1 Modellierung in 2D

Die Transportgleichung beschreibt die Ausbreitung einer Konzentration in einem gegebenen
Strömungsfeld (z.B. Schadstoffe in Athmosphäre, Farbe in einem Fluss, Milch in Kaffee,
...).

Die involvierten Funktionen sind:

Massenkonzentration u(x) [ kg
m2 ] gesucht

Massenstrom ~j(x) [ kg
sm

] gesucht

Quelle f(x) [ kg
sm2 ] gegeben

Strömungsfeld ~b(x) [m
s

] gegeben

Der Massenstrom ist definiert als Durchfluss pro Zeiteinheit pro Längeneinheit. Wenn C
ein Kurve mit Normalvektor n ist, dann gibt∫

C

~j(x) · n ds

den Fluss durch die Kurve C pro Zeiteinheit an.
Der Massenstrom ist Strömungsgeschwindigkeit mal Massenkonzentration:

~j(x) = ~b(x)u(x)

Wir wenden wieder Massenerhaltung in einem beliebigen Kontrollvolumen B an:

Zugeführte Konzentration
in B pro Zeiteinheit

=
Massenabfluss durch ∂B

pro Zeiteinheit
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Das bedeutet formal: ∫
B

f(x) dx =

∫
∂B

~j(x) · n ds (19)

Nehmen wir an dass die beteiligten Funktionen glatt sind. Mit dem Satz von Gauß erhalten
wir ∫

B

f(x) dx =

∫
B

div ~j(x) dx.

Da dies für alle Testvolumina B gilt, erhalten wir punktweise die Gleichung

f(x) = div ~j(x) ∀x ∈ Ω,

und mit dem Transportmodell ~j = ~bu die Gleichung

div
(
~b(x)u(x)

)
= f(x).

Die Konzentration muß als Randbedingung am Einflussrand vorgegeben werden, die
Konzentration am Ausflußrand ergibt sich aus der Gleichung:

u(x) = ug(x) für x ∈ Γin.

3.2 Finite Volumen Methode FVM

Bei Finite Volumen Methoden wird direkt die Integralbilanz (19) verwendet. Damit erreicht
man u.a. exakte Massenerhaltung.

3.2.1 Finite Volumen Methode in 1D

Sei b > 0 konstant. Wir betrachten die Gleichung

(bu)′ = f in (0, 1) (20)

u(0) = ug (21)

Sei n ∈ N. Wir führen Knoten

xi = ih i = 0, . . . n

und Elemente
Ti = (xi−1, xi) i = 1, . . . , n

ein:

TT1 T2 n
x xx0 1 2 xn

u

u
u

jj j j

1

2

n

0 1 2 n
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Die diskrete Konzentration uh(x) wird als stückweise konstant auf den einzelnen Elementen
angesetzt:

uh(x) = ui i = 1, . . . , n

Zusätzlich werden die Massenströme in den Knoten als Unbekannte angesetzt:

ji = jh(xi).

Verwendet man die Integralbilanz (19) auf dem Element Ti, so erhält man

ji − ji−1 =

∫
Ti

f(x) dx.

Jetzt muss noch das Transportmodell j = bu eingebaut werden. Die j sind allerdings in
den Knoten, die u in den Elementen definiert. Eine Möglichkeit wäre Mittelung über die
beiden angrenzenden Elemente, d.h.

ji = b
ui + ui+1

2
.

Stabiler ist allerdings die sogenannte upwind Wahl: Der Massenstrom hängt lediglich von
der Massenkonzentration flussaufwärts ab. Für die Strömung nach rechts bedeutet dies
vom linken Element:

ji = bui

Am linken Knoten setzen wir die Randbedingung ein:

j0 = bug.

Zusammen erhalten wir die n Gleichungen für die n Unbekannten u1, . . . un:

bu1 − bug = f1 :=

∫ x1

x0

f(x) dx

bu2 − bu1 = f2 :=

∫ x2

x1

f(x) dx

· · ·

bun − bun−1 = fn :=

∫ xn

xn−1

f(x) dx

bzw. das Gleichungssystem
b
−b b

−b b
. . . . . .

−b b




u1

u2

u3
...
un

 =


f1

f2

f3
...
fn


Bemerkungen
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• Bis auf Skalierung erhält man das gleiche Gleichungssystem bei Verwendung des
linksseitigen Differenzenquotienten.

• Die Matrix ist eine untere Dreiecksmatrix. D.h., das Gleichungssystem kann durch
Einsetzen gelöst werden. Das ist nicht verwunderlich, da die Differentialgleichung ein
Anfangswertproblem (und kein Randwertproblem) ist.

3.2.2 Finite Volumen Methode in 2D/3D

Wir unterteilen das Gebiet in einfache Elemente, z.B. Dreiecke, Vierecke, Tetraeder, Würfel,
etc. Wir bezeichnen mit

T ... Elemente
E ... Kanten (=Edges) in 2D bzw. Flächen (3D) zwischen den Elementen

Jeder Kante E wird ein eindeutiger Normalvektor nE zugewiesen.
Die Konzentration wird als elementweise konstant angenommen:

uh(x) = ui ∀x ∈ Ti

Zusätzlich werden die Massenströme durch die Kanten diskretisiert:

jh,E ≈
∫
E

j · nE ds

Die Integralbilanz wird wieder exakt eingebaut. D.h. der Ausfluss aus einem Element
ist gleich der Quelle im Element:∫

∂T

jh · n ds =

∫
T

f(x)dx ∀T

Der Fluss durch den Rand ∂T des Elements kann durch die Kantenströme dargestellt
werden: ∫

∂T

jh · n ds =
∑
E⊂∂T

(nE, nT ) jh,E

Der Faktor (nE, nT ) = ±1 gibt an, ob die gewählte Kantennormale mit der Element -
Außennormale übereinstimmt.

Das Transportmodell j = bu wird wieder mittels upwind diskretisiert:

jh,E =

∫
E

b · nEuT+
E
ds

Dabei ist T+
E das stromaufwärts an E angrenzende Dreieck. Am Einstromrand werden die

Dirichletrandbedingungen eingesetzt.
Nach ersetzen der Stöme erhält man eine Unbekannte pro Element, und die gleiche

Anzahl an Gleichungen:∫
∂T\Γin

bnuT+ ds =

∫
T

f(x) dx−
∫
∂T∩Γin

bnug ds (22)
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Beispiel: Sei Ω = (0, 1)2. Unterteilen in 2× 2 Elemente. Es sei b = (bx, by) mit bx > 0
und by > 0. D.h. der Einflussrand besteht aus dem linken und unteren Rand. Die Num-
merierung der Elemente T1, . . . T4 und der Kanten am Einflussrand ist in folgendem Bild
dargestellt:

T

T

T

T3 4

1 2B

C

A

D

Die Mittelwerte der Konzentrationen auf den Kanten am Einflussrand sind ug,A, . . . ug,D.
Die Gleichung für Element T1 lautet:∫

∂T1

bnuT+ =

∫
∂T,rechts

+

∫
∂T,links

+

∫
∂T,oben

+

∫
∂T,unten

=

∫
T1

f(x) dx

Auf den einzelnen Randstücken sind

bn uT+

rechts: bx u1

links: −bx ug,B
oben: by u1

unten: −by ug,C ,

und man erhält

hbxu1 − hbxug,B + hbyu1 − hbyug,C = f1 :=

∫
T1

f(x)dx,

und ähnlich für die weiteren Elemente:

hbx(u2 − u1) + hby(u2 − ug,D) = f2

hby(u3 − ug,A) + hby(u3 − u1) = f3

hby(u4 − u3) + hby(u4 − u2) = f4

Das Gleichungssystem lautet
hbx + hby
−hbx hbx + hby
−hby hbx + hby

−hby −hbx hbx + hby




u1

u2

u3

u4

 =


f1 + hbxug,B + hbyugC

f2 + hbyug,D
f3 + hbxug,A
f4
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Man beachte, dass das Gleichungssystem wieder Dreiecksstruktur hat und daher billig
lösbar ist. Dies kommt daher, da bei der Nummerierung immer zuerst Elemente strom-
aufwärts gezählt wurden. Dies ist bei komplexeren Strömungsfeldern b(x) mit Wirbeln
nicht immer machbar.

3.2.3 Konvektions - Diffusionsgleichungen

Treten Konvektion und Diffusion gemeinsam auf, erhält man die Konvektions - Diffusions-
gleichung, z.B. mit Dirichlet Randbedingungen

−(εu′ − bu)′(x) = f(x) ∀x ∈ (0, 1)

u(x) = ug(x) ∀x ∈ {0, 1}

Da dies eine Gleichung 2. Ordnung ist, dürfen 2 Randbedingungen gestellt werden. Inter-
essant ist der Fall mit ε � b. Im Grenzfall ε = 0 hat man die Transportgleichung erster
Ordnung, für die nur eine Randbedingung gestellt werden darf. Bei ε→ 0 ändert sich also
der Typ der Gleichung.

Beispiel:

−εu′′ + u′ = 1 ∀x ∈ (0, 1)

u(0) = u(1) = 0

Die Lösung ist

u(x) = x+
1

1− e−1/ε

(
e(x−1)/ε − e−1/ε

)
,

sie zeigt eine Grenzschicht am Ausflussrand.
Wir diskretisieren mit finiten Differenzen, wobei der Konvektionsterm mit linksseitigem

Differenzenquotienten diskretisiert wird. Die Gleichung in Stenzil - Schreibweise ist

1

h2
[−ε− bh ; 2ε+ bh ; −ε]uh = fh

Man beachte, dass sich die positiven Diagonaleinträge und die negativen Nebendiago-
naleinträge jeweils verstärken. Eine Diskretisierung mit dem genaueren zentralen Differen-
zenquotienten liefert

1

h2
[−ε− bh/2 ; 2ε ; −ε+ bh/2]uh = fh.

Jetzt hängt das Vorzeichen der rechten Nebendiagonale von ε, b, und der Netzfeinheit h ab.
Die folgenden Bilder zeigen numerische Lösungen für ε = 10−3 und h = 1/30. Während
der Upwind - Differenzenquotient (zumindest bis auf die Grenzschicht) eine brauchbare
Lösung generiert, führt der zentrale DQ zu ungewollten Oszillationen:
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Obwohl der Konsistenzfehler beim zentralen DQ kleiner ist, führt der Mangel an Stabilität
zu dem großen Diskretisierungsfehler.

3.2.4 Das Vergleichsprinzip und die M-Matrix Eigenschaft

Seien u1(x) und u2(x) die Lösungen der beiden Poisson-Aufgaben

−u′′1(x) = f1(x) x ∈ (0, 1)

u1(x) = ug,1(x) x ∈ {0, 1}

und

−u′′2(x) = f2(x) x ∈ (0, 1)

u2(x) = ug,2(x) x ∈ {0, 1}.

Falls die Quellen f1(x) ≥ f2(x) und die Randbedingungen ug,1 ≥ ug,2 erfüllen, dann erfüllt
die Lösungen auch u1(x) ≥ u2(x). Speziell gilt für fi ≥ 0 und ug,i ≥ 0 auch ui ≥ 0. Positive
Quellen führen zu positiven Lösungen. Eine analoge Eigenschaft erhält man auch für die
Transportgleichung.

Es ist oft wünschenswert (aber nicht immer machbar) diese Eigenschaft auch auf das
diskrete Verfahren zu übertragen.

Eine Matrix A heißt reduzibel, falls es eine Umordnung gibt so dass die Matrix die Form

A =

(
A1,1 A1,2

0 A2,2

)
annimmt. Ansonsten heißt die Matrix irreduzibel. Eine Matrix heiß irreduzibel diagonaldo-
minant, wenn sie irreduzibel ist und∑

j 6=i

|ai,j| ≤ |ai,i| für alle i, und mit strikter Ungleichung für mindestens ein i.

Eine Matix ist heißt eine M -Matrix, falls sie irreduzibel diagonaldominant ist, und

ai,j ≤ 0 ∀ i 6= j

ai,i ≥ 0

erfüllt.
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Lemma 10. Falls A eine M-Matrix ist, dann ist A regulär, und alle Elemente der Inversen
A−1 sind nicht-negativ, d.h.

(A−1)i,j ≥ 0.

Beweisskizze:
Schreiben wir A = D − R mit der Diagonalmatrix D und Rest R. Aus irreduzibel

diagonaldominant folgt Di,i > 0, die Einträge von R erfüllen Ri,j ≥ 0. Falls M eine Matrix
mit Spektralradius ρ < 1 ist, dann konvergiert die Neumann’sche Reihe und es gilt

(I −M)−1 =
∞∑
k=0

Mk.

Wir schreiben
A = D −R = D(I −D−1R)

Man kann zeigen dass für M-Matrizen der Spektralradius von D−1R kleiner 1 ist (Übung
!), und damit gilt

A−1 =
∞∑
k=0

(D−1R)kD−1.

Alle Terme auf der rechten Seite sind nicht-negativ, und daher auch die Einträge von A−1.
2

Falls die Matrix des Gleichungssystems eine M -Matrix ist, dann erfüllt das diskrete
Schema das Vergleichsprinzip. Sei

(f1 − f2)i ≥ 0.

Dann gilt
(u1 − u2)i = (A−1f1 − A−1f2)i =

(
A−1(f1 − f2)

)
i
≥ 0.

M-Matrizen erhält man durch

• Finite Differenzen Diskretisierung von −∆

• Finite Elemente Diskretisierung von −∆ (für 2D/3D braucht man Annahmen an die
Form der Elemente)

• Finite Volumen / Finite Differenzen Diskretisierung der Transportgleichung mittels
Upwind

• Nicht mit dem zentralen Differenzenquotienten bei dominanter Konvektion.
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3.2.5 Stabilitätsabschätzung für Diskretisierungen mit M-Matrizen

Wir betrachten das 2D Dirichletproblem

−∆u = f in (0, 1)2,

u = 0 auf ∂(0, 1)2.

Diskretisierung mit finiten Differenzen liefert den 5 Punktestern

−∆huh =
1

h2

 −1
−1 4 −1

−1

uh
also eine M-Matrix.

Theorem 11. Die diskrete Lösung uh erfüllt

‖uh‖l∞ ≤
1

8
‖f‖l∞

Beweis: Wir definieren die Vergleichsfunktion

u1
h =

1

4
x(1− x) +

1

4
y(1− y).

Die Vergleichsfunktion löst das diskrete Dirichletproblem

−∆hu
1
h = f 1

h in ωh,

u1
h = u1

g auf γD,h.

mit

f 1
h = 1 und u1

g =
1

4
x(1− x) +

1

4
y(1− y).

Um auch die Dirichlet Randwerte zu erfüllen, definieren wir ein weiteres Hilfsproblem:

−∆hu
2
h = f 2

h := f 1
h in ωh,

u2
h = g2

h := 0 auf γD,h.

Da 0 ≤ f 2
h ≤ f 1

h und 0 ≤ g2
h ≤ g1

h gilt

0 ≤ u2
h ≤ u1

h,

also gilt

‖u2
h‖l∞ ≤ ‖u1

h‖l∞ ≤
1

8

Für die ursprüngliche rechte Seite fh gilt

fh ≤ ‖fh‖l∞f 2
h und fh ≥ ‖fh‖l∞(−f 2

h),
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wegen dem Vergleichsprinzipt gilt damit

uh ≤ ‖fh‖l∞u2
h und uh ≥ ‖fh‖l∞(−u2

h),

also

‖uh‖l∞ ≤ ‖fh‖l∞‖u2
h‖l∞ ≤

1

8
‖fh‖l∞ .

2

Ähnlich kann man auch für Upwind - Diskretisierungen der Konvektionsgleichung oder
Konvektions-Diffusionsgleichung vorgehen:

−ε∆u+ div(bu) = f in (0, 1)2

u = 0 auf ∂(0, 1)

Mit der Vergleichsfunktion
u1
h = bxx+ byy

erhält man die Stabilitätabschätzung (Übung !)

‖uh‖∞ ≤
√

2

‖b‖2

‖fh‖l∞ .

4 Parabolische Partielle Differentialgleichungen

Sei Ω ⊂ Rd, und T > 0. Der Prototyp der parabolischen Differentialgleichung ist: Gesucht
u(x, t) : Ω× [0, T )→ R so dass

∂u

∂t
(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t) ∀x ∈ Ω,∀t ∈ (0, T ),

u(x, t) = ug(x, t) ∀x ∈ ∂Ω, ∀ t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) ∀x ∈ Ω.

Eine parabolische Differentialgleichung benötigt für jeden Zeitpunkt t > 0 Randbedingun-
gen, z.B. Dirichlet- oder Neumann-Rbds. Zur Anfangszeit t = 0 wird eine Anfangsbedin-
gung an u(x, 0) benötigt.

4.1 Modellierung

Instationäre Wärmeleitung liefert eine parabolische PDGl. Die Energiebilanz für das
Zeitintervall (t, t+ τ) und das Kontrollvolumen B ⊂ Ω ist:

Energie in B
zum

Zeitpunkt t+ τ
-

Energie in B
zum

Zeitpunkt t
=

Erzeugte
Energie in B

während
(t, t+ τ)

−

Energieabfluss
durch ∂B
während
(t, t+ τ)
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Die thermische Energie W sei proportional zur Temperatur T , d.h.

W = cT

Die Energiebilanz lautet damit formal:∫
B

cT (x, t+τ) dx−
∫
B

cT (x, t) dx =

∫ t+τ

t

∫
B

f(x, t′) dx dt′−
∫ t+τ

t

∫
∂B

(−k∇T (x, t′))n dx dt
′

Mit

T (x, t+ τ)− T (x, t) =

∫ t+τ

t

∂T

∂t
(x, t′) dt′

und dem Satz von Gauß erhalten wir∫ t+τ

t

∫
B

c
∂T

∂t
(x, t′) dx dt′ =

∫ t+τ

t

∫
B

f(x, t′) dx dt′ +

∫ t+τ

t

∫
B

div(k∇T (x, t′)) dx dt′

Da die Bilanz für alle Zeitintervalle (t, t+ τ) und für alle Kontrollvolumina gilt, gilt unter
Annahme glatter Funktionen die Gleichheit punktweise:

c
∂T

∂t
(x, t)− div(k∇T (x, t)) = f(x, t)

4.1.1 Diskretisierung parabolischer Differentialgleichungen

Sei Ω = (0, 1). Wir starten mit der Diskretisierung im Ort. Wir wählen Punkte ωh = {xi =
ih}, und ersetzen u(x, t) : Ω× [0, T )→ R durch die semi-diskrete Funktion

uh : ωh × [0, T )→ R.

Wir definieren ui(t) = uh(xi, t). Verwendet man z.B. finite Differenzen zur Diskretisierung
von −∂2u

∂x2 , so erhält man das System von gewöhnlichen Differentialgleichungen:

dui
dt

(t) +
1

h2
[−ui−1(t) + 2ui(t)− ui+1(t)] = f(xi, t) ∀ i = 1, . . . , n− 1, ∀ t ∈ (0, T )

ui(0) = u0(xi) ∀ i = 1, . . . , n− 1

Dieses Anfangswertproblem kann mit einer Methode für gewöhnliche DGl gelöst werden.
Wähle Schrittweite τ , setzte tj = jτ , und uji := ui(tj). Das explizite Eulerverfahren appro-
ximiert

dui
dt

(tj) ≈
1

τ
(uj+1

i − uji ).

Damit haben wir

uj+1
i = uji + τ

(
f(xi, tj)−

1

h2

[
− uji−1 + 2uji − u

j
i+1

])
∀ i = 1, . . . , n− 1, ∀ j ≥ 0.
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Der neue Wert uj+1
i kann explizit berechnet werden. Randwerte uj0 und ujn werden direkt

eingesetzt.Beim impliziten Eulerverfahren wird die Zeitableitung mit dem linksseitigen
Differenzenquotienten approximiert:

dui
dt

(tj) ≈
1

τ
(uji − u

j−1
i ).

Damit haben wir

uji + τ
1

h2

[
− uji−1 + 2uji − u

j
i+1

]
= uj−1

i + τf(xi, tj) ∀ i = 1, . . . , n− 1, ∀ j ≥ 1.

Um die Werte zum Zeitpunkt tj zu erhalten muß ein lineares Gleichungssystem mit der
Matrix

I +
τ

h2


2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2

 . (23)

gelöst werden. Ähnlich auch in 2D. Da in jedem Zeitschritt mit der gleichen Matrix gelöst
wird, bietet sich eine einmalige Choleskyzerlegung an. In jedem Zeitschritt kann dann das
Gleichungssystem mittels Vorwärts/Rückwärtseinsetzen schnell gelöst werden.

Der Vorteil des impliziten Eulerverfahrens ist die A-Stabilität. Es ist für beliebige
Schrittweiten τ > 0 stabil. Beim expliziten Eulerverfahren muß

τ < 2λmax(−∆h)

gewählt werden. Es können natürlich auch andere Einschrittverfahren (Runge - Kutta -
Verfahren) oder Mehrschrittverfahren gewählt werden.

5 Hyperbolische Partielle Differentialgleichungen

Sei Ω ⊂ Rd, und T > 0. Der Prototyp der hyperbolischen Differentialgleichung ist die
Wellengleichung: Gesucht u(x, t) : Ω× [0, T )→ R so dass

∂2u

∂t2
(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t) ∀x ∈ Ω, ∀t ∈ (0, T ),

u(x, t) = ug(x, t) ∀x ∈ ∂Ω, ∀ t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) ∀x ∈ Ω,

∂u

∂t
(x, 0) = v0(x) ∀x ∈ Ω.

Eine hyperbolische Differentialgleichung benötigt für jeden Zeitpunkt t > 0 Randbedin-
gungen, z.B. Dirichlet- oder Neumann-Rbds. Zur Anfangszeit t = 0 wird eine Anfangsbe-
dingung an u und an ∂u

∂t
benötigt.

39



5.1 Modellierung

Akustische Wellenausbreitung (Schallwellen) liefert eine hyperbolische PDGl. Dazu sei

Teilchengeschwindigkeit ~v [m
s

]

Luftdruck p [ kg
ms2

]

Dichte ρ [ kg
m3 ]

Wir stellen die Dichte als ρ(x, t) = ρ0 + ρs(x, t) mit einer großen stationären Dichte ge-
genüber kleinen Schwankungen ρs dar. Analog p(x, t) = p0 + ps(x, t).

Luftteilchen werden durch Druckgradienten beschleunigt:

∂ρv

∂t
= ∇p

Eine Divergenz der Geschwindigkeit führt zu Dichteänderungen:

∂ρ

∂t
= − div(ρv)

Wir nehmen an dass Druckänderungen proportional zu Dichteänderungen sind:

ps(x, t) = c2ρs(x, t)

Vernacḧlassigen wir kleine Schwankungen gegenüber dem großen stationären Wert, so er-
halten wir

∂v

∂t
=

1

ρ0

∇ps

∂ps

∂t
= ρ0c

2 div v

Bildet man die Divergenz der ersten Gleichung, und die Zeitableitung der zweiten Glei-
chung, so erhält man

div
∂v

∂t
=

1

ρ0

∆ps =
1

c2ρ0

∂2ps

∂t2
,

also die Wellengleichung für ps (mit Quelle f = 0). Eine harte, Schall reflektierende Wand
kann durch v · n = 0 modelliert werden.

5.2 Numerische Verfahren für hyperbolische PDGn

Eine Diskretisierung im Ort liefert das System gewöhnlicher Differentialgleichungen für die
Knotenwerte u(t) = (ui(t))i=0...n:

d2u

dt2
+ Au = f

u(0) = u0

du

dt
(0) = v0
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A ist die Matrix der Ortsdiskretisierung. Eine direkte Diskretisierung der 2. Ableitung mit
dem Differenzenquotienten (mit Zeitschrittweite τ) liefert das explizite Mehrschrittverfah-
ren:

1

τ 2

[
uj+1 − 2uj + uj−1

]
+ Auj = f j,

also
uj+1 = 2uj − uj−1 + τ 2(f j − Auj).

Das Mehrschrittverfahren benötigt eine spezielle Initialisierung auch für u1, z.B. u1 =
u0 + τv0.

Alternativ kann die Differentialgleichung 2. Ordnung auf ein System erster Ordnung
überführt werden: Definiere

v(t) =
du

dt
(t).

Dann gilt (
du
dt
dv
dt

)
=

(
v(t)

f − Au(t)

)
∀ t ∈ (t, T ),

mit Anfangswerten
u(0) = u0, v(0) = v0.

Ein beliebtes Verfahren hierfür ist die Verwendung der Trapezregel, das sogenannte New-
mark Verfahren:

1

τ
(uj+1 − uj) =

1

2
(vj + vj+1)

1

τ
(vj+1 − vj) =

1

2
(f j − Auj + f j+1 − Auj+1)

Aus der ersten Gleichung erhält man

uj+1 = uj +
τ

2
(vj + vj+1)

Wird dies in die 2. Gleichung eingesetzt, erhählt man die Gleichung für vj+1:

(I +
τ 2

4
A)vj+1 = (I − τ 2

4
A)vj + τ(

f j + f j+1

2
− Auj).

Obwohl das System erste Ordnung 2n Unbekannte hat, reicht es, ein Gleichungssystem der
Größe n zu lösen.

Eine weitere Variante ist eine direkte Diskretisierung der partiellen DGl erster Ordnung:

∂v

∂t
= ∇p

∂p

∂t
= div v
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Hierfür bietet sich ein sogenanntes staggered grid (geschachteltes Gitter) an. Betrachten
wir Ortsdimension 1. Seien xi = ih und tj = jτ die Diskretisierungspunkte in Ort und
Zeit. Mit xi+1/2 und tj+1/2 bezeichnen wir die Mittelpunkte der Orts- bzw. Zeitintervalle.
Wir verwenden zur Diskretisierung

pi+1/2,j und vi,j+1/2,

also den Druck in den Zellmittelpunkten xi+1/2 zu den Zeitpunkten j, und die Geschwin-
digkeiten in den Ortspunkten xi zu den Zeitintervallsmittelpunkten tj+1/2. Setzt man nun
die erste Gleichung in den (xi, tj) an, so ergibt sich

1

τ
(vi,j+1/2 − vi,j−1/2) =

1

h
(pi+1/2,j − pi−1/2,j).

Die zweite Gleichung wird in den Orts/Zeit Zellmittelpunkten (xi+1/2, tj+1/2) angesetzt:

1

τ
(pi+1/2,j+1 − pi+1/2,j) =

1

h
(vi+1,j+1/2 − pi,j+1/2).

Nach Initialisierung von pi+1/2,0 und vi,1/2 können die neuen Variablen p und v abwech-
selnd bestimmt werden.
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6 Iterative Gleichungslöser

Die Diskretisierung von PDGn führt oft zu linearen Gleichungssystemen

Ax = b. (24)

Typische Eigenschaften sind

• Die Gleichungssysteme haben sehr große Dimension N . Tägliche Praxis für 3D Pro-
bleme ist ca 106, bei Spezialanwendungen: 109 − 1012.

• Nur wenige Einträge pro Zeile sind nicht null, d.h. die Matrix ist schwach besetzt.
Zur Speicherung wird O(N) Speicher benötig.

• Die Matrix hat Bandstruktur. 1D Probleme: b = O(1), 2D Probleme: b = O(n),
3D Probleme: b = O(n2), wobei n die Anzahl Punkte in einer Richtung ist. Direkte
Gleichungslöser haben mit Verwendung der Bandstruktur Rechenaufwand O(b2N).
Das ist in 1D O(N), in 2D O(n2N) = O(N2), und in 3D O((n2)2N) = O(n7) =
O(N7/3).

• Die Matrix ist oft symmetrisch und positiv definit, z.B. bei Finite Differenzen oder
Finite Elemente Diskretisierung von vielen elliptischen, parabolischen, oder hyper-
bolischen PDGn.

In bezug auf Rechenzeit und Speicherbedarf oft viel effizientere Alternativen zur direk-
ten Lösung von linearen Gleichungssystemen sind iterative Verfahren. Ausgehend von ei-
nem Startwert wird die näherungsweise Lösung iterativ verbessert. Die Verfahren benötigen
lediglich Matrix-Vektorprodukte

A× x

Werden von der Matrix A nur die Nicht-Null Elemente gespeichert, so ist der Rechen-
aufwand für das Matrix - Vektorprodukt lediglich O(N). Oft (wie z.B. bei FD auf
gleichmäßigen Gittern) sind die Matrixeinträge explizit gegeben, und die Matrix - Vek-
tormultiplikation wird direkt implementiert.

6.1 Das Richardson Verfahren

Sei C eine reguläre Matrix, und τ ∈ R+. Dann ist das lineare GS äquivalent zur Fixpunkt-
gleichung

x = x+ τC−1(b− Ax).

Daraus ergibt sich die Fixpunkt Iteration, auch einfache Iteration oder Richardson Iteration
genannt:

Wähle Startwert x0.
For k = 0, 1, 2, . . .

xk+1 = xk + τC−1(b− Axk)
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Sei
ek = xk − x

der Iterationsfehler. Dann gilt für den neuen Fehler

ek+1 = xk+1 − x
= xk + τC−1(b− Axk)− x
= (xk − x) + τC−1(Ax− Axk)
= (I − τC−1A)(xk − x)

= (I − τC−1A)ek

Der neue Fehler ergibt sich durch die Iterationsmatrix oder Fehlerübergangsmatrix

M = I − τC−1A

als
ek+1 = Mek.

Sei ‖ · ‖ eine beliebige Vektornorm, und

‖M‖ := sup
x∈Rn

‖Mx‖
‖x‖

die zugeordnete Matrixnorm. Damit gilt für den neuen Fehler

‖ek+1‖ ≤ ‖M‖ ‖ek‖.

Hinreichend für Konvergenz ist damit die Existenz einer Matrixnorm mit

‖M‖ < 1.

Die Matrix C wird Vorkonditionierer (Preconditioner) genannt. Sie soll zwei Eigenschaften
erfüllen:

1. Die Matrix-Vektormultiplikation mit C−1 × r soll billig sein.

2. Die Matrix C soll eine gute Approximation zu A sein.

Wählt man z.B. C = I oder etwas besser C = diag A für A s.p.d, dann ist die Operation
C−1×r sehr billig. Die Approximation C ≈ A kann aber schlecht sein. Wählt man hingegen
C = A und τ = 1, dann ist die zweite Eigenschaft best-möglich erfüllt:

M = I − τC−1A = I − A−1A = 0, daher ‖M‖ = 0.

Die Invertierung von C ist jetzt aber genau das ursprüngliche Problem. Ziel ist es, Vor-
konditionierer mit beiden Eigenschaften zu finden.
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Bezug zu Eigenwerten: Annahme, M besitzt ein vollständiges System von Eigenwerten
λi und Eigenvektoren vi. Sei Λ = diag λi, und T die Matrix mit den Eigenvektoren als
Spaltenvektoren. Dann ist

T−1MT = Λ.

Wird der Fehler e0 in der Eigenvektorbasis dargestellt:

e0 =
N∑
i=1

αivi

Für den Fehler ek gilt damit:

ek =
N∑
i=1

αiM
kvi =

N∑
i=1

αi(λi)
kvi.

Genau wenn alle |λi| < 1 sind, konvergiert der Fehler damit für beliebigen Anfangsfehler
e0 gegen 0. Der Spektralradius ist

ρ(M) = max{‖λ‖ : λ ist Eigenwert von M}.

Für jede zugeordnete Matrixnorm gilt

ρ(M) ≤ ‖M‖.

Umgekehrt gilt auch dass
ρ(M) = inf

zug. Matrixnorm ‖·‖
‖M‖.

Falls M diagonalisierbar ist, d. h.
T−1MT = Λ,

mit den Eigenwerten Λ = diag λi und den Eigenvektoren als Spalten von T , dann gilt für
die der Vektornorm

‖x‖ := ‖T−1x‖2

zugeordnete Matrixnorm
‖M‖ = ρ(M)

Beweis:

‖M‖ = sup
x∈Rn

‖T−1Mx‖2

‖T−1x‖2

= sup
x

‖T−1MTT−1x‖2

‖T−1x‖2

=︸︷︷︸
y=T−1x

sup
y

‖Λy‖2

‖y‖2

= max |λi|
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Falls M symmetrisch ist, dann ist M mit einer orthogonalen Matrix diagonalisierbar,
d.h.

‖T−1x‖2 = ‖x‖2,

und es gilt
‖M‖2 = ρ(M).

Für symmetrisch und positiv definite Matrizen F ist die Energienorm und das energe-
tische Skalarprodukt definiert als

‖x‖F :=
√
xTFx

(x, y)F := xTFy

Eine Matrix heißt selbstadjungiert bzgl. dem Skalarprodukt (., .)F falls

(Mx, y)F = (x,My)F

Lemma 12. Falls M bzgl. dem Skalarprodukt (., .)F selbstadjungiert ist, dann gilt

‖M‖F = ρ(M)

Beweis: Es gilt

(Mx, y)F = yTFMx = (x,My)F = yTMTFx, ∀x, y ∈ RN

d.h.
FM = MTF,

d.h. da F = F T

FM = (FM)T .

Für s.p.d. Matrizen F existiert F 1/2: Mit Hilfe der Diagonalisierung F = QTΛQ mit Λi,i > 0
ist

F 1/2 = QTΛ1/2Q

Es ist

‖M‖F = sup
x∈RN

‖Mx‖F
‖x‖F

= sup
x∈RN

‖F 1/2MF−1/2F 1/2x‖2

‖F 1/2x‖2

= ‖F 1/2MF−1/2‖2

Wegen F 1/2MF−1/2 = F−1/2(FM)F−1/2 ist diese Matrix symmetrisch, und es gilt

‖M‖F = ρ(F 1/2MF−1/2) = ρ(M)

2
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Theorem 13. Seien A und C symmetrisch und positiv definit. Damit sind auch C−1 und
AC−1A positiv definit. Es gilt für die Iterationsmatrix M = I − τC−1A:

‖M‖A = ‖M‖C = ‖M‖AC−1A = ρ(M)

Beweis: Die Matrix M ist in den entsprechenden Skalarprodukten selbstadjungiert. Wir
zeigen die Behauptung für (., .)A, die anderen Fälle sind analog:

(x,My)A = yTMTAx = yT (I − τC−1A)TAx = yT (I − τAC−1)Ax

= yTA(I − τC−1A)x = yTAMx = (Mx, y)A

2

Wir nehmen im folgenden an dass A und C s.p.d. sind.
Mit Satz 13 erhalten wir dass (für ρ(M) < 1) der Fehler in den entsprechenden Normen

monoton reduziert wird:
‖ek+1‖A ≤ ρ(M) ‖ek‖A

Allerdings ist der Fehler weder in der ‖·‖A noch in der ‖·‖C Norm tatsächlich berechenbar,
jedoch in der ‖ · ‖AC−1A-Norm:

‖ek‖2
AC−1A = ekAC−1Aek = ‖Aek‖2

C−1 = ‖A(xk − x)‖2
C−1 = ‖Axk − b‖2

C−1

In der einfachen Iteration werden folgende Größen berechnet:

rk = b− Axk

wk = C−1rk

uk+1 = uk + τwk

Damit ist der Fehler
‖ek‖2

AC−1A = (rk)TC−1rk = (rk)Twk.

Dieser Fehler kann mit bloß einem Skalarprodukt an Mehraufwand berechnet werden, und
wird deshalb gern als Abbruchkriterium verwendet. Falls C ≈ A, dann ist auch AC−1A ≈
A, d.h. der Fehler mißt in etwa den Fehler in der Energienorm.

Um den optimalen Dämpfungsparameter τ zu bestimmen benötigen wir Information
über Eigenwerte des verallgemeinerten Eigenwertproblems

Avi = λiCvi

Seien
0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . λn.

Damit gilt auch
C−1Avi = λivi

und
(I − τC−1A)vi = (1− τλi)vi
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Damit sind (1− τλi) die Eigenwerte von M . Der Spektralradius

ρ(M) = max
i
|1− τλi|

ist kleiner als 1 falls

0 < τ <
2

λn

gilt. Er ist minimal falls
1− τλ1 = −(1− τλn),

d.h.

τopt =
2

λ1 + λn
.

Der optimale Konvergenzfaktor ist damit

ρ = 1− τoptλ1 =
λn − λ1

λn + λ1

.

Die Konditionszahl der Matrix C−1A (bzgl. der Norm ‖ · ‖A) ist

κ :=
λn
λ1

.

Damit ist der Konvergenzfaktor

ρ =
κ− 1

κ+ 1
,

was für κ� 1 durch

ρ ≈ 1− 2

κ

angenähert werden kann.
Das iterative Verfahren soll den Fehler (z.B. in der AC−1A-Norm) um einen Faktor ε

reduzieren, z.B. ε = 10−8. Mit der (worst case) Fehlerreduktion pro Schritt kann damit die
maximale Anzahl von Iterationen N bestimmt werden:(

1− 2

κ

)N
= ε,

also

N =
log ε

log(1− 2/κ)
≈ log ε

−2/κ
=
κ

2
log ε−1.

Die (maximal) benötigte Iterationszahl ist proportional zur Konditionszahl, und mit log ε−1

auch proportional zur Anzahl der gewünschten Stellen an Genauigkeit.
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6.2 Das Jacobi-Verfahren und das Gauß-Seidel-Verfahren

Das Jacobi-Verfahren ist ein einfaches Iterationsverfahren mit der Wahl

C = diag A

Damit ist

xk+1
i = xki +

τ

aii

(
bi −

n∑
j=1

ai,jx
k
j

)
.

Falls A s.p.d. ist, sind auch alle Diagonaleinträge von A positiv. Damit ist auch C s.p.d.
Beim Gauß-Seidel-Verfahren hingegen setzt man bei der Residuumsberechnung ri =

bi −
∑

j ai,jxj die bereits neu berechneten Werte xk+1
1 . . . xk+1

i−1 ein:

xk+1
i = xki +

τ

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

ai,jx
k+1
j −

n∑
j=i

ai,jx
k
j

)
.

Schreibt man
A = L+D +R

mit einer strikten linken unteren Dreiecksmatrix L, einer Diagonalmatrix D, und einer
strikten oberen Dreiecksmatrix R, so kann das Gauß-Seidelverfahren als

xk+1 = xk + τD−1(b− Lxk+1 − (D +R)xk)

dargestellt werden. Umformungen lieferen

(D + τL)xk+1 = Dxk + τ(b− (D +R)xk)

und weiter

xk+1 = (D + τL)−1Dxk + τ(D + τL)−1(b− (D +R)xk)

= xk + τ(D + τL)−1(b− Axk)

Das Gauß - Seidelverfahren ist damit ein einfaches Iterationsverfahren mit Vorkonditionie-
rer

C = D + τL.

Beim GS - Verfahren wird meist τ = 1 gewählt. Damit ist der Vorkonditionierer genau die
untere Dreiecksmatrix der Matrix A. Die Diskretisierung von Konvektionstermen führt bei
passender Nummerierung zu Dreiecksmatrizen. Das GS-Verfahren ist deshalb sehr gut zur
Auflösung konvektionsdominanter Probleme geeignet.

Lemma 14. Falls A eine M-Matrix ist, dann konvergieren sowohl das Jacobi als auch das
Gauß-Seidel Verfahren mit der Wahl τ = 1.
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Lemma 15. Falls A s.p.d. ist, dann konvergiert das Jacobi-Verfahren mit einer geeigneten
Wahl des Dämpfungsparameters τ . Das Gauß-Seidel-Verfahren konvergiert für τ = 1.

Beispiel: Bestimmung der Konditionszahl des Jacobiverfahrens für die 1D Poissonglei-
chung. Sei h = 1/n und

(Ax)i =
1

h2

(
− xi−1 + 2xi − xi+1) 1 ≤ i ≤ n− 1

mit x0 := xn := 0. Sei

C = diag A =
2

h2
.

Gesucht sind die Eigenwerte des verallgemeinerten EVPs:

Avi = λiCv
i

Wie bei der Differentialgleichung selbst sind die Eigenvektoren vi = (vij)j=1,...n−1 (diskrete)
Sinusfunktionen:

vij = sin(ijπ/n)

Damit ist

(Avi)j =
1

h2

(
− vij−1 + 2vij − vij+1

)
= . . .

=
1

h2
sin(ijπ/n)(2− 2 cos(iπ/n))

=
2

h2
(1− cos(iπ/n))vij.

Wegen

(Cvi)j =
2

h2
vij

sind die Eigenwerte
λi = 1− cos(iπ/n).

Für großes n ist damit der kleinste Eigenwert

λ1 = 1− cos(iπ/n) ≈ 1−
(
1− 1

2

π

n2

)
=

π2

2n2
.

Der größte Eigenwert ist

λn−1 = 1− cos((n− 1)π/n) = 2− cos(π/n) = 2− λ1 ≈ 2− π2

2n2
.

Damit ist

κ =
λn−1

λ1

≈ 2

π2/(2n2)
=

4n2

π2
= O(n2).
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Der optimale Dämpfungsparameter ist

τopt =
2

λ1 + λn−1

= 1.

Auch für 2D und 3D Problemen mit n Intervallen in einer Richtung ist κ = O(n2). Mit
N = nd Unbekannten ergibt sich damit ein Rechenaufwand von

1D : O(Nκ log ε−1) = O(nn2 log ε−1) = O(n3 log ε−1)

2D : O(Nκ log ε−1) = O(n2n2 log ε−1) = O(n4 log ε−1)

3D : O(Nκ log ε−1) = O(n3n2 log ε−1) = O(n5 log ε−1)

Der entsprechenden Komplexitäten für ein direktes Verfahren unter Ausnutzung der Band-
struktur sind O(n), O(n4), bzw. O(n7). In 1D ist das Jacobi-Verfahren viel langsamer, in
2D bereits vergleichbar, und in 3D viel schneller. Interessant für 2D und 3D Probleme ist
auch der Speicheraufwand O(N).
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6.3 Das Gradientenverfahren

Das Gradientenverfahren ist vergleichbar einfach zum einfachen Iterationsverfahren. Der
Vorteil ist, dass hier der optimale Dämpfungsparameter automatische bestimmt wird. Die
Matrix A muß dazu s.p.d. sein. Wir stellen dazu das lineare Gleichungssystem als ein
äquivalentes Minimierungsproblem dar:

Lemma 16. Sei A s.p.d.. Dann ist das lineare Gleichungssystem

Ax = b

äquivalent zum Minimierungsproblem

min
x∈Rn

f(x) mit f(x) =
1

2
xTAx− bTx

Beweis: Wir berechnen ∇f :

f(x) =
1

2

∑
i,j

ai,jxixj −
∑
i

bixi

Damit ist

∂f

∂xk
=

1

2

∑
i,j

{
ai,j

∂xi
∂xk

xj + ai,jxi
∂xj
∂xk

}
−
∑
i

bi
∂xi
∂xk

=
1

2

∑
i,j

{
ai,jδi,kxj + ai,jxiδj,k

}
−
∑
i

biδi,k

=
1

2

∑
j

ak,jxj +
1

2

∑
i

ai,kxi − bk

=
1

2
(Ax)k +

1

2
(ATx)k − bk

= (Ax− b)k

Der Gradient von f(x) ist das negative Residuum:

∇f(x) = Ax− b

Damit ist die Lösung des linearen GS der einzige kritische Punkt von f . Da die Hessematrix
∇2f = A positiv definit ist, ist der kritische Punkt tatsächlich ein Minimum. 2

Beim Gradientenverfahren verbessert man das aktuelle xk durch einen Schritt in Rich-
tung des steilsten Abstieges, d.h. den negativen Gradienten:

xk+1 = xk − τ∇f
= xk + τ (b− Ax)︸ ︷︷ ︸

p
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Der optimale Dämpfungsparameter wird durch Liniensuche in Richtung p bestimmt:

min
τ∈R

f(xk + τp)

Es gilt

f(xk + τp) =
1

2
(xk + τp)TA(xk + τp)− bT (xk + τp)

=
1

2
τ 2pTApk + τ(Axk − b)Tp+

1

2
(xk)TAxk − bTxk

=
1

2
τ 2pTApk − τpTp+ const

Ableiten und nullsetzen liefert

0 =
df

dτ
= τpTAp− pTp,

d.h.

τopt =
pTp

pTAp
.

Gradientenverfahren:

Wähle Startwert x0

for k = 0, 1, 2, . . .
pk = b− Axk
τk = (pk)T pk

(pk)TApk

xk+1 = xk + τkp
k

Mit der exakten Lösung x∗ gilt:

f(x) = f(x∗) +
1

2
‖x− x∗‖2

A.

Eine Minimierung von f liefert damit auch die bestmögliche Approximation der exakten
Lösung bzgl. der ‖ · ‖A - Norm.

Damit konvergiert das Gradientenverfahren mindesten so schnell wir das Richardson-
verfahren (mit Vorkonditionierer C = I) mit optimaler Wahl des Dämpfungsparameters

τopt,Richardson =
2

λ1 + λn
,

d.h.
‖x∗ − xk+1

Grad.−V erf.‖A ≤ ‖x
∗ − xk+1

Richardson‖A ≤ ρRichardson‖x∗ − xk‖A.
Es konvergiert i.a. aber auch nicht wesentlich schneller. Ein Vorteil ist, dass der optimale
Dämpfungsparameter automatisch gefunden wird.

Orthogonalitätseigenschaft: Der neue Fehler xk+1−x∗ ist A-orthogonal zu der Suchrich-
tung p:

pTA(xk+1 − x∗) = pTA(xk + τoptp− x∗)
= pT (Axk − b) + τoptp

TAp = 0.
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6.3.1 Gradientenverfahren mit Vorkonditionierung

Sei C s.p.d. ein Vorkonditionierer zu A. Das Gleichungssystem Ax = b ist äquivalent zum
transformierten Gleichungssystem

C−1/2AC−1/2︸ ︷︷ ︸
Ã

C1/2x︸ ︷︷ ︸
x̃

= C−1/2b︸ ︷︷ ︸
b̃

,

also
Ãx̃ = b̃.

Das Gradientenverfahren dafür ist

p̃k = b̃− Ãx̃k
τ = p̃T p̃

p̃T Ãp̃

x̃k+1 = x̃k + τ p̃

Es wird jedoch nicht tatsächlich in den transformierten Größen gerechnet, sondern die
Transformation wieder rückgängig gemacht. Man definiert pk = C−1/2p̃k.

Gradientenverfahren mit Vorkonditionierung:

Wähle Startwert x0

for k = 0, 1, 2, . . .
rk = b− Axk
pk = C−1rk

τk = (pk)T rk

(pk)TApk

xk+1 = xk + τkp
k

Aus dem negativen Gradienten rk wird die Suchrichtung pk gebildet.

6.4 Das Verfahren der konjugierten Gradienten

Das Verfahren der konjugierten Gradienten (kurz CG-Verfahren für conjugate gradients)
ist das meist-verwendetste iterative Verfahren für lineare Gleichungssysteme mit s.p.d.
Matrizen A. Ein Iterationsschritt ist nur geringfügig aufwändiger als beim Richardson-
Verfahren, die Konvergenz ist allerdings wesentlich besser.

6.4.1 Projektion auf Unterräume

Beim Gradientenverfahren wurde die exakte Lösung im affin-linearen Raum xk + τp
bestmöglich in der Energienorm approximiert. Seien p0, . . . pk−1 linear unabhängige Vekto-
ren. Wir wollen nun die Lösung x∗ bestmöglich im k-dimensionalen Unterraum

U = span{p0, . . . , pk−1}

annäheren:
min
x∈U
‖x− x∗‖2

A
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Ein x ∈ U wird durch die p-Basis dargestellt:

x =
k−1∑
j=0

pjyj = Py mit y ∈ Rk.

Dabei ist
P = (p1 p2, · · · pk−1) ∈ Rn×k.

Das Minimierungsproblem ist damit

min
y∈Rk
‖Py − x∗‖2

A

bzw

min
y∈Rk

1

2
yTP TAPy − yTP TAx∗ + const

Da P TAP auch s.p.d. ist, ist dies äquivalent zum linearen GS

P TAPy = P T b.

Damit erhält man für x:
x = Py = P (P TAP )−1P T b

Es gilt die Orthogonalität
x− x∗⊥AU

Sei v = Pz ∈ U . Damit gilt

(x− x∗, v)A = (x− x∗, P z)A
= zTP TA

(
P (P TAP )−1P T b− x∗

)
= zTP T b− zTP TAx∗ = 0

Das Residuum ist Rn-orthogonal zu U :

Ax− b⊥RnU

Falls die Basisvektoren pj A-orthogonal sind, d.h.

(P TAP )i,j = (pi)TApj =

{
(pi)TApi falls i = j

0 sonst

dann sind die y und x sehr billig berechenbar:

yj =
(pj)T b

(pj)TApj

und

x =
k−1∑
j=0

pjyj =
k−1∑
j=0

(pj)T b

(pj)TApj
pj
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6.4.2 Das CG - Verfahren

Beim CG - Verfahren wird eine Folge von Unterräumen Uk = span{p0, . . . pk−1} und die
entsprechenden Approximationen zu x∗ bestimmt:

Wähle x0 = 0, r0 = b,
U1 = span{r0}
for k = 1, 2, . . . Konvergenz

1. Bestimme A-orthogonale Basis p0, . . . , pk−1 für Uk
2. Bestimme xk ∈ Uk über

min
x∈Uk

‖x∗ − x‖A

3. Erweitere den Teilraum

Uk+1 = Uk + {rk} mit rk = b− Axk

Wir betrachten nun die Schritte im Detail: Mit Hilfe von Induktion sieht man leicht
folgende äquivalente Darstellungen von Uk+1:

Uk+1 = span{p0, . . . , pk}
= span{p0, . . . , pk−1, rk}
= span{p0, . . . , pk−1, b− Axk}
= span{p0, . . . , pk−1, Axk}
= Uk + AUk

= span{b, Ab,A2b, . . . Akb}

Schritt 1: Die A-orthogonale Basis für Uk+1 wird aus der bereits vorhandenen A-
orthogonalen Basis für Uk−1, und dem Vektor pk gebildet. Den neuen Vektor pk erhält
man durch Gram-Schmidt-Orthogonalisierung:

pk = rk −
k−1∑
j=0

(rk, pj)A
(pj, pj)A

pj.

Damit ist für i < k:

(pk, pi)A = (rk, pi)A −
k−1∑
j=0

(rk, pj)A
(pj, pj)A

(pj, pi)A

= (rk, pi)A −
(rk, pi)A
(pi, pi)A

(pi, pi)A

= 0

Für das Residuum rk gilt
rk⊥RnUk.
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Da AUk−1 ⊂ Uk gilt weiters
rk⊥AUk−1

Da für j ≤ k − 2, pj ∈ Uk−1 liegt, gilt

(rk, pj)A = 0 ∀ j ≤ k − 2.

Bei der Orthogonalisierung fallen damit die meisten Terme weg ! Man erhält

pk = rk − (rk, pk−1)A
(pk−1, pk−1)A

pk−1.

Die neue Suchrichtung kann damit in O(n) Rechenoperationen bestimmt werden.
Schritt 2: Die Näherungslösung xk ist als Unterraum - Bestapproximation gegeben durch

xk =
k−1∑
j=0

bTpj

(pj)TApj
pj

=
k−2∑
j=0

bTpj

(pj)TApj
pj +

bTpk−1

(pk−1)TApk−1
pk−1

= xk−1 +
bTpk−1

(pk−1)TApk−1
pk−1

Die neue Näherungslösung xk erhält man billig aus der vorigen Näherungslösung xk−1.

6.4.3 Das CG - Verfahren mit Vorkonditionierung

Ähnlich wie beim Gradientenverfahren kann auch beim CG - Verfahren die Vorkonditio-
nierung über ein transformiertes GS eingeführt werden. Man erhält das PCG - Verfahren
(preconditioned CG):

Startvektor x0

r0 = b− Ax0. z0 = C−1r0, p0 = z0.
for k = 1, 2, 3, . . .

αk−1 = (zk−1)T rk−1

(pk−1)TApk−1

xk = xk−1 + αk−1p
k−1

rk = rk−1 − αk−1Ap
k−1

zk = C−1rk

βk−1 = (zk)T rk

(zk−1)T rk−1

pk = zk + βk−1p
k−1

In der Schleife wird das xk durch Liniensuche entlang pk−1 bestimmt. Das neue Resid-
dum wird ebenfalls aus dem alten bestimmt. Dadurch wird eine zusätzliche Matrix-Vektor
Multiplikation eingespart. Der Unterraum wird um das vorkonditionierte Residuum z er-
weitert. Zuletzt wird die Orthogonalisierung für die neue Suchrichtung pk vorgenommen.
Das PCG Verfahren benötigt damit pro Iteration nur jeweis eine Matrix - Vektormultipli-
kation mit A und C−1, plus einige Skalarprodukte und Vektor-Vektor Additionen.
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6.4.4 Konvergenzanalysis beim CG - Verfahren

Das Gradientenverfahren ist ein Richardsonverfahren mit automatisch gefundener opti-
maler Schrittweite. Damit kann die Konvergenzrate des Gradientenverfahrens über die
Konvergenzrate des Richardsonverfahrens abgeschätzt werden.

Das CG-Verfahren ist die Bestapproximation im Krylovraum. Der Fehler nach k-
Iterationsschritten ist damit kleiner gleich als der nach k Schritten Richardsonverfahren
mit beliebiger, variabler Schrittweite:

‖x− xkCG‖A ≤ ‖(I − τkC−1A)(I − τk−1C
−1A) · · · (I − τ1C

−1A)(x− x0)‖A

Wird der Fehler u − u0 in Eigenvektoren zerlegt, dann kann die Fehlerreduktion über
die Eigenwerte ausgedrückt werden. Die Eigenwerte von C−1A liegen im Intervall [λ1, λn].
Damit ist

ρk := min
τ1,...τk

max
λ∈[λ1,λn]

Πk
j=1(1− τjλ)

eine obere Schranke für die Fehlerreduktion. Man kann zeigen, dass

ρk ≤ 2

(√
λn −

√
λ1√

λn +
√
λ1

)k
.

Damit wird die notwendige Anzahl an Iterationen von O(κ log ε−1) auf O(
√
κ log ε−1)

reduziert.
Es ergibt sich ein Rechenaufwand von

1D : O(N
√
κ log ε−1) = O(nn log ε−1) = O(n2 log ε−1)

2D : O(N
√
κ log ε−1) = O(n2n log ε−1) = O(n3 log ε−1)

3D : O(N
√
κ log ε−1) = O(n3n log ε−1) = O(n4 log ε−1)

6.5 Mehrgitterverfahren

Beim Mehrgitterverfahren werden neben dem Diskretisierungsgitter noch weitere, gröbere
Hilfsgitter verwendet. Damit erreicht man Vorkonditionierer mit relativer Konditionszahl
κ(C−1A) = O(1) und Rechenaufwand zur Anwendung von C−1 von O(N), also optimale
Vorkonditionierer.

Die Idee ist wie folgt: Betrachten wir die 1D Poissongleichung mit Dirichletrandbedin-
gungen. Das Jacobiverfahren mit Dämpfung τ = 0.5

I − 0.5C−1A

hat die Eigenvektoren und Eigenwerte

vi = (sin
ijπ

n
)j=1,...n−1 λi = 1− 0.5 cos(

iπ

n
).
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Für kleine i, also für niederfrequente Funktionen, ist der Fehlerreduktionsfaktor nahe 1,
das heißt die entsprechenden Fehleranteile konvergieren sehr langsam. Für i > n/2, also für
hochfrequente Funktionen ist die Fehlerreduktion kleiner 0.5. Hochfrequente Fehler werden
damit schnell ausgedämpft. Der Fehler ist nach wenigen Iterationen eine glatte Funktion.
Iterationsverfahren mit dieser Eigenschaft nennt man demnach Glätter (bzw. Smoother).

Das Jacobi-Verfahren wird nun mit einem zweiten Verfahren kombinert, welches für
glatte Fehler schnell konvergiert.

Wir wählen interpolierte, stückweise lineare Funktionen auf einem doppelt so groben
Gitter. Hat das feine Gitter z.B. 8 Intervalle, und das grobe 4 Intervalle. Dann ist eine
Basis für den Grobgitterraum:



1/2
1

1/2
0
0
0
0


,



0
0

1/2
1

1/2
0
0


,



0
0
0
0

1/2
1

1/2


,


Wir definieren die Matrix P mit den Basisfunktionen als Spaltenvektoren:

P =



1/2 0 0
1 0 0

1/2 1/2 0
0 1 0
0 1/2 1/2
0 0 1
0 0 1/2


Eine auf dem groben Gitter gegebene diskrete Funktion kann mit der Matrix P auf das
feinere Gitter prolongiert werden. Man nennt P deshalb die Prolongationsmatrix.

Sei uk die aktuelle Iterierte. Die nächste Iterierte soll sich durch einen Korrekturschritt
im Grobgitterraum ergeben, und den Fehler in der Energienorm minimieren. Ähnlich zu
Abschnitt 6.4.1 erhält man den Grobgitterkorrektur - Schritt

xk+1 = xk + P (P TAP )−1P T (b− Axk).

Dieser kann wie folgt interpretiert werden:

1. Multiplikation mit P T . Damit wird das Residuum b−Axk vom feinen Gitter auf das
gröbere Gitter restringiert.

2. Die Matrix P TAP ist (bis auf Skalierung) genau die Poisson - Matrix auf dem
gröberen Gitter. Man löst damit das Defekt-Problem auf dem gröberen Gitter.
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3. Mittels P wird der Korrekturschritt wieder vom groben Gitter auf das feinere Gitter
übertragen

Da gerade niederfrequente Funktionen am Grobgitter gut darstellbar sind, ist die Grob-
gitterkorrektion eine ideale Ergänzung zum Glätter. Eine mögliche Zusammensetzung der
Schritte ist

xk+1/3 = xk +D−1(b− Axk)
xk+2/3 = xk+1/3 + PA−1

H P T (b− Axk+1/3)

xk+1 = xk+2/3 +D−1(b− Axk+2/3)

Dabei ist D = 2 diag{A} der gedämpfte Jacobi - Vorkonditionierer, und AH = P TAP die
Grobgitter-Matrix. Durch die Anwendung des Glätters vor und nach der Grobgitterkor-
rektur ist der Vorkonditionierer der zusammengesetzten Iteration wieder symmetrisch.

Dies ist das sogenannte Zweigitterverfahren. Es benötigt die Invertierung der kleine-
ren Matrix AH am gröberen Gitter. Um auch diesen Aufwand zu reduzieren, kann die
Zweigittermethode rekursiv zu der Mehrgittermethode fortgesetzt werden. Angenommen,
wir haben L hierarchisch geschachtelte Gitter, und Matrizen A1, . . . AL. Dabei ist A1 die
sehr kleine Matrix am gröbsten Gitter, und AL die eigentliche Diskretisierungsmatrix am
feinsten Gitter.

Eine rekursive Darstellung des Mehrgitterverfahrens mit einem Vorglättungsschritt und
einem Nachglättungsschritt ist:

MGML (in: b, in/out: x)

Falls L = 1:
x = A−1

1 b
sonst

x := x+D−1
L (b− ALx)

r = b− ALx
rc := P T

L r
xc = 0
MGML−1(xc, rc)
x := x+ PLxc
x := x+D−1

L (b− ALx)

Da die Anzahl der Unbekannten auf den gröberen Gittern geometrisch abnimmt, erhält
man sehr leicht den gesamten Rechenaufwand (z.B. für 2D Probleme):

N +
1

4
N +

1

42
N + . . . = O(N)

Die Konvergenzrate des Mehrgitterverfahrens ist unabhängig von der Problemgröße, d.h.
κ{C−1A} = O(1). Ein Beweis dafür benötigt jedoch tiefgehende Analysis.
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