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1 Lineare Partielle Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

Eine partielle Differentialgleichung (PDG) ist eine Gleichung zur Bestimmung einer Funkti-
on u = u(xy, s, ... 1x4), die neben der Funktion u auch partielle Ableitungen von u enthélt.
Ublicherweise wird u auf einem beschréinktem Gebiet Q@ C R? gesucht. Eine PDG heifit
linear, falls v und alle Ableitungen von u nur linear auftreten.

Viele technische Aufgabenstellungen fithren zu linearen PDGn zweiter Ordnung. Die
allgemeine Form (in divergenter Darstellung) lautet: Gesucht ist u € C?(Q) so dass

_ Z ai] (azj 8:51 Zb (‘9:}52 (ZL’)U(Z‘) = f(q;) (1)

17]

Die Funktionen a;; € CY(Q), bi,c,f € C(Q) sind dabei gegeben. Je nachdem ob die
Matrix A = (a;;) positiv definit, semi-definit oder indefinit ist ergibt sich entscheidend
das Verhalten der PDG. Wir klassifizieren die PDG nach der geometrischen Form der
Losungsmenge von

—Za,j §Z€]+Zb )& + c(x) = const

1,7=1
Falls

e A positiv oder negativ definit ist, dann ist die Losungsmenge eine Ellipse. Die PDG
heif}t elliptisch.

o falls A indefinit ist, dann ist die Losungsmenge eine Hyperbel. Die PDG heifit hyper-
bolisch.

o falls A semidefinit ist, und b7¢ fiir £ € Kern (A) nicht verschwindet, dann ist die
Losungsmenge eine Parabel. Die PDG heif$it parabolisch.
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o falls A = 0 und b # 0, dann degeneriert die PDG zweiter Ordnung zu einer PDG
erster Ordnung.

Je nach Typ der Gleichung werden noch unterschiedliche Randbedingungen benotigt.
Wir werden im folgenden relevante Spezialfiille dieser vier Grundtypen von PDGn un-
tersuchen.

2 Elliptische Partielle Differentialgleichungen

Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet. Eine elliptische PDG benétigt eine Randbedingung
in jedem Punkt des Randes von 2. Der Rand I' = 02 bestehe aus den beiden Teilen I'p
und I'y.

Wir betrachten als Spezialfall A =1, b = 0, ¢ = 0. Damit erhélt man die Poissonglei-

chung
—Au(z) = f(z) Ve (2)

Dabei ist A := Z?Zl ;—; der Laplace-Operator. Fiir f = 0 heiflt die Gleichung Laplaceglei-
chung. Z

Mogliche Randbedingungen sind Bedingungen an den Funktionswert (genannt Dirichlet
- Randbedingung), oder an die Normalableitung (genannt Neumann - Randbedingung).
Wir stellen jeweils eine dieser Randbedingungen am entsprechenden Teil des Randes I':

Dirichlet - Randbedingung:

u(z) =uy(z) Veelp (3)
Neumann - Randbedingung;:

ou

%(1’) =g(zr) Vazely. (4)

Dabei ist die Normalableitung g—z =n-Vu= Zle nig%f_, mit n der duere Normalvektor
auf I
Die gegebenen Daten sind

f € O(Q)a Ug € O(FD)> g€ C(FN)

Damit die Gleichung (2) mit den Randbedingungen (3) und (4) wohldefiniert ist, wird die
Losung im Raum

u€ C*)NCHQAUIN)NC(QUTY)
gesucht. Falls der Rand des Gebietes hinreichend glatt ist, existiert eine Losung. Zudem
erhélt man die Regularitédtsabschétzungen:

||UHC’S+2(Q) < Hf| cs(Q) T ||g| os+1(ry) T ||Ug| Cs(T'p)

fiir geeignete s > 0. Die Losung u ist somit um zwei Ordnungen glatter als z.B. die rechte

Seite f.



2.1 Modellierung

Die Poissongleichung ist ein Modell fiir stationére Diffusionsprozesse. Wir leiten zuerst die
Gleichung in 1D ab.

Wir wollen die Temperaturverteilung in einem diinnen Stab bestimmen. Warmequellen
(z.B. durch elektrischer Strom) fithren Wérme zu. Der Stab sei am Mantel isoliert, und
Austausch geschieht nur iiber die Enden des Stabes. Dort ist entweder die Temperatur
vorgegeben, oder der (z.B. aus Messungen bestimmte) Warmefluss.

Wir nehmen an dass alle Grossen iiber den Querschnitt konstant sind. Damit kann der
Stab eindimensional modelliert werden. Der Stab erstreckt sich iiber das Gebiet 2 = (a, b).

Die involvierten physikalischen Gréflen sind:

Temperatur  T(x) [Kelvin] gesucht
Wérmefluss  q(x) [Joule/sec] gesucht
Wiérmequelle f(x)  [Joule/(sec m)] gegeben

Der Warmefluss gibt an, wieviel Energie pro Zeiteinheit den Punkt z passiert. Die
Wiérmequelle gibt an, wieviel thermische Energie pro Zeiteinheit pro Léngeneinheit ge-
neriert wird.

Als Randbedingung kann an jedem Randpunkt (d.h. in {a, b}) entweder die Temperatur
T'(x), oder der Warmefluss g(z) vorgegeben werden.

Das Fourier’sche Gesetz gibt an, dass sich der Warmefluss proportional zur (negativen)
Ableitung der Temperatur verhélt, d.h.

q(r) = —kT"(z). (5)

Der Wirmeleitkoeffizient £ muss durch Messungen bestimmt werden.
Ein Grundprinzip bei der Modellierung ist das Aufstellen von Bilanzen, z.B. der Ener-
giebilanz. Sei dazu B = (¢, d) ein beliebiges Teilintervall von 2. Dann gilt

Erzeugte Energie in B pro Energieabfluss durch 0B
Zeiteinheit pro Zeiteinheit

Die Energiebilanz kann mathematisch angegeben werden als

d
/ f(@)de = g(d) — q(c)
Die Vorzeichen bei ¢() kommen zustande, da am rechten Rand positives ¢ Ausfluss aus B

bedeutet, wihrend am linken Rand negatives q.
Wir nehmen an dass ¢ aus C* ist. Dann gilt

2(d) — qlc) = / { (2)d,



also

/Cdf(x)dx = /Cd ¢ (z)dz.

Da die Energiebilanz fiir beliebige Intervalle (¢, d) aus © gilt (und die beteiligten Funktionen
als stetig angenommen werden), folgt daraus

flx)=q(z) Vze. (6)
Fiigen wir nun (5) und (6) zusammen, so erhalten wir

—%(k%T) = f(z) Vzeq

Die beiden moglichen Randbedingungen sind

e Temperatur vorgegeben, d.h.

T(z) =Theg(x) Vzelp

o Wirmefluss vorgegeben, d.h.

or

n(x)q(x) = —k(ac)% = g(x) Vzely

Dabei ist g(z) als der nach auflen flieBende Warmestrom definiert. Der Normalvektor n ist
dabei —1 fiir x = a, und +1 fiir x = b.

2.1.1 Modellierung in 2D

Wir modellieren stationdre Wiarmeleitung in einer diinnen Platte. Alle Groflen seien iiber
die Dicke konstant. Deshalb reicht es, die Mittelfiche @ C R? zu betrachten. Jetzt wird
auch Wirmeaustausch nach oben bzw. unten mit der Umgebung betrachtet.

Die involvierten physikalischen Grofien sind (fiir z € §2):

Temperatur T(z) [Kelvin] gesucht
Wérmefluss q(z) = (q1(x),q2(x)) [Joule/(sec m)]  gesucht
Umgebungstemperatur  To(x) [Kelvin] gegeben
Wérmequelle f(z) [Joule/(sec m?)] gegeben

Der Wérmefluss ist nun wie folgt definiert: Sei L ein Linienstiick mit (beliebig orien-
tiertem) Normalvektor n. Dann ist
/ q(z) -ndx
L

die Warmemenge, die pro Zeiteinheit durch das Linienstiick (in die durch n definierte
Richtung) fliefit.



Das Fourier’sches Gesetz gilt nun fiir den Warmeflussvektor:
q(x) = —kVT (7)

Dabei ist der Gradient V1 = <8z1 e ng) (x).
Der Energieabfluss in die Umgebung unterhalb und oberhalb der Platte sei durch ein
lineares Warmeiibergangsgesetz (mit Warmeiibergangskoeffizienten o > 0) beschrieben:

r(z) = a(T — Tp)

Sei nun B C () ein beliebieges Kontrollvolumen. Die Energiebilanz lautet nun

Energieabfluss aus B
= in Umgebung pro +
Zeiteinheit

[Bf(x)d$=[gr(w)+/an(x)-ndx

Mit dem Satz von Gauf, d.h.
/diqux:/ q-ndx,
B OB

[ sz = [ 1)+ [ divow)do

Da wiederum B beliebig war (und die Funktionen stetig sein sollen) erhélt man wiederum

f(x) = r(z) + div g(2)

Setzen wir die Terme fiir ¢(x) und r(x) ein, so erhalten wir

Erzeugte Energie in
B pro Zeiteinheit

Energieabfluss durch
0B pro Zeiteinheit

also

erhalt man

—div(kVT)(z) + oT(x) = f(z) + oTo(x) Va e Q.
Mogliche Randbedingungen sind wieder

e Dirichlet - Randbedingung

oTr
—k:a—n( x) = g(x) Vo ely.



2.2 Diskretisierung mittels finiter Differenzen

1D Modellgleichung. Es sei © = (a,b). Wie wéhlen beispielsweise I'p = {a} und I'y = {b}.
Damit ist die Aufgabenstellung: Gesucht v € C?(a,b) N C*(a,b] N Cla,b] so dass

—u" = f(x) V€ (a,b),
u(x) = ug(x) r=a,
@) =gle)  w=b
Wir wollen die Gleichung numerisch approximieren. Dazu unterteilen wir das Intervall
gleichméfig in n Teilintervalle der Linge h = b_T“ Wir suchen N&herungen zu u in den

Punkten
xlza+zh iE{O,l,...,n}

Wir definieren die Mengen

w = {z;:0<i<n},
v = wNlp,w=wnly, y=wnl
wo = W\,
w = w\Yp-
also in unserem konkreten Beispiel vp = {z¢} und w = {21, ..., z,}. Da die Funktions-

werte in den Punkten aus vp gegeben sind, sind nur die Funktionswerte in den Punkten
aus w wirklich unbekannt.
Wir definieren den Raum von Gitterfunktionen auf w (und analog auf @, und ~p) als

b(w) = {u:w = R} = {(ua, ..., u,) € R}

Die Gitterfunktion wird mit den Knotenwerten w1, ... u, identifiziert Bei der Methode der
finiten Differenzen werden Ableitungen durch finite Differenzenquotienten ersetzt.

Lemma 1. Es sei u € C*. Dann gilt

u'(x) = % [u(z — h) — 2u(x) +u(z + h)] — %u(4) (€)

mit £ € (x — h,z + h).

Beweis: Mittels Taylorentwicklung mit Restgliedabschétzung erhalten wir

ulx—h) = u(z)—hd'(z)+ 1hQu”(:c) — lh3u(3)<l’) + ih4u(4) (&)

2 6 24
1 1 1
wlx+h) = u(x)+hu'(z)+ §h2u"($) + éh?’u(s)(x) - ﬂhﬁ‘u(@ (&)

mit § € (x — h,z) und &, € (z,z + h). Damit erhalten wir fiir
1
u(z — h) — 2u(z) + u(z + h) = h*u"(z) + ﬂh4 [u(4) (&) +u® (&)],
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und letztlich mit dem Zwischenwertsatz
1

1
ﬂfﬁ [u®(&) +u V()] = Eh4u(4) (&)

mit £ € (§,&,) die Aussage. O
Die finite Differenzen - Approximation ist nun definiert als

Gesucht ist uy, € l(@), so dass

% [—up(z — h) + 2up(z) —up(z + )] = f(x) Vo e wy
up(z) = uy(x) Vzeqyp
(e — i) b u@)] = gz) Voo

Fiir die Neumann’sche Randbedingung verwenden wir einen einseitigen, ins Gebiet gerich-
teten Differenzenquotienten.
Definieren wir u; = uy(z;), dann ist das das lineare Gleichungssystem

1 Ug #ug

-1 2 -1 ( J1

1 —1 2 —1 U9 fg
-1 2 -1 Up—1 fn—l

-1 1 Un, %gb

Da wu; am Dirichlet-Rand bekannt ist, kénnen diese Variablen auf die rechte Seite ge-
bracht werden, die entsprechenden Gleichungen entfallen:

2 —1 Uy f1+%uo
—1 2 —1 U2 f2
1 . . . . .
2 e : - : (9)
-1 2 -1 Un 1 far

Dies ist ein Gleichungssystem mit einer symmetrisch, positiv definiten Matrix. Diese Ei-
genschaft ist typisch fiir Diskretisierungen von Diffusionsproblemen. Allerdings erhélt man
nur in 1D Tridiagonalmatrizen.



Stencil-Schreibweise fiir Differenzenoperator:
(-1 2 —1Ju(z) = —u(zx —h) + 2u(x) —u(z + h)

Damit kann die Gleichung im innern als

1
ﬁ[_l 2 —1u(zx)=f(xr) Vzeuw,
und am rechten (!) Neumann-Rand als
1
Flet 1 Ju(@)=g(@)  Vzegw

geschrieben werden.

Die Neumann’sche Randbedingung wird mit einem einseitigen Differenzenquotienten
approximiert. Genauer wére der zentrale, doch dieser wiirde auch eine Approximation
auferhalb des Gebietes benttigen. Hier hilft folgender Trick:

h 1 1 1

—u'(z)~ —[-1 0 Ju(z)+=—=[-1 2 —1u(z)==[-1 1 0Ju(x).

, h— ~~
w(@) =3 oh 2h h

D.h., der einseitige Differenzenquotient ist eine genauere Approximation fiir v’ — %u” (x) =
g(x) + % f(z). Das heiit, wir ersetzen im Gleichungssystem lediglich die rechte Seite:

2 -1 Uy Ji+ h—lguo
1 —1 2 -1 (%) f2
-1 2 -1 Up—1 fn1

Eine anschauliche Erklarung fiir das % fn ist, dass die Quelle im letzten Intervall (z,_1,z,)
zur Hilfte auf die beiden Knoten aufgeteilt wird.
Beispiel: Lose die Differentialgleichung: u € C?%(0,1) N C*(0,1] N C[0, 1] so dass
=1 Va e (0,1),
u(z) =1 r =0,
u'(x) =0 r=1.
Der Ansatz u(x) = —32* + A+ Bz mit A, B € R 16st die Differentialgleichung im Gebiet.
Durch die beiden Randbedingungen

= u(r)|z=0 = A
0 = ¥W(¥)|s=1=(—2+B)e=my =B—1
erhdlt man A =1 und B =1, d.h.
L

—1ta— a2
u(z) to- g



Wir 16sen die Differntialgleichung mittels finiter Differenzen, z.B. mit n = 4 Teilintervallen.
Damit ist h = 1/4. Das Gleichungssystem ist

2 —1 (751 f1+hi2u0 1+421
-1 2 -1 u f: 1
2 2 | _ 2 _
-1 1 Uy F0b + 31 0+41/2
Die Auflésung des Gleichungssystems liefert
7 12 15 16
Uy + 32, U9 + 32, Us + 32, Uy + 392

Die Werte sind genau die Knotenwerte der exakten Losung u(x) =1+ x — %:L‘Q. Die-
ser gliickliche Umstand kommt daher, da die Differenzenquotienten fiir die quadratische
Losungsfunktion exakt ist.

2.2.1 Finite Differenzen in 2D

Betrachten das Gebiet Q = (0,1)2%. Die Methode der finiten Differenzen kann zwar fiir
allgemeinere Gebiete erweitert werden, doch andere Methoden sind dazu besser geeignet.
Gesucht: u € C*(Q)NCHQUTN] N C(Q) so dass

—Au(z) = f(x) Ve,
u(x) = uy(z) Vo elp,
%(x) = g(z) Vaoely.

Wiihlen I'y = {1} x (0,1), und I'p = 90 \ 'y
Unterteilen das Gebiet in beiden Richtungen in n Intervalle, h = 1/n. Die Knoten sind

jetzt
z;; = (ih,jh)  Vi,j€{0,1,...,n}

Die Knotenmengen sind jetzt
w:{.’ﬂi’j Ii,j S {O, n}},

und weiter sind

wp = w09,
v = wNTp,
w = wnN(@Q\Tp),
w = @\,

die Knoten im inneren des Gebietes, auf den Dirichlet- bzw. Neumannréindern, und die
Knoten nicht am Dirichletrand. Knoten beim Zusammentreffen von Dirichlet- und Neu-
mannrand werden als Dirichletrand behandelt.



Die A-Operator wird wieder mittels Differenzenquotient approximiert:

Pu  *u 1
T o ﬁ<—u($—h,y)+2u($,y)—U($+h,y))
1

—Au(z) =

Der Term auf der rechten Seite wird durch den 5 Punkte - Stencil (5 - Punkte - Stern)

—1
-1 4 -1 u(z,y)
—1

_Ahu(aja y) = ﬁ

schematisch dargestellt. Fiir die Neumann-Randbedingung wird wieder der zentrale Diffe-
renzenquotient in Verbindung mit Au verwendet. Fiir Punkte am rechten Rand gilt

. —1
h ou h 1 1
S —ZA ~ — | -1 1 — | -1 4 -1
g+5f an(ﬂf,y) 5 u(z,y) 5% Q U(ﬂf,y)+2h » u(z,y)
1
1 2
= E —1 _21 : U(Q?,y)
2

Die Methode der Finiten Differenzen ist nun definiert als: Gesucht ist u € l3(w) so dass
die diskreten Gleichungen im inneren

1

ﬁ -1 4 -1 U(l‘,y) :f(xay) V(%y) € Wo,

-1
die Dirichlet Randbedingungen
u(z,y) = ug(z,y)  V(z,y) € b,

und die Neumann Randbedingungen

1 1
ﬁ -1 2 ' U(ZL‘, y) = Eg(w7y) + §f<x7y) V(ZE, y) € TN, “rechts”

erfiillt sind.

Beispiel: Unterteilen das Einheitsquadrat (0,1)? in 3 x 3 Intervalle. Die Knoten x; ; und
entsprechend die Unbekannten w;; werden linear nummeriert, z.B. von links unten nach
rechts oben:
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Ug Y10 Y11 U2
s Ug U7 Us
Ul LI2 U3 U4

Die Knoten 6,7, 10, 11 liegen im inneren w,, die Knoten 8,12 am (rechten) Neumannrand,
die restlichen am Dirichletrand. Das Gleichungssystem fiir die Unbekannten lautet damit

4 -1 . -1 : . Ug fﬁ + h72(U2 + U5)
-1 4 -1 - =1 - ur fr 4+ h2us
i . —1 2 . . —% us _ %fg + %gg + %h_2U4
2y -1 - - 4 -1 - U1g fro + h 72 (ug + ura)
- -1 - -1 4 -1 u11 fi1+ R w5
: —% - -1 2 U12 %fu + g2 + %h72u16

Auch diese Matrix ist symmetrich und positiv definit. Die Gesamtgrofe ist N ~ n?. Bei
lexikographischer Anordnung der Unbekannten ist die Bandbreite der Matrix b = 2n. Wird
zur Losung ein Cholesky-Verfahren unter Beriicksichtigung der Bandstruktur verwendet,
dann benétigt die Faktorisierung O(Nb?) = O(n*) Rechenoperationen.
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2.3 Konvergenzanalysis

Wir diskutieren zuerst den abstrakten Rahmen zur Konvergenzanalysis, und wenden die
Technik dann auf Finite Differenzenverfahren an.

2.3.1 Das Approximationsschema

Wir betrachten das abstrakte Problem: Gegeben seien
e der Losungsraum X
e der Datenraum Y
e der Operator A: X — Y.
Fiir ein gegebenes y € Y ist nun ein x € X gesucht, so dass
Az =y. (12)
Bsp.: Die elliptische Differentialgleichung in 1D (aus Kapitel 2.2) ist von dieser Struktur:

X = C*(a,0)) nC*((a,b]) N C([a, b])
Y = C((a,b)) x RxR

Die Daten sind hier die rechte Seite im Gebiet, Dirichletwerte und Neumannwerte (£, u,, g).
Der Operator A beinhaltet den Differentialoperator im Gebiet, und die Randwerte der

Funktion:
A: X >Y :uw— (—u" u(a),u' (D))

Analog zur unendlich-dimensionalen Operatorgleichung stellen wir ein diskretes Pro-
blem mit

e dem diskreten Losungsraum X,
e dem diskreten Datenraum Y}
e dem diskreten Operator A, : X, — Y),.

Das diskrete Problem ist: Gegeben ist ein y, € Y}, gesucht ist ein x;, € X}, so dass
Apzn = yn
In unserem Beispiel ist

Xy, = lz(wh):
Y, = lQ(Wh):

{(up(z1), .. up(zn)) }=(ug, ..o uy,) € R?
{ ! ,%f(xn) + %gb)}ﬁR”



Der diskrete Differentialoperator ist

1 [« 2 —1up(zy) i=1
Apun (i) = -1 2 —1jup(z;) 2<i<n-1

Um eine Verbindung zwischen dem unendlich-dimensionalem Problem und dem diskreten
Problem herzustellen, fithren wir Interpolationsoperatoren ein:

¥ X=X,
I Y=Y,
In unserem Beispiel:
Iii( : U’() = (U(l‘l), SR ,U(ZL‘n))

und

I (F g g) = AU G0) + gt £, 5 () + 2 0)

Das Zusammenhang der Rdume und Operatoren kann durch das sogenannte Approxima-

tionsschema dargestellt werden:
A

X — Y
L (13)
X, 2 vy,

Die diskreten Daten ergeben sich als y;, = I)y.

Es soll der diskrete Fehler
Iyx — xp, € X},

beziiglich der Norm in X} abgeschétzt werden. Dazu betrachten wir zuerst das diskrete
Residuum in Y}:

Ap(Xw —x,) = Apli¥az — Ay,
= Awlix =y,
= ALY -1y
= Az — 1) Ax
Das diskrete Residuum ist also die Differenz zwischen diskreten Operator angewandt auf
die interpolierte Losung, und der Interpolation des unendlich-dimensionalen Operators
angewandt auf die Losung. Diesen Ausdruck bezeichnet man als Konsistenzfehler.

Um vom Residuum auf den diskreten Fehler zu schliefen, benotigen wir die Norm des
diskreten Losungsoperator A,:lz

17w —2llx, = 145" Au(ly = — 2)llx,
< A Ive—x, - AT 2 = @),
= |4 vi—x, - [[AnLy @ = I Azlly,

vV TV
Stabilitit Konsistenzfehler
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Um den diskreten Fehler abzuschétzen, benttigen wir also Konsistenz auf der Losung =,
und Stabilitédt des diskreten Problems. Stabilitéit bedeutet, dasss die Losung stetig von den
Daten abhéngt.

2.3.2 Sobolev-Normen und die Friedrichs - Ungleichung

Die Lo-Norm am Intervall (a, b) ist definiert als

b
[0l = [ oP(e) d
Die H'-Norm wird definiert als

Wl @y = N0 ) + 10117 -

Wird die Lo-Norm der Funktion selbst weggelassen, so erhilt man die H!-Halbnorm

b
M@mz/qum

Eine Halbnorm besitzt alle Eigenschaften einer Norm bis auf Definitheit: |v|g1 = 0 impli-
ziert nicht v = 0. Gegenbeispiele sind genau alle konstanten Funktionen. Allgemeiner ist
die H™-Norm definiert als

||U||§1m(a,b) = Z ||U(k)||%2(a,b)-
k=0

Diese Normen werden als Sobolev-Normen bezeichnet. Der entsprechende Raum aller Funk-
tionen, fiir die diese Norm endlich ist, wird als Sobolevraum H™ bezeichnet. Sobolev-Raume
spielen bei partiellen Differentialgleichungen eine zentrale Rolle.

Falls zusétzlich v(a) = 0 vorausgesetzt wird, dann wird die Halbnorm zu einer Norm.
Dann kann die Lo-Norm der Funktion durch die Ls-Norm der Ableitung abgeschétzt wer-
den. Dies ist die

Lemma 2 (Friedrichsungleichung). Es sei v € C'([a, b]) mit v(a) = 0. Dann gilt

(b—a)
V]| Ly(ap) < 7 1Vl L (a,p)-

Beweis: Es gilt
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Mit Cauchy-Schwarz erhalten wir

o(z) = /:1-vf(s>ds
< / Bt ds) v ( / C(s)? ds> v
< oo (f R i) "

= (2= a)"*]V'l|za(a

IA

Um ||v||, abzuschéitzen, muss noch integriet werden:

b b
[l = [ o@Pdrs [@-a)de 101

1

= 56— )2

Fiir die diskreten Réume l5(w) definieren wir diskrete Sobolev-Normen. Die Integrale
werden durch Integrationsformeln ersetzt, die Ableitungen durch Differenzenquotienten.
Konkret erhalten wir

n
nll sy = Y vn(:)?,
1=0

1 n
|Uh|%11(a,b),h = 7 Z (vn () — Uh($i-1))2-
=1

Analog werden auch Skalarprodukte definiert:

(h, 08) Ly = B un(zi)on(a:),
=0

1 n
(un, Uh)%il(a,b),h - Z (Uh(%‘) - Uh(l"z'—l)) (Uh(ﬂfi) - Uh(l"z'—l))-
i=1
Auch die Friedrichsungleichung 148t sich ins diskrete {ibertragen:

Lemma 3 (diskrete Friedrichsungleichung). Es sei vy, € lo(@) mit v(a) = 0. Dann gilt

(b—a)
[onll 2 (@0 < 7 [0] 1 a.) -

Beweis: Analog zu Lemma 2, Ubung.
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2.3.3 Das Approximationsschema bei Finiten Differenzen

Zuerst zeigen wir einen elementaren Zusammenhang zwischen diskretem Operator und dem
H?' - Skalarprodukt. Es gilt

Lemma 4 (Symmetrische Darstellung). Fiir uy, vy, € lo(@) mit u(zg) = v(xg) = 0 gilt
(Apun, vp)ron = (Wn, Up) a1 (14)

Beweis: Wir setzen u; = u(x;) und v; = v(z;) fiir i = 1,...n, und definieren ug = vy = 0.
Es gilt

(Apun, vp),n = hZ(Ahuh)(il?i)"Uh(xi)

=1

n—1
1 h
= hz ﬁ( — Wit + 2u; — uig1)v; + ﬁ( — Up—1 + Upn)Up
i—1

1 1
= 3 - (us — ui—1)v; + N 2 (i — wig1)v; + E(un - un—l)vn
1< 1 <
= 7 (Uz uz—l)vi + 7 < (Uz—1 Uz‘)Uz'—1
i=1 =2
LS — ) — w11
= 7 Ui — Ui—1 )V — Vj—1
h i=1
= (Un, Un)E1 1

O
Diese Umformung erinnert an partielle Integration: Der Term (Apup, vp)r, n entspricht

f: —u"vdx, der Term (up,vp)sy entspricht [u'v'dz. Das fehlen der Randterme héngt
mit dem Einbau der Randbedingungen zusammen.

Wir haben bereits bemerkt, dass die Matrix A symmetrisch ist. Aus obiger Darstellung
folgt auch, dass sie positiv definit ist. Sei v € R" der zu uy, € lo(w)={v € l2(@) : vu(zo) = 0}
gehorige Vektor von Knotenwerten. Dann gilt fiir uy, # 0

huTAu = (uh,Auh)L27h = ’uhﬁil,h i Huh||%2,h > 0.

Damit ist auch die Invertierbarkeit von A gezeigt.
Wir werden die Stabilitdt von Aj, begziiglich der Normen

lunllxi = Nunllzon,

[fnllyi = [ fallzan

zeigen.
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Lemma 5 (Stabilitéit). Es gilt
14; =, < e,

wobei ¢ > 0 eine von h unabhingige Konstante ist.

Beweis: Fiir gegebenes f;, sei uy die Losung von Apuy, = fi,. Einerseits gilt mit Cauchy-
Schwarz bzgl dem Skalarprodukt (.,.)r, s

(Anun, wn)Lon = (fos un)Lon < || fall Lo [[unllzon,
andererseits gilt mit der diskreten Friedrichsungleichung (mit ¢; = 2/(b — a))
(Aptn, un)Lon = lunlin g, > ¢ [|unllZ,-

Damit haben wir )

[unl|Z, .5 < alluhlng,h I fullLon

Kiirzt man durch ||uy|| und setzt ¢ = 1/¢;, so erhélt man die Aussage. O

Lemma 6 (Konsistenz). Falls u € C*([a,b]) ist, dann gilt fiir den Konsistenzfehler:
AL w — 1) Aully, < C(u)h*/?,
wobei C(u) ein von der Losung u abhdngiger Faktor ist.

Beweis: Es gilt

(1) — u(zs) i =1
Aplifu=q —ppu(rion) + mu(r;) — pu(rin 2<i<n—1
— a5 u(Tn—1) + pru(zy,) i=n

Mit Au = (—u",u(a), v (b)) = (f,uy, g) gilt

fl@) + 5y, i=1

Iy Au= I (f,ug,9) = § flai) 2<i<n-—1
g+ 3f(z,) i=n
—u(z1) + pu(ze)  i=1
= —u"(x;) 2<i<n-1
Fu (z,) — 3u" () i=mn

Damit haben wir mittels Taylorentwicklung im Punkt z; (siche Lemma 1)
2

1 h
|(ApTi u— Iy Au)(ar)| = |25 (mul@o) + 2u(@) — ulz2)) +u(21)] < 5 (nax [ (€)]
Z0,T2
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und analog auch fir 2 <:<n-—1

h2
(ARl u— IhAU)(xz)\—! (—u(@i1) + 2u(zi) — u(®ig1))—u" (z)) S 75 e X }!u(“)(é")\-
Ti—1,Ti41

Fiir den Punkt z,, erhalten wir mittels Taylorentwicklung (Ubung !)

|(An Ty u—1Iy AU)(«%)I*I (—u(@n1) +u(zn))— max  |u®(€)]

66[5’371—175371]

h
6

Die Y;,-Norm des Residuums ist
ARl w— Iy Aully, = Al w — Iy Aulli,,

=1
h 2
< 2 n 2
< hz(m) max [WUOR +1 (3 ) max [ )
b—a)h 1
< 3 ( 2 2
< h{ o max WO + g ma o <s>|]
< b C(u)?
Der Faktor C'(u) wird als
cw = [C=D (P + L smax O]
9= [T O Or g g
gewahlt. O

Theorem 7. Falls u € C*([a,b]) ist, dann gilt fiir den diskreten Fehler
un — I¥ul| Ly < C(u) b2
Beweis: Folgt sofort aus der abstrakten Theorie, Lemma 5 und Lemma 6. O
Bemerkungen:
e Diese Konvergenzanalyse 1a8t sich direkt fiir FD in 2D iibertragen.
e Falls lediglich Dirichlet - Rbds vorliegen, erhalten wir Konvergenzrate O(h?).

e Durch eine verfeinerte Beweistechnik erhilt man auch fiir gemischte Rbds O(h?)
Konvergenzrate.
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2.4 Die Finite Elemente Methode

Die Finite Elemente Methode (FEM) ist dank ihrer Flexibilitidt die am hiaufigsten verwen-
dete Methode zur Diskretisierung von PDGn. Wir starten wieder von der 1D DGI: Gesucht
ist u so dass

—u"(x) = f(x) Va e (a,b),
u(x) = uy T =a,
u'(z) =g x=b.

Wir multiplizieren die Gleichung mit einer beliebigen Testfunktion v(x), und integrieren
iiber das Intervall (a, b):

/ab —u"(z)v(x) dr = /abf(x)v(x) dx

Jetzt wird partiell integriert:

/}m@uumx—w@mm+wmmmyi/f@m@mx

Zuletzt werden die Randbedingungen eingebaut. Die Dirichlet - Rbd u(a) = u,(a) wird
als eigene Gleichung gefordert. Dafiir diirfen wir die Testfunktionen auf solche Funktio-
nen einschrianken, fiir die v(a) = 0 gilt. Die Neumann Randbedingung «’(b) = ¢ kann
einfach eingesetzt werden. Damit erhalten wir die sogenannte schwache Formulierung der
Poissongleichung:

Gesucht ist eine Funktion u(z) so dass u(a) = u, und
b b
/ o' (2)v' (x) doe = / f(x)v(z)dx + gv(b) V Fkt v(z) mit v(a) = 0

Jetzt braucht u nicht mehr zweimal differenzierbar sein. Anstelle dessen werden u und
v jeweils einmal differenziert. Die Funktionen liegen im Sobolev-Raum H!. Die rechte
Seite f(x) braucht jetzt keine stetige Funktion zu sein, es reicht f € L.

Ubung: Man zeige, dass glatte Losungen der schwachen Formulierung auch klassische
Losungen der DGL sind.

Fiir die Finite Elemente Methode brauchen wir auch allgemeinere Ableitungen. Falls
u € C'([a, b]) ist, dann gilt fiir die Ableitung g(z) := «/(z)

Azww@w:/wmw@@:_/mwwwm

fiir alle Testfunktionen v € C} := {v € C'([a,b]) : v(a) = v(b) = 0}. Wir definieren g als
die schwache Ableitung von u, falls g eine Funktion ist fiir die

/abg(x)v(x) dr = —/u(:c)v'(:c) dx Vo e Cy(a,b)
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gilt. Ein Beispiel einer Funktion die schwach, aber nicht klassisch differenzierbar ist, ist
u:[0,2] —» R,

(z) = x firo<z <1
U= 22 firl <o <2

Die schwache Ableitung ¢ := ' ist genau die stiickweise Ableitung

() = 1 fir0<z<l1
IW= 21 firl<z<?2

_/OQU(Q;)U/@)dx - —/lev’(x)dx—/12(2—a:)v'(x) da
-/ o(e) de — wu(@)h + / 2 - o) ale)do — 2 — 2ol
_ /Ollv(x)dx—1v(1)+0—|—/12(—1)v(x)dx—0+1v(1)
_ /0 " oe)ole) de

Die schwache Formulierung wird nun wie folgt diskretisiert: Man unterteilt das Intervall
(a,b) in Teilintervalle (z;_q, ;) fiir i = 1,...n. Auf dieser Unterteilung definiert man nun
Basisfunktionen

T—T;—1 .
—Ii—l’i—l le' xr &€ (1'1;1,371‘),
() = Tip1—® i o
i(x) = E— fir x € (z;, xi41),
0 sonst.

Die Funktionen ¢; ist genau im Knoten z; eins, in allen anderen Knoten ist sie null.
Dazwischen wird linear interpoliert. Diese Funktionen sind schwach differenzierbar. Sie
bilden genau eine Basis fiir den Raum der stetigen, stiickweise affin-linearen Funktionen
auf der Unterteilung x;. Die Finite Elemente Diskretisierung ist definiert als

Gesucht ist eine Funktion u(x) = Y"1 u;p;(z) so dass uy(a) = uy und
b b
[ @@= [ @@ e+ got)  ¥i=1im

Das sind genau n Gleichungen fiir die n echten Unbekannten uq, . ..u,. Die u; sind genau
die Knotenwerte uyp,(x;).
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Setzt man die Darstellung fiir uy,(x) ein so erhélt man

n b b
Su [ @@= [ f@p@ditget)  Vi=l..n

Definieren wir Matrixeintrége A;; und Vektoreintriage f; als
b
i = [ )@
"
fi = f(@)ej(x) + g0;(b),

a

so erhélt man das lineare Gleichungssystem

Up = Uy
n
ZAj,iui = fj Vj=1,...n,
i=0
bzw. das reduzierte System fiir die echten Unbekannten wuq, ... w,:
n
ZAjviui:fj_Aj,Oug Vi=1,...n.
i=1

Um die Matrix A aufzustellen werden die (schwachen) Ableitungen der Basisfunktionen ¢;
benotigt. Nehmen wir eine konstante Unterteilung x; = ¢h an, so ist das

z fir x € (x;-1, 2;),
pi(x) = _Tl fiir x € (24, 7i41),
0 sonst.

Fir 1...n — 1 ergibt

b Titl 2
o /12 _ —
Am»—/a (%A dm-/xi1 ﬁda:— 7

Ahnlich ergibt sich A,,,, = % und

=11 1

Aiim1 = Ai1 = / l —cdr=——
o, B R h

fiir 1...n. Alle anderen Matrixeintrdge sind null da die entsprechenden Basisfunktionen
nicht iiberlappen. Je nach gegebener Funktion f(x) werden die Eintrdge des rechte Seite
Vektors f exakt integriert, oder mittels einer numerischen Integrationsformel bestimmt.
7.B. die zusammengesetzte Trapezregel

JECEORY (%f(xo)%(xo) £ 3 Fladesle) + %f(%)%(%))

=1
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liefert wegen ¢, (z;) = 0i 5

fj = hf(l’J) jzl,,n—l

Wir erhalte damit das lineare Gleichungssystem

2 -1 Uy hfl—l—%ug
) -1 2 -1 U hfo
. | = s (15)
-1 2 -1 Up_1 hfn1
-1 1 Uy, 9o+ 5 fn

Diese Gleichungssystem stimmt bis auf die Skalierung mit A exakt mit dem Gleichungs-
system der Methode der Finiten Differenzen iiberein. Die Finite Elemente Methode ist
allerdings flexibler, da sie sehr einfach

e auch nicht-regelméflige Unterteilungen z; zudfit. Dies ist vor allem ein Vorteil im
mehrdimensionalen.

e variable Koeffizienten k(z) zuléft: Die schwache Form der Wérmeleitungsgleichung

—(k(z)u/(z)) = f(x) (plus b.c.) ist

Ges.: Fkt. u sodass /k:(x)u’(x)v'(m) = /f(x)v(x) V Fkt. v.

e auch unstetige rechte Seiten f(z) erlaubt.
e die Konstruktion Methoden hoherer Ordnung erlaubt: Anstelle linearer Interpolation
kann auch mit Polynomen hoherer Ordnung interpoliert werden.
2.4.1 Die Finite Elemente Methode in mehreren Dimensionen

Wir betrachten die Poissongleichung am Gebiet @ C R? mit Dirichlet- und Neumannrand-
bedingungen:

—Au(z) = f(x) Ve,

u(x) = ug(z) Vaelp,
%(x) = g(z) Vo ely.

Wird der Satz von GauB auf die Funktion (Vu)v angewandt so erhélt man

/aQ n- (Vu)v = /QdiV(Vuv),
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und mit der Produktregel weiters

/mn (V) = /Q(Au)v+vu v (16)

Analog zu 1D wird die starke Form der Poissongleichung mit Testfunktionen v(z) multi-
pliziert und iiber das Gebiet {2 integriert:

| ~du@tade = [ s

Mit Formel (16) wird die linke Seite ersetzt durch

/Vu Vodi— | 3 —Uds—/gf(x)v(x)d:p

Jetzt wird wieder in Dirichlet- und Neumannrinder aufgeteilt: Am Dirichletrand fordert
man die Randbedingung u(z) = u,(z) explizit, entsprechend erlaubt man wieder nur Test-
funktionen mit v(z) = 0 auf I'p. Am Neumannrand wird die Randbedingung g—z =9

eingesetzt:
/v Vod Ou d+/ d /f()()d
u-Vvdr — —_ v  ds —v 5= x)v(x)dx
Q FDan:/ I'p Q

Die schwache Formulierung der Poissonglelchung im mehrdimensionalen ist:

Gesucht ist eine Funktion u(z) so dass u(z) = uy(z) Vx € I'p und
/ Vu(z)Vu(z)de = / f(x d:B+/ g(x)v(x)ds V Fkt v(z) mit v(x) = 0 auf I'p
I'n

Fiir die Finite Elemente Methode wird das Gebiet € nun in einfache Elemente (z.B.
Dreiecke, Vierecke, Tetraeder) unterteilt. Analog zu 1D werden wieder die Unbekannten in
den Elementknoten plaziert, und dazwischen wird linear interpoliert.

Genaueres folgt spéter.

Folgendes Bild zeigt ein Finite Elemente Netz mit ca 60000 Tetraeder. Die Geometrie
stammt aus einem CAD Programm, das Netz wurde mittels automatischer Netzgenerierung
erzeugt. Zur besseren Anndhrung runder Strukturen wurden die Elemente gekriimmt:
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Help

Recart | osn__—| zoon | Centr | Aame —

out | Generae Mesh | Stap viest

(Stationédre) mechanische Belastungen werden ebenfalls iiber elliptische Differential-
gleichungen beschrieben. Um Bauteile richtig zu dimensionieren, miissen die mechanischen
Spannungen (innere Krifte) bestimmt werden. Folgendes Bild zeigt den Verlauf der soge-
nannten von-Mises Vergleichsspannung;:

Eile Geometty Mesh View Refingment Special Soive He\pl
Guit | Generate Mesh | Stop | Solve | Recent | Solution  —| Zoom il | Center ||
0.0002+00 5.0002+00 1.000e+01 1.5008+01 2.0002+01

Points: 14985 Elements: 59178 Suf Elements: 19584 Mem: 0.0
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2.5 Konvergenzanalyse der FEM

Wir betrachten die Variationsformulierung in abstrakter Form
Dazu sei

e V ein Hilbertraum mit Norm ||v||y
e 1} ein abgeschlossener Teilraum von V'
e V, die lineare Mannigfaltigkeit
Vy =g + Vo = {ty +vo : vo € Vo}
fiir ein gegebenes 1, € V.

Weiters benétigen wir

e die Linearform f(-), d.h. eine Abbildung

f:v — R

v o—  f(v) linear

e die Bilinearform A(-,-), d.h. eine Abbildung

A:VxV — R

(u,v) +—  A(u,v) linear in « und v.

Die Linearform f heif3t stetig, falls
Jdec>0: If()| < cllvllv YvoeV
Die Bilinearform A heifit stetig, falls
Fp2>0: [A(w,v)| < polully lvllv - Vu,v eV
Die Bilinearform A heifit koerziv oder elliptisch, falls
Ju >0 |A(v,v)| > ||vll3 YveV

Theorem 8 (Lax & Milgram). Sei f eine stetige Linearforam auf V', und A eine stetige
Bilinearform auf V. A sei auf Vi koerziv. Dann hat das Variationsproblem

Ges.:u €V, so dass A(u,v) = f(v) Vvelp

eine eindeutige Losung.

[Beweis: NA4|
Anwendung auf die Variationsformulierung der Poissongleichung:
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o V= H' it Norm [v]ly = (|jo]3, + [ Vo]3,)"
e Vp={veV:iv=0aufI'p}.
o V,={veV:v=uzauf I'p}.

Fiir ein beliebiges @, € V mit 4, = u, auf I'p ist V, = 4, + V4.
e Linearform f:V — R

f0) = [ f@pie)ds s [ gt
Q I'n

e Bilinearform A: V xV — R

A(u,v):/VU-VU
Q

Stetigkeit von f:

F@) = ([, 0)1a0) + (9, 0)La0n)
< M e lollac) + 9l eamny [0l 200n)
< Ao lollv + gl oy e llvllv
= (Ifllza) + cerllglzam) llvllv
Damit ist ¢ = || f|| £,) + ¢irl|9]| Loy Wir haben die Cauchy-Schwarz Ungleichung in Lo (€2)
und Lo(T'y), sowie die Trace-Ungleichung (einfach in 1D, nicht-trivial im mehrdimensio-

nalen)
||UHL2(FN) S Cir ||'U”V YveV

verwendet.
Die Stetigkeit von A ist trivial mit puy = 1:

Alu,v) = / Vu- Vo < |[VullL, [[Voll, < flullv [[v]lv
Q

Um die Koerzivitéit zu zeigen benétigen wir die Friedrichsungleichung
[0llLa@) < crllVUllLy@ Vv el

Dazu darf der Dirichletrand nicht verschwinden, d.h. |I'p| # 0. (einfach in 1D, nicht-trivial
im mehrdimensionalen). Mit der Friedrichsungleichung gilt

lIF = [lllZ, + 1IVollL, < (e + DIVolZ, = (g + DA(v,v) - Vv e,

also pp = (¢ + 1)1
Damit liefert der Satz von Lax & Milgram eine eindeutige Losung der Variationsfor-
mulierung der Poissongleichung im Raum H*.

26



2.5.1 Fehlerabschitzung

Endlich-dimensionaler Teilraum V;, C V, z.B. stw. lineare, stetige Funktionen.
Vio=VoNVy, Vo =V, N V.
Diskretes Problem:

Ges.: up € V,p, so dass  A(up,vp) = f(vn) Yo, € Vo

V), ist wieder ein Hilbertraum. Daher liefert der Satz von Lax & Milgram auch fiir das
diskrete Problem eine eindeutige Losung.
Da Vp, C W, gilt das unendlich-dimensionale Problem natiirlich auch fiir diskrete
Testfunktionen. Wir haben
A(u,vp) = f(op) YV, € Vo
A(up,vp) = f(vp) Vo, € Vou
und damit
A(u — Up, Uh) =0 Yo, € %7}1

Der Fehler u — uy, ist A(.,.)-orthogonal zum diskreten Testraum Vj ;. Dies nennt man die
Galerkin - Orthogonalitdt.

Theorem 9 (Cea’s Lemma). Sei A stetig und koerziv. Dann gilt

lu—wunlly <22 inf flu—wv
U1 wh€Vgn

Die FEM Losung ist bis auf den Faktor % die best-mdogliche Approximation zur exakten
Losung im diskreten Raum.

Bewets. Der Fehler u — uy, ist in V. Sei vy, € Vj, beliebig, wy, := up 4+ vy, € V5. Damit gilt

1
lu—unlly < — A(u —up,u —uyp) (koerziv auf V)

M1
1

= — A(u — up,u — up — vp) (Galerkin Orthogonalitét)
H1
1

= — A(u — up,u — wy)
M1

< 2 lu —up|v ||w — wi|lv (Stetigkeit von A)

1

O

Weitere Abschétzung durch Polynom-Interpolation mit Interpolationsoperator I, :
V — Vy:

inf — <||lu—1,
Lt u = wnlly < = Ly

Interpolationsfehlerabschétzung in Sobolvraumen (NA4)

lu = Ll < chull e
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3 Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

Eine typische PDGI 1. Ordnung ist die Transportgleichung:

—

Gegeben ist die Stromung b(z) und die Quelle f(z).
Der Rand I' = 0f2 wird je nach Vorzeichen von b-n in Einflussrand I';,, und Ausflussrand
I',.: unterteilt:

Iy == {z€l:b-n<0}
Lot == {x€l:b-n>0}

Gesucht ist eine Konzentration u(x), die die Gleichungen

-

div(bu) = f in Q (17)
u o= u, auf I';, (18)

erfiillt. Die Randbedingung kann jetzt nur am Einflussrand I';, gestellt werden.
Oft ist das gegebende Stromungsfeld divergenzfrei, d.h. divb = 0.

3.1 Modellierung in 2D

Die Transportgleichung beschreibt die Ausbreitung einer Konzentration in einem gegebenen
Stromungsfeld (z.B. Schadstoffe in Athmosphére, Farbe in einem Fluss, Milch in Kaffee,

).

Die involvierten Funktionen sind:

Massenkonzentration —u(x) [%] gesucht
Massenstrom j(2) [£2]  gesucht
Quelle f(x) [£%] gegeben
Stromungsfeld b(x) (%] gegeben

Der Massenstrom ist definiert als Durchfluss pro Zeiteinheit pro Léngeneinheit. Wenn C'
ein Kurve mit Normalvektor n ist, dann gibt

L;(m) -nds

den Fluss durch die Kurve C' pro Zeiteinheit an.
Der Massenstrom ist Stromungsgeschwindigkeit mal Massenkonzentration:

- -

J(x) = b(x)u(x)

Wir wenden wieder Massenerhaltung in einem beliebigen Kontrollvolumen B an:

Zugefiihrte Konzentration Massenabfluss durch 0B
in B pro Zeiteinheit pro Zeiteinheit
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Das bedeutet formal:

/Bf(:c)dx:/an(x)%ds (19)

Nehmen wir an dass die beteiligten Funktionen glatt sind. Mit dem Satz von Gauf erhalten

o /B () do = /B div j(z) dz.

Da dies fiir alle Testvolumina B gilt, erhalten wir punktweise die Gleichung
f(x) = div j(z) Ve,
und mit dem Transportmodell ]_": bu die Gleichung
div (b(z)u(z)) = f().

Die Konzentration mufl als Randbedingung am Einflussrand vorgegeben werden, die
Konzentration am Ausflurand ergibt sich aus der Gleichung;:

u(z) = uy(z) fir x € I'y,.

3.2 Finite Volumen Methode FVM

Bei Finite Volumen Methoden wird direkt die Integralbilanz (19) verwendet. Damit erreicht
man u.a. exakte Massenerhaltung.

3.2.1 Finite Volumen Methode in 1D
Sei b > 0 konstant. Wir betrachten die Gleichung

(bu) = f  in(0,1) (20)
u(0) = wu, (21)

Sei n € N. Wir fithren Knoten
und Elemente

ein:

uz




Die diskrete Konzentration uy,(x) wird als stiickweise konstant auf den einzelnen Elementen
angesetzt:
up(x) = u; i=1,...,n

Zusétzlich werden die Massenstrome in den Knoten als Unbekannte angesetzt:
Ji = jn(@i).

Verwendet man die Integralbilanz (19) auf dem Element T;, so erhdlt man

Ji — Ji-1 = /T f(l’) d.

Jetzt muss noch das Transportmodell 7 = bu eingebaut werden. Die j sind allerdings in
den Knoten, die u in den Elementen definiert. Eine Mdoglichkeit wire Mittelung iiber die
beiden angrenzenden Elemente, d.h.

. Ui + Uit
i =b——".
J 2

Stabiler ist allerdings die sogenannte upwind Wahl: Der Massenstrom héangt lediglich von
der Massenkonzentration flussaufwérts ab. Fiir die Stromung nach rechts bedeutet dies
vom linken Element:

Ji = bu;

Am linken Knoten setzen wir die Randbedingung ein:
jo = bug.

Zusammen erhalten wir die n Gleichungen fiir die n Unbekannten wq, . . . w,:

z1
bug —bu, = f1:= f(z)dx
zo
T2

bus —bu; = fo:= f(z)dx

bu, —bu,_1 = [, ::/ f(z)dx

bzw. das Gleichungssystem

b U fi
—b b U Ja
—b b uz | =1 f3

—b b Uy, I

Bemerkungen
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e Bis auf Skalierung erhélt man das gleiche Gleichungssystem bei Verwendung des
linksseitigen Differenzenquotienten.

e Die Matrix ist eine untere Dreiecksmatrix. D.h., das Gleichungssystem kann durch
Einsetzen gelost werden. Das ist nicht verwunderlich, da die Differentialgleichung ein
Anfangswertproblem (und kein Randwertproblem) ist.

3.2.2 Finite Volumen Methode in 2D /3D

Wir unterteilen das Gebiet in einfache Elemente, z.B. Dreiecke, Vierecke, Tetraeder, Wiirfel,
etc. Wir bezeichnen mit

T ... Elemente
E ... Kanten (=Edges) in 2D bzw. Flichen (3D) zwischen den Elementen

Jeder Kante E wird ein eindeutiger Normalvektor ng zugewiesen.
Die Konzentration wird als elementweise konstant angenommen:

up(z) = u; Vel

Zuséatzlich werden die Massenstrome durch die Kanten diskretisiert:

jh,E%/j'nEdS
B

Die Integralbilanz wird wieder exakt eingebaut. D.h. der Ausfluss aus einem Element
ist gleich der Quelle im Element:

/8Tjh-nds:/Tf(a:)da: vT

Der Fluss durch den Rand 0T des Elements kann durch die Kantenstréme dargestellt

werden:
/ jn-nds =Y (ng,nr) jn
oT

Ecor

Der Faktor (ng,ny) = £1 gibt an, ob die gewihlte Kantennormale mit der Element -
Auflennormale iibereinstimmt.
Das Transportmodell 7 = bu wird wieder mittels upwind diskretisiert:

jh,E:/b'nEuT+ ds
B E

Dabei ist T das stromaufwirts an £ angrenzende Dreieck. Am Einstromrand werden die
Dirichletrandbedingungen eingesetzt.

Nach ersetzen der Stoéme erhélt man eine Unbekannte pro Element, und die gleiche
Anzahl an Gleichungen:

/ bpur+ ds = / f(x)de — / byu, ds (22)
OT\Lin T TNy,
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Beispiel: Sei Q = (0,1)2. Unterteilen in 2 x 2 Elemente. Es sei b = (b,, b,) mit b, > 0
und b, > 0. D.h. der Einflussrand besteht aus dem linken und unteren Rand. Die Num-

merierung der Elemente T7,...7T; und der Kanten am Einflussrand ist in folgendem Bild
dargestellt:
Al T3 Ta
B Tl T2
C D

Die Mittelwerte der Konzentrationen auf den Kanten am Einflussrand sind u, 4, . .. 44 p.
Die Gleichung fiir Element T lautet:

/ bpur+ :/ +/ +/ +/ = [ f(z)dx
oTy 0T rechts OT\links 0T, oben OT  unten T

Auf den einzelnen Randstiicken sind

bn ur+
rechts: b, U1
links: —b, ugp
oben: b, Uy
unten: —b, u,c,

und man erhalt
hbyuy — hbyug g + hbyuy — hbyu, o = fi == f(x)dx,
iE

und ahnlich fir die weiteren Elemente:

th<U2 — Ul) —f- hby(UQ — ug,D) = f2
hby(uz — uga) + hby(uz —u1) = f3
hby (U4 — U3) + hby(U4 — Ug) = f4

Das Gleichungssystem lautet

hbz + hby Uq fl + hbxug,B + hbyugc
—hbx hbgc + hby (%) . f2 + hbyug,D
—hby hbx + hby Uus - f3 + hbzug,A
—hb, —hb,  hby + hb, Uy /i
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Man beachte, dass das Gleichungssystem wieder Dreiecksstruktur hat und daher billig
l6sbar ist. Dies kommt daher, da bei der Nummerierung immer zuerst Elemente strom-
aufwirts gezéhlt wurden. Dies ist bei komplexeren Stromungsfeldern b(z) mit Wirbeln
nicht immer machbar.

3.2.3 Konvektions - Diffusionsgleichungen

Treten Konvektion und Diffusion gemeinsam auf, erhélt man die Konvektions - Diffusions-
gleichung, z.B. mit Dirichlet Randbedingungen

—(ev = bu)'(x) = f(z) Vaxe(0,1)
u(z) = ug(x) Va e {0,1}

Da dies eine Gleichung 2. Ordnung ist, diirfen 2 Randbedingungen gestellt werden. Inter-
essant ist der Fall mit ¢ < b. Im Grenzfall ¢ = 0 hat man die Transportgleichung erster
Ordnung, fiir die nur eine Randbedingung gestellt werden darf. Bei ¢ — 0 &ndert sich also
der Typ der Gleichung.

Beispiel:

—eu" +u =1 Vze(0,1)
u(0) =u(l) = 0

Die Losung ist
1

u(z) =x + T o1

(e(:r:—l)/a _ 6—1/a>7

sie zeigt eine Grenzschicht am Ausflussrand.
Wir diskretisieren mit finiten Differenzen, wobei der Konvektionsterm mit linksseitigem
Differenzenquotienten diskretisiert wird. Die Gleichung in Stenzil - Schreibweise ist

ﬁ[—e—bh; 2e +bh ; —clup = fi,

Man beachte, dass sich die positiven Diagonaleintrige und die negativen Nebendiago-
naleintréige jeweils verstiarken. Eine Diskretisierung mit dem genaueren zentralen Differen-
zenquotienten liefert

1
ﬁ [—8 - bh/2 ; 2¢ ; —8+bh/2]uh = fh-
Jetzt héngt das Vorzeichen der rechten Nebendiagonale von €, b, und der Netzfeinheit h ab.
Die folgenden Bilder zeigen numerische Lésungen fiir € = 1072 und h = 1/30. Withrend
der Upwind - Differenzenquotient (zumindest bis auf die Grenzschicht) eine brauchbare
Losung generiert, fithrt der zentrale DQ zu ungewollten Oszillationen:
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Obwohl der Konsistenzfehler beim zentralen DQ kleiner ist, fithrt der Mangel an Stabilitét
zu dem groflen Diskretisierungsfehler.

3.2.4 Das Vergleichsprinzip und die M-Matrix Eigenschaft
Seien u(x) und uy(x) die Losungen der beiden Poisson-Aufgaben
—uj(z) = filz) x€(0,1)
w(r) = ugi(z) z € {0,1}

und

—uy(r) = folz)  x€(0,1)
us(xr) = ugo(w) z € {0,1}.
Falls die Quellen fi(x) > fo(x) und die Randbedingungen u,q > w2 erfiillen, dann erfiillt
die Losungen auch uy(x) > us(z). Speziell gilt fiir f; > 0 und u,,; > 0 auch u; > 0. Positive

Quellen fithren zu positiven Losungen. Eine analoge Eigenschaft erhélt man auch fiir die
Transportgleichung.

Es ist oft wiinschenswert (aber nicht immer machbar) diese Eigenschaft auch auf das
diskrete Verfahren zu iibertragen.

Eine Matrix A heifit reduzibel, falls es eine Umordnung gibt so dass die Matrix die Form

[ A Aig
A N < 0 AQ’Q
annimmt. Ansonsten heifit die Matrix irreduzibel. Eine Matrix heifl irreduzibel diagonaldo-
minant, wenn sie irreduzibel ist und

Z a; ;| < lag;l fiir alle ¢, und mit strikter Ungleichung fiir mindestens ein 1.
i

Eine Matix ist heifit eine M-Matrix, falls sie irreduzibel diagonaldominant ist, und
< 0 Vi#j
> 0

erfiillt.
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Lemma 10. Falls A eine M -Matrix ist, dann ist A requldr, und alle Elemente der Inversen
A=Y sind nicht-negativ, d.h.
(A1), >0.

Beweisskizze:

Schreiben wir A = D — R mit der Diagonalmatrix D und Rest R. Aus irreduzibel
diagonaldominant folgt D;; > 0, die Eintrége von R erfiillen R; ; > 0. Falls M eine Matrix
mit Spektralradius p < 1 ist, dann konvergiert die Neumann’sche Reihe und es gilt

([-M)lzfiMﬁ

Wir schreiben
A=D-R=D(I-D'R)

Man kann zeigen dass fiir M-Matrizen der Spektralradius von D~'R kleiner 1 ist (Ubung
1), und damit gilt

A7 =3 (D'R)*D.
k=0

Alle Terme auf der rechten Seite sind nicht-negativ, und daher auch die Eintrige von A1
O

Falls die Matrix des Gleichungssystems eine M-Matrix ist, dann erfiillt das diskrete
Schema das Vergleichsprinzip. Sei

(fi = f2)i 2 0.

Dann gilt
(ur —uz)i = (A7 fr = A7 fo)i = (A7 (L = f2), > 0.

M-Matrizen erhélt man durch
e Finite Differenzen Diskretisierung von —A

e Finite Elemente Diskretisierung von —A (fiir 2D/3D braucht man Annahmen an die
Form der Elemente)

e Finite Volumen / Finite Differenzen Diskretisierung der Transportgleichung mittels
Upwind

e Nicht mit dem zentralen Differenzenquotienten bei dominanter Konvektion.
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3.2.5 Stabilitiatsabschitzung fiir Diskretisierungen mit M-Matrizen
Wir betrachten das 2D Dirichletproblem

~Au = f in(0,1)%
u = 0 auf 9(0,1)%.

Diskretisierung mit finiten Differenzen liefert den 5 Punktestern

1
—Ahuh = ﬁ —1 4 -1 Up,

also eine M-Matrix.

Theorem 11. Die diskrete Lisung uy erfillt

1
unllin < ngHzoo

Beweis: Wir definieren die Vergleichsfunktion

—Ayu;, = fh in wp,
u,l1 = u; auf vpp.
mit 1 1
1 _ 1 _
fr=1 und  w, = zlx(l — )+ 1y<1 —y).

Um auch die Dirichlet Randwerte zu erfiillen, definieren wir ein weiteres Hilfsproblem:

A = fli=ff in wy,

u, = gp:=0 auf vpp.

Da0< f2< ffund 0 < g? < g} gilt
0 <ui <uy,

also gilt

1
il < lluplli < 3

Fiir die urspriingliche rechte Seite f;, gilt

fo < fnllcfi - und o > [ fulli (= £2),
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wegen dem Vergleichsprinzipt gilt damit

up < | falliour,  und  w, > | falli (—up),

also

1
< <l

lunllie < [ fallicllud i < 3

O

Ahnlich kann man auch fiir Upwind - Diskretisierungen der Konvektionsgleichung oder

Konvektions-Diffusionsgleichung vorgehen:
—cAu+div(bu) = f in (0,1)?
u = 0 auf 0(0,1)
Mit der Vergleichsfunktion
uj, = by + byy

erhilt man die Stabilitdtabschitzung (Ubung !)

V2

2
[un]loe < mllfhllzw-

4 Parabolische Partielle Differentialgleichungen

Sei Q C R% und T > 0. Der Prototyp der parabolischen Differentialgleichung ist: Gesucht
u(z,t) : 2 x[0,7) — R so dass

@(x,t)—Au(x,t) = f(x,t) VeeQvte (0,T),

ot
t) = wug(x,t) Veedd Vte (0,T),
u(z,0) = wup(x) Ve Q.

Eine parabolische Differentialgleichung benétigt fiir jeden Zeitpunkt ¢ > 0 Randbedingun-
gen, z.B. Dirichlet- oder Neumann-Rbds. Zur Anfangszeit ¢ = 0 wird eine Anfangsbedin-
gung an u(zx,0) bendtigt.

4.1 Modellierung

Instationdre Wérmeleitung liefert eine parabolische PDGI. Die Energiebilanz fiir das
Zeitintervall (¢,¢ + 7) und das Kontrollvolumen B C €2 ist:

— — Erzeugte Energieabfluss
Energie in B Energie in B Energie in B durch 9B
- ) Zunl - withrend B withrend
Zeitpunkt ¢t + 7 Zeitpunkt ¢ (t,t+7) (t,t+7)
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Die thermische Energie W sei proportional zur Temperatur 7', d.h.
W =cT

Die Energiebilanz lautet damit formal:

t+1 t+7
/cT(x,t+7) dx—/cT(m,t) dx:/ /f(x,t') dxdt’—/ / (—kVT(z,t)), dx dt’
B B t B t oB

Mit t+71 aT
T(wt+7) - T(x, ) / o a,t)ar
t

und dem Satz von Gauf3 erhalten wir

t+7 8T t+7 t+7
/ / c—(x,t')dedt’ = / / f(x,t') dz dt’ +/ / div(kVT (z,t)) dz dt’
t p Ot t B ¢ B

Da die Bilanz fiir alle Zeitintervalle (¢,¢+ 7) und fiir alle Kontrollvolumina gilt, gilt unter
Annahme glatter Funktionen die Gleichheit punktweise:

oT :
cﬁ(x,t) — div(kVT (z,t)) = f(x,t)

4.1.1 Diskretisierung parabolischer Differentialgleichungen

Sei = (0, 1). Wir starten mit der Diskretisierung im Ort. Wir wéhlen Punkte wy, = {x; =
ih}, und ersetzen u(x,t) : Q x [0,7) — R durch die semi-diskrete Funktion

Up, + Wy X [O,T) — R.

Wir definieren w;(t) = up(x;,t). Verwendet man z.B. finite Differenzen zur Diskretisierung

von —%, so erhélt man das System von gewohnlichen Differentialgleichungen:

wi(0) = wup(x;) Vi=1,...,n—1

Dieses Anfangswertproblem kann mit einer Methode fiir gewéhnliche DGI geldst werden.
Wihle Schrittweite 7, setzte t; = j7, und u := u;(t;). Das explizite Eulerverfahren appro-

ximiert p |
7 (tj) = ;(Uf —uy).

Damit haben wir
TS 1 j i : :
u] :ui+T(f(xi,tj)—ﬁ[—ui71+2ui—uiHD Vi=1,...,n—1,Vj>0.
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Der neue Wert v/ kann explizit berechnet werden. Randwerte uj und u/ werden direkt
eingesetzt.Beim impliziten Eulerverfahren wird die Zeitableitung mit dem linksseitigen
Differenzenquotienten approximiert:

dui

(1)~ —(ud — 7).

A=

Damit haben wir

: 1 : , . :
u! +Tﬁ[—ug_1 +2ul —ul,) =ul T Tf(et;) Vi=1,...,m—1,Vj>1
Um die Werte zum Zeitpunkt ¢; zu erhalten mufl ein lineares Gleichungssystem mit der
Matrix

T -1 2 -1
I'+.5 S E (23)
-1 2
gelost werden. Ahnlich auch in 2D. Da in jedem Zeitschritt mit der gleichen Matrix gelost
wird, bietet sich eine einmalige Choleskyzerlegung an. In jedem Zeitschritt kann dann das
Gleichungssystem mittels Vorwérts/Riickwartseinsetzen schnell gelost werden.
Der Vorteil des impliziten Eulerverfahrens ist die A-Stabilitdt. Es ist fiir beliebige
Schrittweiten 7 > 0 stabil. Beim expliziten Eulerverfahren muf

T << 2)\maac(_Ah)
gewdhlt werden. Es konnen natiirlich auch andere Einschrittverfahren (Runge - Kutta -
Verfahren) oder Mehrschrittverfahren gewihlt werden.
5 Hyperbolische Partielle Differentialgleichungen

Sei € RY, und T > 0. Der Prototyp der hyperbolischen Differentialgleichung ist die
Wellengleichung: Gesucht u(zx,t) : Q x [0,7) — R so dass

2

%(w,t)—m(x,t) = fla,t) VoeQVte (0,T),
u(z,t) = uy(z,t) Vaed Vte (0,7),
u(z,0) = up(z) Vzeq,
M) = wle)  Veen
E% = UolT x €l

Eine hyperbolische Differentialgleichung benétigt fiir jeden Zeitpunkt ¢ > 0 Randbedin-
gungen, z.B. Dirichlet- oder Neumann-Rbds. Zur Anfangszeit ¢ = 0 wird eine Anfangsbe-
dingung an » und an % benotigt.
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5.1 Modellierung
Akustische Wellenausbreitung (Schallwellen) liefert eine hyperbolische PDGIL. Dazu sei

Teilchengeschwindigkeit o [%]
Luftdruck p | 7’;’52 ]
Dichte p [:T%]

Wir stellen die Dichte als p(z,t) = po + p*(x,t) mit einer groflen stationédren Dichte ge-
geniiber kleinen Schwankungen p® dar. Analog p(x,t) = py + p°(x,t).
Luftteilchen werden durch Druckgradienten beschleunigt:

opv
A v/
ot P
Eine Divergenz der Geschwindigkeit fithrt zu Dichtednderungen:
dp
ot

Wir nehmen an dass Druckédnderungen proportional zu Dichteinderungen sind:
pi(x,t) = 2p(z, 1)

VernachIassigen wir kleine Schwankungen gegeniiber dem grofien stationdren Wert, so er-
halten wir

= —div(pv)

v 1

= = —_vp
ot Po P

@ S

;; = poctdivu

Bildet man die Divergenz der ersten Gleichung, und die Zeitableitung der zweiten Glei-
chung, so erhélt man
ov 1 1 0%p°
div—=—Ap°’ = ———
Yot 00 b 2py Ot
also die Wellengleichung fiir p* (mit Quelle f = 0). Eine harte, Schall reflektierende Wand
kann durch v - n = 0 modelliert werden.

5.2 Numerische Verfahren fiir hyperbolische PDGn

Eine Diskretisierung im Ort liefert das System gewohnlicher Differentialgleichungen fiir die
Knotenwerte u(t) = (u;(t))i=o..n:

d*u
W + AU = f
u(0) = wup
du
E(O) = U

40



A ist die Matrix der Ortsdiskretisierung. Eine direkte Diskretisierung der 2. Ableitung mit
dem Differenzenquotienten (mit Zeitschrittweite 7) liefert das explizite Mehrschrittverfah-

ren: .
= [uj+1 — 27 +uj_1] + Aw = f7,
Wt =20 — T (T — AdY).
Das Mehrschrittverfahren benétigt eine spezielle Initialisierung auch fiir u!, z.B. u! =
Uy + TVg.
Alternativ kann die Differentialgleichung 2. Ordnung auf ein System erster Ordnung

iiberfiithrt werden: Definiere J
U

Cadt

(£)-(; %) veeen

u(0) = uo, v(0) = vy.

v(t) (t).

Dann gilt

mit Anfangswerten

Ein beliebtes Verfahren hierfiir ist die Verwendung der Trapezregel, das sogenannte New-
mark Verfahren:

(Wt — ) = 5(1}]—1—1)”1)

N =

. ) 1 . . ) )
(UJ-H _ U]) — §(f] — Aw + f]+1 _ Aqu)
Aus der ersten Gleichung erhélt man
Wt = + g(vj + o7t

Wird dies in die 2. Gleichung eingesetzt, erhiihlt man die Gleichung fiir v/*1:

2 o it
T—A)vj +T(—f +2f

2
(I+ Ayt = (1 -
4 4

— Aud).
Obwohl das System erste Ordnung 2n Unbekannte hat, reicht es, ein Gleichungssystem der
Grofle n zu 16sen.

Eine weitere Variante ist eine direkte Diskretisierung der partiellen DGI erster Ordnung;:

ov

a = VP
dp .
% = div v
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Hierfiir bietet sich ein sogenanntes staggered grid (geschachteltes Gitter) an. Betrachten
wir Ortsdimension 1. Seien z; = ¢h und t; = j7 die Diskretisierungspunkte in Ort und
Zeit. Mit x;,1/2 und t;,1/2 bezeichnen wir die Mittelpunkte der Orts- bzw. Zeitintervalle.
Wir verwenden zur Diskretisierung

Piv1/2,5 und Vij+1/2,

also den Druck in den Zellmittelpunkten z;;1/2 zu den Zeitpunkten j, und die Geschwin-
digkeiten in den Ortspunkten xz; zu den Zeitintervallsmittelpunkten ¢;,, /. Setzt man nun
die erste Gleichung in den (x;,¢;) an, so ergibt sich

1 1
;(Ui,j+1/2 - Ui,jfl/Q) = E(pi+l/2,j - pi71/2,j)~

Die zweite Gleichung wird in den Orts/Zeit Zellmittelpunkten (x;;1/2,%;41/2) angesetzt:

1
;(pi+1/2,j+1 - pi+1/2,j) = E(Ui+1,j+1/2 - pi,j+1/2)-

Nach Initialisierung von p;;1/2,0 und v; 1,2 konnen die neuen Variablen p und v abwech-
selnd bestimmt werden.
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6 Iterative Gleichungsloser
Die Diskretisierung von PDGn fithrt oft zu linearen Gleichungssystemen

Az =b. (24)
Typische Eigenschaften sind

e Die Gleichungssysteme haben sehr grofie Dimension N. Tégliche Praxis fiir 3D Pro-
bleme ist ca 10°, bei Spezialanwendungen: 10% — 102

e Nur wenige Eintrdge pro Zeile sind nicht null, d.h. die Matrix ist schwach besetzt.
Zur Speicherung wird O(N) Speicher benétig.

e Die Matrix hat Bandstruktur. 1D Probleme: b = O(1), 2D Probleme: b = O(n),
3D Probleme: b = O(n?), wobei n die Anzahl Punkte in einer Richtung ist. Direkte
Gleichungsléser haben mit Verwendung der Bandstruktur Rechenaufwand O(b?N).
Das ist in 1D O(N), in 2D O(n?N) = O(N?), und in 3D O((n?)2N) = O(n") =
O(N/3).

e Die Matrix ist oft symmetrisch und positiv definit, z.B. bei Finite Differenzen oder

Finite Elemente Diskretisierung von vielen elliptischen, parabolischen, oder hyper-
bolischen PDGn.

In bezug auf Rechenzeit und Speicherbedarf oft viel effizientere Alternativen zur direk-
ten Losung von linearen Gleichungssystemen sind iterative Verfahren. Ausgehend von ei-
nem Startwert wird die ndherungsweise Losung iterativ verbessert. Die Verfahren benttigen
lediglich Matrix-Vektorprodukte

Axzx

Werden von der Matrix A nur die Nicht-Null Elemente gespeichert, so ist der Rechen-
aufwand fiir das Matrix - Vektorprodukt lediglich O(N). Oft (wie z.B. bei FD auf
gleichméBigen Gittern) sind die Matrixeintréige explizit gegeben, und die Matrix - Vek-
tormultiplikation wird direkt implementiert.

6.1 Das Richardson Verfahren

Sei C' eine reguldre Matrix, und 7 € R*. Dann ist das lineare GS dquivalent zur Fixpunkt-
gleichung
r=1x+7C""(b— Az).

Daraus ergibt sich die Fixpunkt Iteration, auch einfache Iteration oder Richardson Iteration
genannt:

Wihle Startwert 0.
For k =0,1,2,...
Pt =gk + 7O (b — AxF)
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Sei

Gk:l’k—l’

der Iterationsfehler. Dann gilt fiir den neuen Fehler

S R 2 .

= 2"+ 707 (b— A2") — =

= (2" —2) + 707 (Ax — AzF)
(I —7C7A)(aF — 2)

(I —7C71A)e"

Der neue Fehler ergibt sich durch die [terationsmatriz oder Fehleribergangsmatrix

M=I-7C"A
als
L ek
Sei || - || eine beliebige Vektornorm, und
Mzx
1] = sup 1201
ackn |||

die zugeordnete Matrixnorm. Damit gilt fiir den neuen Fehler
"] < 1M1 [l
Hinreichend fiir Konvergenz ist damit die Existenz einer Matrixnorm mit
[M]| < 1.

Die Matrix C' wird Vorkonditionierer (Preconditioner) genannt. Sie soll zwei Eigenschaften
erfiillen:

1. Die Matrix-Vektormultiplikation mit C~! x r soll billig sein.
2. Die Matrix C' soll eine gute Approximation zu A sein.

Wihlt man z.B. C' = I oder etwas besser C' = diag A fiir A s.p.d, dann ist die Operation
C~! xr sehr billig. Die Approximation C' ~ A kann aber schlecht sein. Wihlt man hingegen
C = A und 7 =1, dann ist die zweite Eigenschaft best-mdglich erfiillt:

M=I-7C'"A=1-A"A=0, daher ||M] = 0.

Die Invertierung von C' ist jetzt aber genau das urspriingliche Problem. Ziel ist es, Vor-
konditionierer mit beiden Eigenschaften zu finden.
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Bezug zu Eigenwerten: Annahme, M besitzt ein vollstédndiges System von Eigenwerten
A; und Eigenvektoren v;. Sei A = diag )\;, und T die Matrix mit den Eigenvektoren als
Spaltenvektoren. Dann ist

T'MT = A.
Wird der Fehler ¢° in der Eigenvektorbasis dargestellt:

N
60: E a;U;
i=1

Fiir den Fehler e* gilt damit:

N N
€k = E Oéz‘MkUi = E Cl&l()\z)k’l]Z
i=1 =1

Genau wenn alle |\;| < 1 sind, konvergiert der Fehler damit fiir beliebigen Anfangsfehler
e gegen 0. Der Spektralradius ist

p(M) = max{||\]| : A ist Eigenwert von M }.

Fiir jede zugeordnete Matrixnorm gilt
p(M) < ||M]].

Umgekehrt gilt auch dass
p(M)=  inf M|

zug. Matrixnorm |||

Falls M diagonalisierbar ist, d. h.

T MT = A,
mit den Eigenwerten A = diag \; und den Eigenvektoren als Spalten von T', dann gilt fiir
die der Vektornorm

2]l = 1T~ 2]l

zugeordnete Matrixnorm

M| = p(M)

Beweis:

1T~ M|
M = sup ——————
[ M]] SUD T
| T*MTT 2|,
sup
z 1T ]|

1Ayl

S —_—

v 1yl

i
ﬁ{n
i

max |\
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Falls M symmetrisch ist, dann ist M mit einer orthogonalen Matrix diagonalisierbar,
d.h.

1T~ 2ll2 = ]2,

und es gilt
[M]lz = p(M).

Fiir symmetrisch und positiv definite Matrizen F' ist die Energienorm und das energe-
tische Skalarprodukt definiert als

lz||p == VaTFx
(z,9)r = a'Fy
Eine Matrix heifit selbstadjungiert bzgl. dem Skalarprodukt (.,.)g falls

(Mz,y)r = (v, My)p
Lemma 12. Fulls M bzgl. dem Skalarprodukt (.,.)r selbstadjungiert ist, dann gilt
IM||r = p(M)
Beweis: Es gilt
(Mz,y)p =y " FMzx = (2, My)r = y' M* Fz, Vr,yeRY
d.h.
FM = MTF,

d.h. da F = FT
FM = (FM)T.

Fiir s.p.d. Matrizen F existiert F'/2: Mit Hilfe der Diagonalisierung F' = Q7AQ mit Aii >0
ist
F1/2 _ QTA1/2Q
Es ist
[ Mz||p
wery [ZlF
||F1/2MF71/2F1/2.I‘||2
= sup
2€RN [E22)2

_ HFl/zMF_l/2H2

1M

Wegen F'2MF~Y2 = F~Y2(FM)F~1/2 ist diese Matrix symmetrisch, und es gilt

IM]|5 = p(FY/2MF~'%) = p(M)
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Theorem 13. Seien A und C' symmetrisch und positiv definit. Damit sind auch C~1 und
AC™LA positiv definit. Es gilt fiir die Iterationsmatrizc M = I — 1C~LA:

[M][a = [[M]lc = |M]lac-1a = p(M)

Beweis: Die Matrix M ist in den entsprechenden Skalarprodukten selbstadjungiert. Wir
zeigen die Behauptung fiir (.,.) 4, die anderen Félle sind analog:

(x,My)a = y"MT"Az=y"(I —7C A Ax = y" (I — TAC™ ) Ax
yTA(I — 70 A)r = y" AMx = (Mx,y) 4
O
Wir nehmen im folgenden an dass A und C s.p.d. sind.

Mit Satz 13 erhalten wir dass (fiir p(M) < 1) der Fehler in den entsprechenden Normen

monoton reduziert wird:
e M < p(M) [|e¥]] .4

Allerdings ist der Fehler weder in der ||- || 4 noch in der || - ||¢ Norm tatséchlich berechenbar,
jedoch in der || - || ac-1.4-Norm:

le¥ 14 = e"ACT A" = || Ae®|[Er = [ A(z" — 2) |8 = | A2" — bl[es

In der einfachen Iteration werden folgende Gréflen berechnet:

P = b— Azt
wk — C_lrk
ubtt = P 4wk

Damit ist der Fehler
le* P14 = (F)TC7H" = (7)o",
Dieser Fehler kann mit blofl einem Skalarprodukt an Mehraufwand berechnet werden, und

wird deshalb gern als Abbruchkriterium verwendet. Falls C' ~ A, dann ist auch AC~'A ~
A, d.h. der Fehler mifit in etwa den Fehler in der Energienorm.

Um den optimalen Dampfungsparameter 7 zu bestimmen benétigen wir Information
iiber Eigenwerte des verallgemeinerten Eigenwertproblems

AUZ‘ = /\z C’UZ'

Selen
0< M < <...\.

Damit gilt auch
CilAUi = )\ﬂ}i

und
(I —7C7 A = (1 — 7\
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Damit sind (1 — 7);) die Eigenwerte von M. Der Spektralradius
p(M) = max |1 —7A|

ist kleiner als 1 falls

2
O<r<—
T N

gilt. Er ist minimal falls
L—7AN=—(1—-7\),

d.h.
2
Topt = ———.
M+ M
Der optimale Konvergenzfaktor ist damit
)\n - )\1
=1—TyM\1 = :
P Tt T N N

Die Konditionszahl der Matrix C~'A (bzgl. der Norm || - ||.4) ist

An

K= —.

A

Damit ist der Konvergenzfaktor

k—1
p - K + 17

was fiir k > 1 durch 5
pr1l——
K

angenédhert werden kann.

Das iterative Verfahren soll den Fehler (z.B. in der AC~!A-Norm) um einen Faktor ¢
reduzieren, z.B. e = 1078. Mit der (worst case) Fehlerreduktion pro Schritt kann damit die
maximale Anzahl von Iterationen N bestimmt werden:

(1—E)N:€,

K

also
log e log e K 4
R = —loge™".

T log(1—2/k)  —2/k 2

Die (maximal) bendtigte Iterationszahl ist proportional zur Konditionszahl, und mit log e ™!

auch proportional zur Anzahl der gewiinschten Stellen an Genauigkeit.
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6.2 Das Jacobi-Verfahren und das Gauf3-Seidel-Verfahren

Das Jacobi-Verfahren ist ein einfaches Iterationsverfahren mit der Wahl
C =diag A

Damit ist
n
k+1 _ k T k
=+ — bi—E iy | -
Qi —
7j=1

Falls A s.p.d. ist, sind auch alle Diagonaleintrige von A positiv. Damit ist auch C' s.p.d.

Beim Gauf-Seidel-Verfahren hingegen setzt man bei der Residuumsberechnung r; =

bi — Y aijx; die bereits neu berechneten Werte 27! .. 2™ ein:

- i—1 n
k+1 k § ' k+1 § k
QJ,L-+ =T; + — bl — CLZ‘,J’ZL’jJr — ai,jxj .
Qi —y —
j= j=i

Schreibt man
A=L+D+R

mit einer strikten linken unteren Dreiecksmatrix L, einer Diagonalmatrix D, und einer
strikten oberen Dreiecksmatrix R, so kann das GauB3-Seidelverfahren als

" = 2F 7D b — La™™ — (D + R)2¥)
dargestellt werden. Umformungen lieferen
(D +7L)2"* = Da* + 7(b — (D + R)z")
und weiter

" = (D+7L) ' Da* +7(D+7L)'(b— (D + R)z")
2" +7(D+7L)" (b~ Ax)

Das Gaul3 - Seidelverfahren ist damit ein einfaches Iterationsverfahren mit Vorkonditionie-

rer
C=D+rL.

Beim GS - Verfahren wird meist 7 = 1 gewahlt. Damit ist der Vorkonditionierer genau die
untere Dreiecksmatrix der Matrix A. Die Diskretisierung von Konvektionstermen fiihrt bei
passender Nummerierung zu Dreiecksmatrizen. Das GS-Verfahren ist deshalb sehr gut zur
Auflésung konvektionsdominanter Probleme geeignet.

Lemma 14. Falls A eine M -Matriz ist, dann konvergieren sowohl das Jacobi als auch das
Gaufs-Seidel Verfahren mit der Wahl 7 = 1.
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Lemma 15. Fulls A s.p.d. ist, dann konvergiert das Jacobi-Verfahren mit einer geeigneten
Wahl des Dampfungsparameters 7. Das Gauj-Seidel- Verfahren konvergiert fir — = 1.

Beispiel: Bestimmung der Konditionszahl des Jacobiverfahrens fiir die 1D Poissonglei-
chung. Sei h = 1/n und

1
(A$>i:ﬁ(_xi—l+2xi_xi+l> 1§Z§n—1
mit zg := x,, := 0. Sei

, 2
C = diag A:ﬁ'

Gesucht sind die Eigenwerte des verallgemeinerten EVPs:
Avt = \,C00°

Wie bei der Differentialgleichung selbst sind die Eigenvektoren v* = (v;) j=1,.n—1 (diskrete)
Sinusfunktionen:

vy = sin(ijm/n)

Damit ist
(Av); = 55 (=vjo+20) o)
S :
= sin(ijw/n)(2 — 2 cos(iw/n))
- %(1 — COS(i?T/TL))U;-
Wegen
(Cv'); = %"’j

sind die Eigenwerte
Ai =1 —cos(im/n).
Fiir grofles n ist damit der kleinste Eigenwert
A =1—cos(in/n) =~ 1— (1—31) i
e - 2n?

Der grofite Eigenwert ist

A1 =1—cos((n—1)7m/n) =2—cos(n/n) =2— X\ ~2— 27T_712

Damit ist \ 2
n—1 2 n 2
" A1 w2 /(2n?) w2 (")
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Der optimale Dampfungsparameter ist

2

—) = 1.
A+ Ao

Topt =

Auch fiir 2D und 3D Problemen mit n Intervallen in einer Richtung ist x = O(n?). Mit
N = n? Unbekannten ergibt sich damit ein Rechenaufwand von

1D:  O(Nkloge™™)

2D:  O(Nkloge™)
3D: O(Nkloge™)

O(nn*loge™) = O(n*loge™*
O(n*n*loge™") = O(n*loge™")
O(n*n*loge™") = O(n’loge™")

Der entsprechenden Komplexitéten fiir ein direktes Verfahren unter Ausnutzung der Band-
struktur sind O(n), O(n*), bzw. O(n7). In 1D ist das Jacobi-Verfahren viel langsamer, in
2D bereits vergleichbar, und in 3D viel schneller. Interessant fiir 2D und 3D Probleme ist
auch der Speicheraufwand O(N).
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6.3 Das Gradientenverfahren

Das Gradientenverfahren ist vergleichbar einfach zum einfachen Iterationsverfahren. Der
Vorteil ist, dass hier der optimale Dampfungsparameter automatische bestimmt wird. Die
Matrix A mufl dazu s.p.d. sein. Wir stellen dazu das lineare Gleichungssystem als ein
dquivalentes Minimierungsproblem dar:

Lemma 16. Sei A s.p.d.. Dann ist das lineare Gleichungssystem

Ar =b
dquivalent zum Minimierungsproblem
min f(x) mit f(z) = leAx — b
z€R™ 2

Beweis: Wir berechnen V f:
flz) = % Z Q; ;T;T; — Z bix;
irj i
Damit ist
g—:i = % Zz; {ai7jg_;ixj + ai7jxig_Z} — zl: b’g_;i
- % ; {ai’jéi,kx]’ + ai’jxi5j7k} — ; bidi x

= %Za;wwj + %Zai,kxi — bk
7 %

1 1
é(Ax)k + E(ATJJ)]C — bk

Der Gradient von f(z) ist das negative Residuum:
Vfi(x)=Ax—1b

Damit ist die Losung des linearen GS der einzige kritische Punkt von f. Da die Hessematrix
V2f = A positiv definit ist, ist der kritische Punkt tatsiichlich ein Minimum. O

Beim CGradientenverfahren verbessert man das aktuelle 2% durch einen Schritt in Rich-
tung des steilsten Abstieges, d.h. den negativen Gradienten:

e A
o + 7 (b— Ax)
~——
p
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Der optimale Dampfungsparameter wird durch Liniensuche in Richtung p bestimmt:

: k
min f(z" + 7p)

Es gilt
1
fz*+71p) = §(xk + 1) A(2® + 1p) — bT (2 + Tp)
1 1
= 572pTApk + 7(AzF — ) p + §(xk)TAxk — bk

1
= 57'2pTAp’7C —1p"p + const

Ableiten und nullsetzen liefert

df

0=—=7p"Ap—p'p,
dr
d.h. .
pp
opt TAp

Gradientenverfahren:

Wiihle Startwert x°
for k=0,1,2,...

pF =b— Ax¥

F)T pk
Tk = R T ApF

gF = gk 4ok

Mit der exakten Losung z* gilt:

fla) = F@*) + gl — o

Eine Minimierung von f liefert damit auch die bestmogliche Approximation der exakten

Losung bzgl. der || - |4 - Norm.
Damit konvergiert das Gradientenverfahren mindesten so schnell wir das Richardson-
verfahren (mit Vorkonditionierer C' = I') mit optimaler Wahl des Dampfungsparameters
2
Topt,Richardson = m»

d.h.

HZE* - g:ké—?tid.—VeTf-HA < ||l’* - Illc%—l'_clhardsonHA < pRichardsoon* - kaA

Es konvergiert i.a. aber auch nicht wesentlich schneller. Ein Vorteil ist, dass der optimale
Déampfungsparameter automatisch gefunden wird.

Orthogonalititseigenschaft: Der neue Fehler ¢! — 2* ist A-orthogonal zu der Suchrich-
tung p:
pTA(:L,k-l—l . IL'*) _ pTA(l‘k +7—optp . ZE*)
= p'(Az* —b) + 7,p" Ap = 0.
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6.3.1 Gradientenverfahren mit Vorkonditionierung

Sei C s.p.d. ein Vorkonditionierer zu A. Das Gleichungssystem Ax = b ist dquivalent zum
transformierten Gleichungssystem

0—1/2A0—1/2 01/237 _ C—l/Qb’
—_— Y~

A z b
also ) .
Az =b.
Das Gradientenverfahren dafiir ist
PP =0b— Azt
_ b
pTAp

P =3+ 7p

Es wird jedoch nicht tatsdchlich in den transformierten Groflen gerechnet, sondern die
Transformation wieder riickgingig gemacht. Man definiert p* = C~1/2pF.
Gradientenverfahren mit Vorkonditionierung;:

Wihle Startwert z:°
for k=0,1,2,...
P =b— AxF
pk — C’_lrk
_ T
Tk = (pi)TApk

aF = gF

Aus dem negativen Gradienten 7* wird die Suchrichtung p* gebildet.

6.4 Das Verfahren der konjugierten Gradienten

Das Verfahren der konjugierten Gradienten (kurz CG-Verfahren fiir conjugate gradients)
ist das meist-verwendetste iterative Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme mit s.p.d.
Matrizen A. Ein Iterationsschritt ist nur geringfiigig aufwandiger als beim Richardson-
Verfahren, die Konvergenz ist allerdings wesentlich besser.

6.4.1 Projektion auf Unterrdume

Beim Gradientenverfahren wurde die exakte Losung im affin-linearen Raum 2% + 7p
bestmoglich in der Energienorm approximiert. Seien p°, ... p*~! linear unabhingige Vekto-
ren. Wir wollen nun die Losung 2* bestmoglich im k-dimensionalen Unterraum

U =span{p’,...,p" '}

annaheren:
. _¥]2
min ||z — 274
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Ein z € U wird durch die p-Basis dargestellt:

k—1
x:ijyj:Py mit y € R¥.
j=0

Dabei ist
P=(p'p? - p 1) € K,
Das Minimierungsproblem ist damit

. P_*Q
min || Py — 2"

bzw ]
min —y? PT APy — yT PT Ax* + const
yERk 2
Da PT AP auch s.p.d. ist, ist dies dquivalent zum linearen GS
PT APy = PTb.
Damit erhilt man fiir :
r = Py= P(PTAP)"'PTp
Es gilt die Orthogonalitit
x—ax" L U
Sei v = Pz € U. Damit gilt
(r—x"v)a = (r—2a",P2)y
= 2'PTA(P(P"AP)'P"b — 2¥)
= 2TPTh— TP TAz* =0
Das Residuum ist R™-orthogonal zu U:
Ax — bJ_RnU
Falls die Basisvektoren p/ A-orthogonal sind, d.h.

T o (iNT A (Pi)TApi falls ¢ = j
(PTAP)y; = (p)" A’ _{ 0 sonst

dann sind die y und z sehr billig berechenbar:

)™
Ui = (i) T Api
und k—1 k—1
CE L E o)™
xr = ;p]y] - ~ (p]>TAp]p]



6.4.2 Das CG - Verfahren

Beim CG - Verfahren wird eine Folge von Unterriumen U, = span{p®,...p* 1} und die

entsprechenden Approximationen zu x* bestimmt:

Wihle 2° = 0, = b,

U, = span{r’}

for k =1,2,... Konvergenz
1. Bestimme A-orthogonale Basis p°, . ..
2. Bestimme 2* € U, iiber

,pFL fiir Uy,

min ||z* — |4
zeUy,

3. Erweitere den Teilraum
mit ¥ =b— Az

Uk+1 = Uk + {T’k}

Wir betrachten nun die Schritte im Detail: Mit Hilfe von Induktion sieht man leicht
folgende dquivalente Darstellungen von Uj:

Uk+1 span{po, e 7pk}
= span{p®,...,p" 1, r*}
= span{p’,...,p" ' b— Az"}
= span{p®,...,p"!, A2}
= U, + AU,

= span{b, Ab, A%, ... A*b}

Schritt 1: Die A-orthogonale Basis fiir Uy, wird aus der bereits vorhandenen A-
orthogonalen Basis fiir Uj_;, und dem Vektor p* gebildet. Den neuen Vektor p* erhélt
man durch Gram-Schmidt-Orthogonalisierung;:

Damit ist fiir 7 < k:

Fiir das Residuum r* gilt



Da AU,_; C U, gilt weiters
Tk_LAUk_l

Da fiir j < k — 2, p/ € Up_; liegt, gilt
(r*pa=0 Vji<k-—2
Bei der Orthogonalisierung fallen damit die meisten Terme weg | Man erhélt

o= (" p" a4
(P10 1)a
Die neue Suchrichtung kann damit in O(n) Rechenoperationen bestimmt werden.
Schritt 2: Die Ndherungslosung a* ist als Unterraum - Bestapproximation gegeben durch

k—1 :
by
ot = —7
;(p])TApJ
- k—2 b g b ph=1 -
I A I R e R
_ gkl TPt k-1

(pkfl)TApkflp
1

Die neue Naherungslosung x* erhélt man billig aus der vorigen Naherungslosung z#~.

6.4.3 Das CG - Verfahren mit Vorkonditionierung

Ahnlich wie beim Gradientenverfahren kann auch beim CG - Verfahren die Vorkonditio-
nierung iiber ein transformiertes GS eingefithrt werden. Man erhélt das PCG - Verfahren
(preconditioned CG):

Startvektor 2°
0 =b— Az 20 = C~10 p0 = 20
for k=1,2,3,...

o (R Tpk—t
k—1 (pF— )T Apk—T1

ok = k=l 4y phl
rk = k=1 _ oy Aph—1
Sk — O-1pk

ZR)Tk
Br—1 = (ZF—T)Trk—1

P = 2"+ Beoapt

In der Schleife wird das z* durch Liniensuche entlang p*~! bestimmt. Das neue Resid-
dum wird ebenfalls aus dem alten bestimmt. Dadurch wird eine zusétzliche Matrix-Vektor
Multiplikation eingespart. Der Unterraum wird um das vorkonditionierte Residuum z er-
weitert. Zuletzt wird die Orthogonalisierung fiir die neue Suchrichtung p* vorgenommen.
Das PCG Verfahren benotigt damit pro Iteration nur jeweis eine Matrix - Vektormultipli-
kation mit A und C~!, plus einige Skalarprodukte und Vektor-Vektor Additionen.
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6.4.4 Konvergenzanalysis beim CG - Verfahren

Das Gradientenverfahren ist ein Richardsonverfahren mit automatisch gefundener opti-
maler Schrittweite. Damit kann die Konvergenzrate des Gradientenverfahrens iiber die
Konvergenzrate des Richardsonverfahrens abgeschétzt werden.

Das CG-Verfahren ist die Bestapproximation im Krylovraum. Der Fehler nach k-
Iterationsschritten ist damit kleiner gleich als der nach k Schritten Richardsonverfahren
mit beliebiger, variabler Schrittweite:

lz = 2tlla < (I = nCT AT = 71 O A) -+ (I = nCT A (@ = %) |4

Wird der Fehler u — u® in Eigenvektoren zerlegt, dann kann die Fehlerreduktion iiber
die Eigenwerte ausgedriickt werden. Die Eigenwerte von C~!A liegen im Intervall [A;, \,].
Damit ist

: k
pr = min max II7 (1 —71;A
LTk N€[AL,An] 7 i i)

eine obere Schranke fiir die Fehlerreduktion. Man kann zeigen, dass

Damit wird die notwendige Anzahl an Iterationen von O(k loge™') auf O(y/k loge™)
reduziert.
Es ergibt sich ein Rechenaufwand von

1D:  O(Nykloge™) = O(nnloge™") = O(n*loge™")
2D:  O(Nykloge™) =O(n*nloge™') = O(n*loge™)
3D: O(Nvykloge™) =0(n*nloge™) = O(n*loge™)

6.5 Mehrgitterverfahren

Beim Mehrgitterverfahren werden neben dem Diskretisierungsgitter noch weitere, grobere
Hilfsgitter verwendet. Damit erreicht man Vorkonditionierer mit relativer Konditionszahl
k(C7'A) = O(1) und Rechenaufwand zur Anwendung von C~! von O(N), also optimale
Vorkonditionierer.

Die Idee ist wie folgt: Betrachten wir die 1D Poissongleichung mit Dirichletrandbedin-
gungen. Das Jacobiverfahren mit Démpfung 7 = 0.5

I—05C""A
hat die Eigenvektoren und Eigenwerte
T

v' = (sin n )j=1,.n—1 cos( -

s

).
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Fiir kleine 7, also fiir niederfrequente Funktionen, ist der Fehlerreduktionsfaktor nahe 1,
das heifit die entsprechenden Fehleranteile konvergieren sehr langsam. Fiir i > n/2; also fiir
hochfrequente Funktionen ist die Fehlerreduktion kleiner 0.5. Hochfrequente Fehler werden
damit schnell ausgedampft. Der Fehler ist nach wenigen Iterationen eine glatte Funktion.
Iterationsverfahren mit dieser Eigenschaft nennt man demnach Glitter (bzw. Smoother).

Das Jacobi-Verfahren wird nun mit einem zweiten Verfahren kombinert, welches fiir
glatte Fehler schnell konvergiert.

Wir wéhlen interpolierte, stiickweise lineare Funktionen auf einem doppelt so groben
Gitter. Hat das feine Gitter z.B. 8 Intervalle, und das grobe 4 Intervalle. Dann ist eine
Basis fiir den Grobgitterraum:

1/2 0 0 )
1 0 0
1/2 1/2 0
] o |, 1 |,1 o [,
0 1/2 1/2
0 0 1
(\ 0 0 1/2 ) |

Wir definieren die Matrix P mit den Basisfunktionen als Spaltenvektoren:

/2 0 0

1 0 0

1/2 1/2 0

P=| 0o 1 o0
0 1/2 1/2

0 0 1
0 0 1/2

Eine auf dem groben Gitter gegebene diskrete Funktion kann mit der Matrix P auf das
feinere Gitter prolongiert werden. Man nennt P deshalb die Prolongationsmatrix.

Sei u* die aktuelle Iterierte. Die niichste Iterierte soll sich durch einen Korrekturschritt
im Grobgitterraum ergeben, und den Fehler in der Energienorm minimieren. Ahnlich zu
Abschnitt 6.4.1 erhédlt man den Grobgitterkorrektur - Schritt

2" = 2F - P(PTAP)™'PT (b — Az").
Dieser kann wie folgt interpretiert werden:

1. Multiplikation mit P?. Damit wird das Residuum b — Az* vom feinen Gitter auf das
grobere Gitter restringiert.

2. Die Matrix PTAP ist (bis auf Skalierung) genau die Poisson - Matrix auf dem
groberen Gitter. Man 16st damit das Defekt-Problem auf dem gréberen Gitter.
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3. Mittels P wird der Korrekturschritt wieder vom groben Gitter auf das feinere Gitter
iibertragen

Da gerade niederfrequente Funktionen am Grobgitter gut darstellbar sind, ist die Grob-
gitterkorrektion eine ideale Ergénzung zum Glétter. Eine mogliche Zusammensetzung der
Schritte ist
gH B = gk 4 Db — AzF)
L2 xk+1/3_|_PA;IIPT<b_Axk+1/3>
gL = g3 4 Dl Aght3)

Dabei ist D = 2diag{A} der gedidmpfte Jacobi - Vorkonditionierer, und Ay = PTAP die
Grobgitter-Matrix. Durch die Anwendung des Glétters vor und nach der Grobgitterkor-
rektur ist der Vorkonditionierer der zusammengesetzten Iteration wieder symmetrisch.

Dies ist das sogenannte Zweigitterverfahren. Es benottigt die Invertierung der kleine-
ren Matrix Ay am groberen Gitter. Um auch diesen Aufwand zu reduzieren, kann die
Zweigittermethode rekursiv zu der Mehrgittermethode fortgesetzt werden. Angenommen,
wir haben L hierarchisch geschachtelte Gitter, und Matrizen Aq,... Ar. Dabei ist A; die
sehr kleine Matrix am grobsten Gitter, und Ay die eigentliche Diskretisierungsmatrix am
feinsten Gitter.

Eine rekursive Darstellung des Mehrgitterverfahrens mit einem Vorgliattungsschritt und
einem Nachglédttungsschritt ist:

MGM;, (in: b, in/out: z)

Falls L = 1:
r= A"
sonst
v:=x+D;'(b— Arx)
r=b—Arx
r.:= Plr
z. =10

MGML_l(ZL‘C,TC)
r:=x+ Prx,
v:=x+D;'(b— Arx)

Da die Anzahl der Unbekannten auf den groberen Gittern geometrisch abnimmt, erhélt
man sehr leicht den gesamten Rechenaufwand (z.B. fiir 2D Probleme):

11
N+ N+ 5N +...=O0(N)

Die Konvergenzrate des Mehrgitterverfahrens ist unabhéngig von der Problemgrofie, d.h.
k{C~tA} = O(1). Ein Beweis dafiir benétigt jedoch tiefgehende Analysis.
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