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GEWÖHNLICHE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Skriptum zur Vorlesung
und zum ergänzenden Seminar

von Prof. Mlitz

(Auflage 2004)

Differentialgleichungen A: Kapitel 1-6
Differentialgleichungen B: Kapitel 1-5

Zur Beachtung!

Das Skriptum enthält sowohl den Stoff der Vorlesung als auch jenen des ergänzenden Semi-
nars. Die Abschnitte, die im Seminar behandelt werden (und die daher nicht zum Prüfungs-
stoff über die Vorlesung gehören) sind jeweils am Beginn mit ∗, am Ende mit 2 gekennzeich-
net.
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2 ELEMENTARE LÖSUNGSMETHODEN

Literatur:
[BHW],[C],[K],[KK],[L],[W],[WA],[WE]

2.1 DIREKTE METHODEN

Manche Differentialgleichungen 1.Ordnung lassen sich durch Umformung und Integration
lösen.

TRENNUNG DER VARIABLEN:
Aus der Substitutionsregel für eindimensionale Integrale folgt:

Man erhält die Lösung jeder Differentialgleichung der Gestalt

ẋ = f(t).g(x)

in impliziter Form durch die Gleichung

S

(
1

g(x)

)
= S(f(t)) + c,

d.h. ∫
dx

g(x)
=
∫
f(t)dt+ c,

falls 1
g und f Stammfunktionen haben.

Man hat also formal in dx
dt = f(t).g(x) die Variablen zu trennen:

dx
g(x) = f(t)dt und dann zu integrieren.

Beispiele:

1. ẋ = t2

x

t2

x erfüllt für x 6= 0 eine lokale Lipschitzbedingung bezüglich x, also hat jede Anfangs-
wertaufgabe (mit x(t0) 6= 0) eine eindeutig bestimmte maximale Intervall-Lösung.∫
xdx =

∫
t2dt+ c

⇒ implizite Lösung: x2

2 = t3

3 + c, bzw.: 3x2 − 2t3 = c.

⇒ explizite Lösung: x = ±
√

2t3+c
3 auf (− 3

√
c
2 ,+∞).

Die Anfangsbedingung x(0) = 1 liefert etwa:

3.1− 2.0 = c, also c = 3 :
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3x2 − 2t3 = 3 bzw. x =
√

2t3+3
3 auf (− 3

√
3
2 ,+∞)

(die negative Lösung kommt hier nicht in Frage).

2. ẋ =
√
|x|

Lokale Lipschitzbedingung bezüglich x für x 6= 0

Nichtnegative Lösungen:
∫ dx√

x
=
∫
dt+ c,

also: 2
√
x = t+ c t ∈ (−c,∞);

nichtpositive Lösungen:
∫ dx√

−x =
∫
dt+ c,

also: −2
√
−x = t+ c t ∈ (−∞,−c).

Aus diesen Teillösungen x = ± (t+c)2

4 (auf (−c,+∞) bzw. (−∞,−c)) kann man Lösun-
gen auf ganz R zusammensetzen:

Für b > a in R wähle man etwa

ϕab(t) =


− (t+b)2

4 t < −b
0 −b ≤ t ≤ −a

(t+a)2

4 t > −a
.

Jede Anfangsbedingung x(t0) = α mit α > 0 bestimmt eindeutig eine positive Lösung,
jede mit α < 0 eine negative. Der jeweils andere Teil der Lösung ist nicht eindeutig
festgelegt. z.B. liefert x(1) = −1 die nicht positive Lösung mit −1 = − (1+c)2

4 , d.h. c = 1
oder c = −3.

Lösungen mit x(1) = −1 sind also (unter anderen) alle Lösungen x = ϕa,−3 mit a < −3.

Manche Typen von Differentialgleichungen lassen sich so transformieren, daß die Trennung
der Variablen anwendbar ist.

Beachten Sie, daß bei jeder Transformation neue Einschränkungen für die Varia-
blen auftreten bzw. vorhandene Einschränkungen wegfallen können! Man muß also
spätestens im Endergebnis untersuchen, ob durch die verwendeten Transformationen
keine Lösungen verlorengegangen oder hinzugekommen sind.

HOMOGENE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN:

Für Gleichungen der Gestalt ẋ = f(xt ) (man nennt sie HOMOGEN (homogeneous)
bzw. - zur Unterscheidung von den homogenen linearen Gleichungen - auch EULER-
HOMOGEN) liefert die Substitution y = x

t eine Gleichung mit getrennten Variablen:
ẏ = f(y)−y

t .

Deren implizite Lösung ist ln |t| =
∫ dy
f(y)−y + c.

Ist f(y) mit y identisch, so lautet die ursprüngliche Gleichung ẋ = x
t und ist direkt

lösbar; sonst müssen nur die Stellen mit f(y) = y extra untersucht werden.
Anfangsbedingungen können mitsubstituiert werden.
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Beispiele:

1. ẋ = x
t −

t2

x2 Bedingungen: x 6= 0, t 6= 0

y = x
t ⇒ yt = x⇒ ẏt+ y = ẋ = y − 1

y2

⇒ Neue Gleichung: ẏ = − 1
ty2

(y 6= 0, t 6= 0)

Lösung:
∫
y2dy = −

∫ 1
t dt+ c

⇒ y3 = −3 ln |t|+ c (t 6= 0, |t| 6= 3
√
ec), c ∈ R

⇒ x3 = (yt)3 = −t3(3 ln |t| − c) (t 6= 0, |t| 6= 3
√
ec), c ∈ R

y = f(y) = y − 1
y2

kann nicht vorkommen.

Die Anfangsbedingung x(2) = 4 ergibt y(2) = 4
2 = 2, also 8 = −3 ln 2 + c,

d.h. x3 = −t3(3 ln |t|
2 − 8) auf (0, 2 3

√
e8).

2. ẋ = x2

t2
− x

t Bedingung: t 6= 0

y = x
t ⇒ yt = x⇒ ẏt+ y = ẋ = y2 − y

⇒ Neue Gleichung: ẏ = y2−2y
t (t 6= 0)

Lösung:
∫ dy
y2−2y

=
∫ 1
t dt+ c = ln |t|+ c

1
y2−2y

= 1
2

(
1
y−2 −

1
y

)
⇒

⇒ 1
2(ln |y − 2| − ln |y|) = ln |t|+ c

d.h.:
√∣∣∣y−2

y

∣∣∣ = ec|t| (t 6= 0, y 6= 0, 2)

Somit ergibt sich∣∣∣1− 2
y

∣∣∣ = e2ct2

und daher 2
y = 1± e2ct2, also y = 2

1±e2ct2

mit den Bedingungen c ∈ R, t 6= 0, (woraus bereits y 6= 0, 2 folgt) und bei “-” zusätzlich
t2 6= e−2c.

Diese y liefern

x = 2t
1±e2ct2

.

y = f(y) = y2 − y ergibt y = 0 oder 2; durch direktes Einsetzen in die ursprüngliche
Gleichung stellt man fest, daß auch diese Werte Lösungen liefern und zwar

x = 0 und x = 2t.

Insgesamt erhält man also die Lösungen

x = 0, x = 2t, x = 2t
1+e2ct2

(c ∈ R) auf (−∞, 0) und (0,∞),

sowie

x = 2t
1−e2ct2

auf (−∞,−e−c), (−e−c, 0), (0, e−c) und (e−c,∞).
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Für die Anfangsbedingungen x(1) = e können x = 0 und x = 2t sofort ausgeschlossen werden;
wegen e > 2 ist nur x = 2t

1−e2ct2
möglich.

e = 2
1−e2c liefert:

e2c+1 = e− 2, also c = ln(e−2)−1
2 ;

daher e2c = e−2
e = (1− 2

e ) und e−c =
√

e
e−2 > 1.

Die maximale Intervall-Lösung lautet also:
x = 2t

1−(1− 2
e
)
t2 auf (0,

√
e
e−2).

Die Differentialgleichungen der Gestalt ẋ = f( at+bx+cαt+βx+γ ) lassen sich für

∣∣∣∣∣ a b
α β

∣∣∣∣∣ 6= 0

durch eine Substitution t = u+p, x = v+q auf die homogene Gestalt v̇(u) = ẋ(t) =
f
(
au+bv
αu+βv

)
= f

(
a+b v

u
α+β v

u

)
bringen

(p und q durch Einsetzen so bestimmen, daß c und γ wegfallen).

Im Fall

∣∣∣∣∣ a b
α β

∣∣∣∣∣ = 0 hat die Gleichung die Gestalt ẋ = f
(
λ(αt+βx)+c
αt+βx+γ

)
;

für β = b = 0 hängt die rechte Seite nur von t ab, sonst liefert die Substitution
y = αt + βx die neue Gleichung ẏ = α + βẋ = α + f

(
λy+c
y+γ

)
, die durch Trennung

der Variablen zu lösen ist.

Beispiel:
ẋ = −4t+3x−1

3t+4x+1 Bedingung: 3t+ 4x+ 1 6= 0∣∣∣∣∣ 4 3
3 4

∣∣∣∣∣ 6= 0, also Ansatz t = u+ p, x = v + q mit

4p+ 3q − 1 = 0
3p+ 4q + 1 = 0

⇒ p = 1, q = −1,

d.h. v̇(u) = ẋ(t) = −4u+3v
3u+4v = −4+3 v

u
3+4 v

u
(u 6= 0)

Substitution v = uy ergibt y + uẏ(u) = v̇(u) = −4+3y
3+4y mit der Bedingung 4y + 3 6= 0, die

äquivalent zu 3t+ 4x+ 1 6= 0 ist;
d.h. ẏ(u) = − 1

u

(
4+3y
3+4y + y

)
= − 1

u
4y2+6y+4

3+4y

⇒
∫ 4y+3

4y2+6y+4
dy = −

∫ du
u + c

⇒ 1
2 ln(2y2 + 3y + 2) = − ln |u|+ c (da 2y2 + 3y + 2 immer > 0 ist)

also: 2y2 + 3y + 2 = c
u2 (c > 0);

y = v
u ⇒ 2v2 + 3uv + 2u2 = c > 0;

die Auflösungen dieser Gleichung nach v liefern auch an der Stelle u = 0 Lösungen von
v̇(u) = −4u+3v

3u+4v (3u+ 4v 6= 0).
u = t− 1, v = x+ 1 ⇒
2x2 + 2t2 + 3tx+ x− t+ 1 = c (c > 0) (3t+ 4x+ 1 6= 0).
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Man kann leicht überprüfen, daß an allen Stellen (t, x), die diese Gleichung erfüllen und für
die 3t+ 4x+ 1 6= 0 gilt, diese Gleichung nach dem Hauptsatz über implizite Funktionen eine
Auflösung x(t) hat, die der zu lösenden Differentialgleichung genügt.
Frage: für welche (t, x) ist die Gleichung erfüllt ? Da es sich um eine quadratische Gleichung
in x handelt,

2x2 + (3t+ 1)x+ 2t2 − t+ 1− c = 0,

benötigt man die Diskriminante

∆ = (3t+ 1)2 − 8(2t2 − t+ 1− c) = −7t2 + 14t− 7 + 8c = −7(t− 1)2 + 8c

x(t) existiert also nur für 8c ≥ 7(t− 1)2, was die Bedingung c > 0 bestätigt. Außerdem folgt,
daß für c > 0 die Lösung x(t) jeweils auf dem Intervall

(
1−

√
8
7c, 1 +

√
8
7c
)

definiert ist.

LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN:
Gestalt: ẋ = a(t).x+ b(t).
Man nennt diese LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNG HOMOGEN (homogeneous),
wenn b(t) = 0 ist, sonst INHOMOGEN (inhomogeneous). a und b heißen KOEFFIZIENT
bzw. STÖRFUNKTION oder INHOMOGENITÄT (inhomogeneous part). Ist a auf einem
Intervall I beschränkt, so erfüllt die rechte Seite auf I×R eine Lipschitzbedingung bezüglich
x. Sind a und b auf I stetig, so existiert somit zu jeder Anfangsbedingung eine eindeutig
bestimmte Lösung in I ×R. Aufgrund der speziellen Gestalt der Gleichung ergibt sich, daß
ein Stetigkeitsintervall von a und b keine Unbeschränktheitsstelle einer Lösung enthalten
kann. Daher:

Ist I das maximale gemeinsame Stetigkeitsintervall von a und b um t0, so hat das
Anfangswertproblem
ẋ = a(t).x+ b(t), x(t0) = c
in I ×R genau eine maximale Intervall-Lösung und diese ist auf ganz I definiert.
Homogene lineare Differentialgleichungen sind stets durch Trennung der Variablen
lösbar:
die allgemeine Lösung von ẋ = a(t).x lautet: x = c.e

∫
a(t)dt.

Die allgemeine Lösung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung ẋ = a(t)x+
b(t) erhält man durch Addition der allgemeinen Lösung xh der zugehörigen ho-
mogenen Gleichung ẋ = a(t).x zu einer speziellen Lösung xp (einer sogenannten
PARTIKULÄREN LÖSUNG) der inhomogenen Gleichung.

Da die Exponentialfunktion keine Nullstellen hat, kann man die gesuchte partikuläre Lösung
in der Gestalt xp = c(t).xh anschreiben und gelangt so zur METHODE DER VARIATION
DER KONSTANTEN (variation of the constant):
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Der Ansatz xp = c(t).xh =
(
c(t).e

∫
a(t)dx

)
liefert durch Einsetzen in die inhomogene

Gleichung die Ableitung ċ(t), aus der man c(t) und damit xp bestimmen kann.

Beispiel:
ẋ = 3

t+1x+ 3(t+ 1) (t 6= −1)

Homogene Gleichung: ẋ = 3
t+1x

⇒
∫ dx

x =
∫ 3
t+1dt+ c oder x = 0.

Die allgemeine Lösung ist also
ln |x| = 3 ln |t+ 1|+ c oder x = 0,
d.h. xh = c.(t+ 1)3 (c ∈ R).
Variation der Konstanten:
xp = c(t).(t+ 1)3 einsetzen:
ċ(t).(t+ 1)3 + 3c(t)(t+ 1)2 = 3

t+1 .c(t).(t+ 1)3 + 3(t+ 1)
⇒ ċ(t) = 3

(t+1)2
⇒ c(t) = −3

t+1 (Integrationskonstante unnötig, da nur eine partikuläre
Lösung benötigt wird).
⇒ xp = −3

t+1(t+ 1)3 = −3(t+ 1)2.
⇒ Gesamtlösung: x = c(t+ 1)3 − 3(t+ 1)2 (c ∈ R) auf (−∞,−1) ∪ (−1,+∞).

BERNOULLI-DIFFERENTIALGLEICHUNGEN:
Gestalt: ẋ = g(t).x+ h(t).xs

(s 6= 0, 1, da in diesen Fällen eine lineare Differentialgleichung vorliegt.)

Die Substitution y = x1−s liefert die äquivalente lineare Differentialgleichung

ẏ = (1− s)x−sẋ = (1− s)g(t).y + (1− s)h(t);

zu den aus ihr gewonnenen Lösungen tritt für s > 0 noch die Lösung x = 0 hinzu.
Transformation einer Anfangsbedingung x(t0) = α liefert y(t0) = α1−s, also existiert
eine entsprechende Lösung nur, wenn α1−s definiert ist (außer für α = 0 und positives
s, wo x = 0 stets eine Lösung ist).

Beispiel:
ẋ = −x

t+1 − (t+ 1)x4 (t 6= −1)
y = x1−4 = x−3 ⇒ ẏ = −3x−4ẋ = 3

t+1y + 3(t+ 1)
⇒ y = c(t+ 1)3 − 3(t+ 1)2

⇒ Gesamtlösung: x = 1
3
√
c(t+1)3−3(t+1)2

(t 6= −1, 3
c − 1), sowie x = 0 (t 6= −1).

Zur Anfangsbedingung x(1) = 0 gibt es keine Lösung außer x = 0, da 01−4 nicht definiert ist.
Die Anfangsbedingung x(0) = 1 wird y(0) = 1 und ergibt:

1 = c.13 − 3.12 ⇒ c = 4;
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Die zugehörige Lösung ist x = 1
3
√

4(t+1)3−3(t+1)2
auf (−1

4 ,∞).

RICCATI-DIFFERENTIALGLEICHUNGEN:
Gestalt: ẋ = g(t).x+ h(t).x2 + k(t)

Derartige Gleichungen sind im allgemeinen nicht elementar lösbar. Hat man jedoch
eine spezielle Lösung x = ϕ(t) gefunden, so erhält man die Gesamtlösung indem
man zu dieser Lösung ϕ die Lösungen der Bernoulli-Differentialgleichung

ẏ = (g(t) + 2ϕ(t)h(t)).y + h(t).y2

addiert.

Beispiel:
ẋ = 3(2(t+ 1)2 − 1

t+1)x− 3(t+ 1)x2 − 3(t+ 1)3 + 4 (t 6= −1)
Diese Gleichung hat offensichtlich x = t+ 1 als Lösung auf R \ {−1}.
Der Ansatz x = y + t+ 1 führt zu:
ẏ = ẋ− 1 = 3(2(t+ 1)2 − 1

t+1)(y + t+ 1)− 3(t+ 1)(y + t+ 1)2 − 3(t+ 1)3 + 3 =
= − 3

t+1y − 3(t+ 1)y2 (Bernoulli-Gleichung)

z = y1−2 = 1
y ergibt ż = − ẏ

y2
= 3

t+1z + 3(t+ 1).
Somit erhält man für die allgemeine Lösung:
z = c(t+ 1)3 − 3(t+ 1)2, also
y = 1

z = 1
c(t+1)3−3(t+1)2

und y = 0 (t 6= −1, 3
c − 1),

also:
x = 1

c(t+1)3−3(t+1)2
+ t+ 1 für t 6= −1 und 3

c − 1
sowie x = t+ 1 für t 6= −1.
Bei vorgegebenem Anfangswert x(0) erhält man die Lösung mit c = 3x(0)−2

x(0)−1 für x(0) 6= 1 (je

nach dem Wert von x(0) auf dem Intervall
(
−1, −1

3x(0)−2

)
bzw. (−1,∞) bzw.

(
−1

3x(0)−2 ,∞
)
;

bzw. x = t+ 1 für x(0) = 1 (auf −1,∞));
x(0) = 2 liefert etwa c = 4, also die maximale Intervall-Lösung x = 1

4(t+1)3−3(t+1)2
+ t+ 1 auf

(−1
4 ,∞).
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2.2 PARAMETRISIERUNG

In manchen Fällen führt die Einführung eines geeignetes Parameters zur Lösung.

DURCH y′ PARAMETRISIERBARE LÖSUNGEN:

Hat y′ an jeder Stelle einer Lösungskurve der Differentialgleichung g(x, y, y′) = 0
einen anderen Wert, so kann man für eine Durchlaufung dieser Kurve y′ als Para-
meter wählen. Der Ansatz y′ = p, x = x(p), y = y(p) führt zum Gleichungssystem{

ẏ(p) = p.ẋ(p)
∂g
∂x .ẋ(p) + ∂g

∂y .ẏ(p) + ∂g
∂y′ = 0,

und damit zu 
ẋ(p) =

− ∂g
∂y′

∂g
∂x

+p ∂g
∂y

(x(p), y(p), p)

ẏ(p) =
−p ∂g

∂y′
∂g
∂x

+p ∂g
∂y

(x(p), y(p), p).

Tritt in der Gleichung für ẋ(p) die Funktion y(p) nicht auf, so ist diese Gleichung
eine explizite Differentialgleichung 1.Ordnung für x(p), aus deren Lösung man durch
ẏ(p) = pẋ(p) zunächst ẏ(p) und damit durch Integration auch y(p) gewinnt.
Analoges gilt falls in der Gleichung für ẏ(p) die Funktion x(p) nicht auftritt.
Da nicht jede Lösung von g(x, y, y′) = 0 mit y′ = p parametrisierbar sein muß
(Lösungskurven, die gerade Strecken enthalten, sind z.B. nicht so darstellbar), erhält
man auf diesem Weg im allgemeinen nicht alle Lösungen.

Zu beachten ist, daß die erhaltene Differentialgleichung für x(p) bzw. für y(p) nicht elementar
lösbar sein muß.

Die genannte Methode führt (zumindest in der Theorie) zu Lösungen bei Gleichun-
gen des Typs:

y = f(x, y′)

für die ẋ(p) =
∂f
∂y′

p− ∂f
∂x

(x, p) folgt,

bzw. des Typs

x = f(y, y′)

mit ẏ(p) =
p ∂f

∂y′

1−p ∂f
∂y

(y, p).
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Spezialfälle:

1. x = f(y′) führt durch y′ = p zum System{
x(p) = f(p)
ẏ(p) = pẋ(p)

mit der Lösung

x = f(p)
y =

∫
p.ḟ(p)dp+ c.

Da für eindeutige Funktionen f die Variable x sich aus y′ = p eindeutig ergibt,
gibt es keine weiteren Lösungen.

2. y = xy′ + g(y′) (CLAIRAUT-DIFFERENTIALGLEICHUNGEN)

y′ = p führt zu: {
y(p) = px(p) + g(p)
ẏ(p) = pẋ(p)

und damit (falls g(p) nicht die Gestalt g(p) = αp+ β hat) zur Lösung:{
x(p) = −ġ(p)
y(p) = −pġ(p) + g(p).

Außerden sind alle Geraden y = cx + g(c) c ∈ R Lösungskurven. Durch Zu-
sammensetzen von Teilen dieser Lösungskurven erhält man alle Lösungen.

3. y = x.f(y′) + g(y′)
(D’ALEMBERT-DIFFERENTIALGLEICHUNGEN)

y′ = p führt zu: {
y(p) = x(p).f(p) + g(p)
ẏ(p) = pẋ(p)

und damit für p 6= f(p) zur linearen Differentialgleichung

ẋ(p) =
ḟ(p)

p− f(p)
x(p) +

ġ(p)
p− f(p)

aus der man x(p) berechnet; y(p) gewinnt man daraus direkt.
Ist an einer Stelle p0 der Wert von f(p0) gleich p0, so gewinnt man die Gerade
y = p0x+ g(p0) als Lösungskurve.
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Beispiele:

1. sin y′ = x

p = y′ ⇒ x(p) = sin p
ẏ(p) = pẋ(p) = p cos p

also y(p) =
∫
p cos pdp+ c = p sin p+ cos p+ c.

2. y = xy′ + ey
′

(Clairaut)

Lösungsgerade: y = cx+ ec, c ∈ R

Sonstige Lösungen: y′ = p⇒
{
y(p) = px(p) + ep

ẏ(p) = pẋ(p)

⇒ pẋ(p) + x(p) + ep = pẋ(p)

⇒ x(p) = −ep, y(p) = −pep + ep, (p ∈ R).

3. y = xy′ + y′ + 1 (Clairaut)

Lösungsgerade: y = cx+ c+ 1, c ∈ R

Sonstige Lösungen gibt es keine, da y′ = p auf die Gleichungen

y(p) = px(p) + p+ 1
ẏ(p) = pẋ(p)

und damit auf x(p) = −1, y(p) = 1 führt.

4. y = 2xy′ − y′2 (d’ Alembert)

y′ = p⇒ y(p) = 2px(p)− p2

ẏ(p) = pẋ

⇒ pẋ(p) = 2pẋ(p) + 2x(p)− 2p,

woraus für p 6= 0 folgt:

ẋ(p) = −2
p
x+ 2

Lösungen sind daher:
x(p) = c

p2
+ 2

3p

(p 6= 0, c ∈ IR).
y(p) = 2c

p + p2

3

Für p = 0 erhält man die Gerade y = 0 als Lösungskurve. Zusätzlich ergibt sich in
diesem Fall die c = 0 entsprechende Lösung x(p) = 2

3p, y(p) = p2

3 , die auch für p = 0
definiert ist und die Lösungskurve y = 3

4x
2 liefert.
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EIN REDUKTIONSVERFAHREN FÜR AUTONOME GLEICHUNGEN:
Der Ansatz ẋ(t) = p(x) führt zu

ẍ = p′(x).ẋ = (p′p)(x)
x(3) = (p′p)′.ẋ = ((p′′p+ p′2)p)(x)

usw. . . . .Damit ergibt sich:

Durch die Festsetzung ẋ(t) = p(x) erhält man aus der autonomen Differentialglei-
chung

g(x, ẋ, . . . , x(k)) = 0 (Ordnung k)

die (nicht autonome) Gleichung

g(x, p, p′p, p′′p2 + p′2, . . .) = 0 (Ordnung k − 1).

Ist daraus p(x) bestimmt, so ergibt sich durch Trennung der Variablen in ẋ = p(x)
die implizite Lösungsdarstellung

t =
∫

dx

p(x)
+ c ;

Es werden dadurch nur streng monotone Lösungen erfaßt.

Die beschriebene Vorgangsweise ist vor allem für Gleichungen der Ordnung 2 nützlich, de-
ren Lösung damit auf die Lösung zweier voneinander unabhängiger Gleichungen 1.Ordnung
zurückgeführt wird.

Beispiel:
xẍ = ẋ2

ẋ = p(x) ⇒ xpp′ = p2

p = 0 liefert die konstanten Lösungen x = c ∈ IR.
p 6= 0 ⇒ xp′ = p,
d.h. x dpdx = p, also dp

p = dx
x

⇒ p = c1x, d.h.: ẋ = c1x
⇒ t =

∫ dx
c1x

+ c2 = 1
c1

ln |x|+ c2

⇒ |x| = ec1(t−c2)

⇒ x = d1e
d2t (d1, d2 ∈ IR).

Suche nach allfälligen nicht monotonen Lösungen:
x(t) ist zweimal differenzierbar und daher auf passenden Teilintervallen monoton. Somit ist
jede Lösung aus Teilen der obigen zusammengesetzt. Das Zusammensetzen zweier Lösungen
x = d1e

d2t und x = a1e
a2t an der Stelle t = α zu einer neuen Lösung ist nur möglich, wenn

an dieser Stelle x, ẋ und ẍ für beide Lösungen jeweils gleich sind, d.h. wenn gilt:

a1e
a2α = d1e

d2α, a2a1e
a2α = d2d1e

d2α und a2
2a1e

a2α = d2
2d1e

d2α.
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In diesem Fall ist aber a1 = d1 = 0 oder a2 = d2, woraus ebenfalls die Gleichheit beider
Lösungen folgt.
Somit gibt es nur die oben angegebenen monotonen Lösungen.

2.3 EXAKTE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND INTEGRIEREN-
DE FAKTOREN

EXAKTE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN:
Man nennt eine DIFFERENTIALGLEICHUNG der Gestalt

a1(x)ẋ1 + . . .+ ak(x)ẋk = 0

bzw. äquivalent dazu

a1(x)dx1 + . . .+ ak(x)dxk = 0

EXAKT (exact), wenn die zugehörige Differentialform
∑k
i=1 ai(x)dxi eine Stammfunktion

hat. Offensichtlich ist jede exakte Differentialgleichung autonom.

Die Trajektorien einer exakten Differentialgleichung

a1(x)dx1 + . . .+ ak(x)dxk = 0

genügen der Gleichung

F (x1, . . . , xk) = c,

wobei F eine Stammfunktion der Differentialform
ω(x) = a1(x)dx1 + . . .+ ak(x)dxk ist und c gewissen Einschränkungen unterworfen
sein kann.
Jedes System von k − 1 exakten Differentialgleichungen liefert auf diese Art ei-
ne implizite Darstellung der Trajektorien, soferne die Koeffizientenfunktionen der
Gleichungen stetig sind und ihre Matrix den Rang k − 1 hat. Sind die Koeffizi-
enten aj(x) stetig differenzierbar, so ist eine Gleichung der Gestalt a1(x)dx1 +
. . . + ak(x)dxk = 0 genau dann exakt, d.h. wenn die Integrabilitätsbedingungen
∂ai
∂xj

(x) = ∂aj

∂xi
(x) (i, j = 1, . . . , k) gelten.

Beispiel:
(4x+ 3y − 1)dx+ (3x+ 4y + 1)dy = 0
Koeffizienten stetig differenzierbar,
∂
∂y (4x+ 3y − 1) = 3 = ∂

∂x(3x+ 4y + 1)
⇒ Gleichung exakt.
F (x, y) =

∫
(4x+ 3y − 1)dx+ g(y) = 2x2 + 3xy − x+ g(y).
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∂F
∂y = 3x+ g′(y) = 3x+ 4y + 1
⇒ g(y) = 2y2 + y + c
⇒ Trajektorien: 2x2 + 2y2 + 3xy + y − x = c
(derartige Punkte existieren nur für: c ≥ −1).
Dieses Beispiel wurde bereits auf anderem Weg in der Form ẋ = −4t+3x−1

3t+4x+1 behandelt.

Allgemein sind die Differentialgleichungen

y′ =
a(x, y)
b(x, y)

und a(x, y)dx− b(x, y)dy = 0

bis auf die in der 1.Gestalt auszuschließenden Nullstellen von b(x, y) äquivalent in
dem Sinn, daß die Lösungskurven der ersten Gleichung die Trajektorien der zweiten
sind.

INTEGRIERENDE FAKTOREN:
Nicht exakte Differentialgleichungen der Gestalt

a1(x)dx1 + . . .+ ak(x)dxk = 0

sucht man durch Multiplikation mit einer Funktion M(x) exakt zu machen. Jede Funkti-
on M(x) die das leistet, heißt ein INTEGRIERENDER FAKTOR (integrating factor) oder
EULER-MULTIPLIKATOR (Euler multiplicator).

Ist M(x) ein integierender Faktor, also

M(x)a1(x)dx1 + . . .+M(x)ak(x)dxk = 0

eine exakte Differentialgleichung, so sind ihre Lösungen entweder Lösungen der Glei-
chung

a1(x)dx1 + . . .+ ak(x)dxk = 0

oder Nullstellen von M(x) oder beides; man erhält auf diesem Weg sämtliche Lösun-
gen von a1(x)dx1 + . . . + ak(x)dxk = 0 mit Ausnahme derer für die M(x) nicht
definiert ist (falls solche existieren).

Sind Ma1, . . . ,Mak stetig differenzierbar, so ist M genau dann ein integrierender Faktor der
Differentialgleichung a1(x)dx1 + . . . + ak(x)dxk = 0, wenn für (Ma1, . . . ,Mak) die Integra-
bilitätsbedingungen gelten; die Bestimmung eines integrierende Faktors bedeutet also das
Aufsuchen einer Lösung des Systems

∂M

∂xi
.aj +M.

∂aj
∂xi

=
∂M

∂xj
.ai +M.

∂ai
∂xj

(1 ≤ i < j ≤ k).

Bei spezieller Gestalt des integrierenden Faktors vereinfachen sich diese Gleichungen.

16



Man setzt daher meist M unbestimmt, jedoch von spezieller Gestalt an, und ver-
sucht, eine Lösung des erhaltenen Gleichungssystems zu finden.

FAKTOREN DER GESTALT M(xn):

Für integrierende Faktoren der Gestalt M(xn) vereinfacht sich das obige Gleichungs-
system zu

M ′(xn).aj(x) +M(xn).
∂aj
∂xn

(x) = M(xn).
∂an
∂xj

(x) j = 1, . . . , k, j 6= n

und

M(xn)
∂aj
∂xi

(x) = M(xn)
∂ai
∂xj

(x) 1 ≤ i < j ≤ k , i, j 6= n .

⇒ ln |M(xn)| =
∫
M ′(xn)
M(xn)

dxn =
∫ ∂an

∂xj
(x)− ∂aj

∂xn
(x)

aj(x)
dxn.

Ein derartiger Faktor existiert genau dann, wenn für alle i, j 6= n die Integrabilitäts-

bedingungen erfüllt sind und der rechts stehende Integrand
∂an
∂xj

(x)−
∂aj
∂xn

(x)

aj(x) für alle
j 6= n gleich ist und nur von xn abhängt.
Für k = 2 tritt insgesamt nur eine Gleichung auf (aus dem 1.Paket).
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FAKTOREN DER GESTALT M(f(x1, . . . , xk)):

Das Gleichungssystem für M lautet:

(M ′ ◦ f).
∂f

∂xi
.aj + (M ◦ f).

∂aj
∂xi

= (M ′ ◦ f).
∂f

∂xj
.ai + (M ◦ f).

∂ai
∂xj

⇒ M ′

M
◦ f =

∂ai
∂xj

− ∂aj

∂xi

∂f
∂xi
.aj − ∂f

∂xj
.ai

;

ein derartiger Faktor existiert genau dann, wenn die rechte Seite dieser Gleichungen
für alle Paare (i, j) mit i 6= j gleich ist (im Fall k = 2 existiert nur ein Paar) und
die Gestalt G(f(x1, . . . , xk)) hat. In diesem Fall gilt:

ln |M(z)| =
∫
M ′

M
(z)dz =

∫
G(z)dz.

In der Praxis wählt man f (z.B. gleich x1 + . . .+xk oder x1 . . . xk oder x2
1 + . . .+x2

k

usw. . . . ), setzt in die Integrabilitätsbedingungen ein und versucht, daraus M zu
berechnen.

Beispiele:

1. ydx+ 2xdy = 0

(Die Trajektorien dieser Gleichung sind bis auf die Trajektorie x = 0 die Lösungskurven
der linearen Gleichung 2xy′ = −y.)
Will man die Trajektorien jedoch direkt bestimmen, so geht man folgendermaßen vor:

ω(x, y) = ydx+ 2xdy stetig differenzierbar
∂y
∂y = 1 6= 2 = ∂(2x)

∂x

⇒ Gleichung nicht exakt.

1.Ansatz: M = M(x), d.h. M(x)ydx+ 2xM(x)dy = 0

Integrabilitätsbedingung:

M(x) = 2M(x) + 2xM ′(x)

⇒ M ′(x)
M(x) = − 1

2x ⇒ ln |M(x)| = −1
2 ln |x|+ c;

da eine beliebige Lösung genommen werden kann, wählt man c = 0 und M > 0 :

⇒M(x) = 1√
|x|

(x 6= 0).

Neue Gleichung: y√
|x|
dx+ 2 x√

|x|
dy = 0
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Lösung: F (x, y) = 2xy√
|x|

= c ∈ R.

M hat keine Nullstellen, also kann keine Trajektorie hinzugekommen sein; es ist jedoch
die Trajektorie x = 0 verlorengegangen, da dort M nicht definiert ist.

Die Trajektorien der ursprünglichen Gleichung sind also implizit gegeben durch
2xy√
|x|

= c oder x = 0, d.h. durch y
√
|x| = c, c ∈ R.

2.Ansatz: M = M(y), d.h.: yM(y)dx+ 2xM(y)dy = 0

Integrabilitätsbedingung:

M(y) + yM ′(y) = 2M(y)

⇒ M ′(y)
M(y) = 1

y , also (unter anderen) M(y) = y

Neue Gleichung: y2dx+ 2xydy = 0

Trajektorien: F (x, y) = xy2 = c

Nullstellen von M : y = 0 ist auch Trajektorie der ursprünglichen Gleichung.

Da M auf ganz R definiert ist, folgt: die Trajektorien der ursprünglichen Gleichung
sind:

xy2 = c, c ∈ R.

3.Ansatz; M = M(xy) (d.h. f(x, y) = xy)

yM(xy)dx+ 2xM(xy)dy = 0

Integrabilitätsbedingung:

M(xy) + xyM ′(xy) = 2M(xy) + 2xyM ′(xy)

⇒ M ′(xy)
M(xy) = −1

xy , es gibt also einen derartigen integrierenden Faktor.

xy = z ⇒ M ′(z)
M(z) = −1

z liefert

M(xy) = M(z) = 1
z = 1

xy (x, y 6= 0).

Neue Gleichung:
1
xdx+ 2

ydy = 0

Trajektorien: F (x, y) = ln |x|+ ln y2 = c

oder äquivalent: xy2 = c (x, y 6= 0).

M hat keine Nullstellen, ist jedoch für x = 0 bzw. y = 0 nicht definiert; beides sind
Trajektorien der ursprünglichen Gleichung, die somit als Trajektorien genau die Kurven
xy2 = c; c ∈ R hat.

4.Ansatz: M = M(x+ y) (d.h. f(x, y) = x+ y)

yM(x+ y)dx+ 2xM(x+ y)dy = 0

M(x+ y) + yM ′(x+ y) = 2M(x+ y) + 2xM ′(x+ y)
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⇒ M ′(x+y)
M(x+y) = 1

y−2x , also nicht von der Gestalt G(x+ y)

⇒ Es gibt keinen derartigen integrierenden Faktor.

5.Ansatz: M = M(x2 + y2) (f(x, y) = x2 + y2)

yM(x2 + y2)dx+ 2xM(x2 + y2)dy = 0

M(x2 + y2) + 2y2M ′(x2 + y2) = 2M(x2 + y2) + 4x2M ′(x2 + y2)

⇒ M ′(x2+y2)
M(x2+y2)

= 1
2y2−4x2

⇒ Es gibt keinen integrierenden Faktor dieser Gestalt.

2. (3x2y2 + y4)dx+ 2(xy3 + y2z)dy + (2y3 + y2z2)dz = 0

Integrabilitätsbedingungen:

x, y : 6x2y + 4y3 6= 2y3

⇒ Gleichung nicht exakt.

1.Ansatz: M = M(x) :

M(x)(3x2y2 + y4)dx+ 2M(x)(xy3 + y2z)dy +M(x)(2y3 + y2z2)dz = 0

Integrabilitätsbedingungen:

x, y : M(x)(6x2y + 4y3) = 2M(x)y3 + 2M ′(x)(xy3 + y2z)

Da z nicht weggekürzt werden kann, gibt es keinen solchen integrierenden Faktor.

2.Ansatz: M = M(y) :

M(y)(3x2y2 + y4)dx+ 2M(y)(xy3 + y2z)dy +M(y)(2y3 + y2z2)dz = 0

Integrabilitätsbedingungen:

x, y : M(y)(6x2y + 4y3) +M ′(y)(3x2y2 + y4) = 2M(y)y3

⇒ M ′(y)
M(y) = − 2

y ;

x, z : 0 = 0 immer erfüllt;

y, z : 2M(y)y2 = M(y)(6y2 + 2yz2) +M ′(y)(2y3 + y2z2)

⇒ M ′(y)
M(y) = − 2

y

Da der Quotient M ′

M stets gleich ist und nur von y abhängt, existiert ein derartiger
integrierender Faktor:

ln |M(y)| = −2 ln |y| liefert M(y) =
1
y2

(y 6= 0)

Neue Gleichung:

(3x2 + y2)dx+ 2(xy + z)dy + (2y + z2)dz = 0
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In der Praxis genügt es natürlich, aus der ersten Integrabilitätsbedingung M zu berech-
nen, einzusetzen und nachzusehen, ob die neue Gleichung wirklich exakt ist.

Die Trajektorien der neuen Differentialgleichung genügen der Gleichung:

F (x, y, z) = x3 + xy2 + 2yz +
z3

3
= c

M ohne Nullstellen, aber für y = 0 nicht definiert.

Man erhält für die Trajektorien der ursprünglichen Gleichung:

x3 + xy2 + 2yz +
z3

3
= c oder y = 0.

Eine wichtige Anwendung ist

DIE BERECHNUNG ERSTER INTEGRALE AUTONOMER SYSTEME:

Jedes autonome System ẋ = f(x) führt auf ein System von Differentialgleichungen

fi(x)dxj − fj(x)dxi = 0 (i 6= j),

die entweder exakt sind oder für die man versuchen kann, einen integrierenden Faktor
zu finden.
Ist F ein erstes Integral einer dieser Gleichungen, so ist F auch ein erstes Integral
des Systems ẋ = f(x), also F (x) = c eine Gleichung für dessen Trajektorien.

Beispiele:

1. ẋ = 2xy(1 + 4y)

ẏ = x2(1 + 4y)

liefert die Gleichung

x2(1 + 4y)ẋ = 2xy(1 + 4y)ẏ, d.h.

x(1 + 4y)(xdx− 2ydy) = 0.

Ein erstes Integral erhält man somit aus der (exakten) Differentialgleichung

xdx− 2ydy = 0;

es lautet F (x, y) = x2 − 2y2 + c und ist stetig differenzierbar.

Die Gleichungen x2 − 2y2 = c sind (bis auf den für c = 0 auftretenden Punkt (0, 0),
an dem der Hauptsatz über implizite Funktionen nicht anwendbar ist) die impliziten
Darstellungen der Trajektorien des Systems.

Hinzu kommen noch die stationären Punkte (0, c), c ∈ R und (c,−1
4), c ∈ R.
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2. ẍ+ g
l sinx = 0 (ungedämpftes Pendel)

Äquivalentes System:

ẋ = y
ẏ = −g

l sinx.

Gleichung:

yẏ = −g
l sinx.ẋ, d.h.

g
l sinxdx+ ydy = 0 (exakt)

⇒ Erstes Integral F (x, y) = y2

2 −
g
l cosx.

Das Phasenportrait der Gleichung in der (x, ẋ)-Ebene besteht also aus den Trajektorien

ẋ2 = 2
g

l
cosx+ c (c > −2g

l
)

und den stationären Punkten (x, ẋ) = (kπ, 0).

2.4 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN UND KURVENSCHAREN:

Eine m-PARAMETRIGE KURVENSCHAR (m-parametric family of curves) in Rk ist gege-
ben durch eine Zuordnung, die gewissen PARAMETERWERTEN a ∈ Rm jeweils eine Kurve
in Rk zuordnet. In Durchlaufungsform geschieht das durch eine Gleichung

x = f(t,a) x ∈ Rk, t ∈ R, a ∈ Rm

bzw. allgemeiner durch eine nach x auflösbare Darstellung

F (t,x,a) = 0 ∈ Rk x, t,a wie oben.

In impliziter Darstellung (ohne Durchlaufungsparameter) lautet eine derartige Gleichung

F (x,a) = 0 ∈ Rk−1 x ∈ Rk, a ∈ Rm.

Man beachte, daß die Dimension des Parameters nicht eindeutig ist; man kann z.B. für
eine Schar konzentrischer Kreise der Ebene den Radius (eindimensional) oder einen Punkt
(zweidimensional) des jeweiligen Kreises als Parameter wählen.
Beispiele von Kurvenscharen sind die Lösungskurven (Durchlaufungsform) bzw. die Trajek-
torien (implizite Darstellung) von (Systemen von) Differentialgleichungen. Als Parameter für
die Lösungskurven kann man etwa den Anfangswert x(t0) wählen; bei den Trajektorien etwa
die zu einer Koordinate x0i gehörigen übrigen Koordinaten von x0.

DIE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN EINER KURVENSCHAR:
Umgekehrt ordnet man jeder Kurvenschar Differentialgleichungen zu: eine DIFFERENTI-
ALGLEICHUNG EINER KURVENSCHAR ist eine Gleichung, für die sämtliche Kurven der
Schar Lösungskurven (Schar in Durchlaufungsform) bzw. Trajektorien (implizite Schar) sind.
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Aus F (t,x,a) = 0 folgt dF (t,x,a) = 0, also, da a für jede Scharkurve konstant ist:

∂Fi
∂t

(t,x,a)dt+
k∑
j=1

∂Fi
∂xj

(t,x,a)dxj = 0

längs jeder Scharkurve.
Analog für die implizite Form.

Man erhält daher ein System von Differentialgleichungen der Schar F (t,x,a) = 0
durch Elimination von a aus dem Gleichungssystem

Fi(t,x,a) = 0
i = 1, . . . , k.

∂Fi
∂t (t,x,a) +

∑k
j=1

∂Fi
∂xj

(t,x.a).ẋj(t) = 0

Im Fall x = f(t,a) vereinfachen sich diese Gleichungen zu:

xi = fi(t,a)
i = 1, . . . , k.

ẋi = ∂fi
∂t (t,a)

Analog dazu verwendet man für implizite Scharen das System

Fi(x,a) = 0
i = 1, . . . , k − 1.∑k

j=1
∂Fi
∂xj

(x.a), dxj = 0

Bespiele:
Schar der Kreise der Ebene mit Zentrum im Ursprung.
Durchlaufungsdarstellung:
x = a cosϕ
y = a sinϕ
Elimination von a aus dem System
x = a cosϕ ẋ = −a sinϕ
y = a sinϕ ẏ = a cosϕ
liefert das Differentialgleichungssystem
ẋ = −y
ẏ = x
für die Kreisschar.
Implizite Darstellung: x2 + y2 = a2

ergibt das System
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x2 + y2 = a2

2xdx+ 2ydy = 0.
Hier ist die 2.Gleichung, in der a nicht auftritt, bereits Differentialgleichung der Schar.

ISOKLINE UND ORTHOGONALE TRAJEKTORIEN:
Weitere zu Differentialgleichungen gehörige Kurvenscharen sind die ISOKLINEN (isoclines),
das sind jene Kurven längs derer das Richtungsfeld konstant ist (Parameter der Schar = Wert
des Richtungsfeldes).

Die Isoklinen sind bei Gleichungen der Form
F (t,x, ẋ) = 0 ∈ Rk(t ∈ R,x ∈ Rk) implizit definiert durch F (t,x,a) = 0.
Für explizite Gleichungen ẋ = f(t,x) sind sie durch f(t,x) = a bestimmt.

Unter den zu einer Schar ORTHOGONALEN TRAJEKTORIEN (orthogonal orbits) versteht
man alle Kurven, die an jeder Schnittstelle mit einer Scharkurve zu dieser orthogonal sind
(Winkel der Tangenten).
Im ebenen Fall (n = 2) ist aus einer gegebenen Differentialgleichung leicht eine für die ortho-
gonalen Trajektorien zu ermitteln:

Die zur Schar der Trajektorien der Differentialgleichung

g(t, x, y, ẋ, ẏ) = 0

orthogonalen Trajektorien sind Trajektorien der Gleichungen

g(t, x, y,−ẏ, ẋ) = 0 und g(t, x, y, ẏ,−ẋ) = 0.

Bei höherer Dimension ist eine ähnliche Vorgangsweise möglich.

Beispiel:
xdx+ ydy = 0 (d.h. xẋ+ yẏ = 0) hat als Trajektorien die Kreisschar x2 + y2 = a2

(a ∈ [0,∞)).
Gleichung für die orthogonalen Trajektorien:
−xẏ + yẋ = 0 bzw. xẏ − yẋ = 0, d.h.: xdy − ydx = 0.
Ein integrierender Faktor dieser Gleichung ist M(x) = 1

x2 .
Die neue Gleichung
1
xdy −

y
x2dx = 0

hat die Trajektorien y
x = c ∈ R.

⇒ Gesamtlösung: y = cx (c ∈ R) und x = 0.
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NICHT ZUR SCHAR GEHÖRIGE LÖSUNGEN VON
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN EINER KURVENSCHAR:
Ist eine Lösungskurve einer Differentialgleichung einer Kurvenschar nicht zur Schar gehörig,
so hat sie an jedem mit einer Scharkurve gemeinsamen Punkt dort dieselbe Tangente wie
diese, man sagt, die beiden KURVEN BERÜHREN EINANDER (are tangent) dort. Man
nennt eine Kurve K EINHÜLLENDE (envelope) EINER KURVENSCHAR, wenn gilt:

1. K berührt in jedem Punkt mindestens eine (von K selbst verschiedene) Scharkurve und

2. K berührt alle Scharkurven.

Für Lösungsscharen von Differentialgleichungen gilt:

Die Einhüllende einer Lösungsschar einer Differentialgleichung (oder einer Teilschar
davon) ist stets selbst Lösungskurve; weitere Lösungskurven sind alle aus Teilen
dieser Einhüllenden und Teilen von Scharkurven zusammengesetzten differenzier-
baren Kurven. Füllt die Lösungsschar ein ganzes Gebiet G aus, so sind dies alle
Lösungskurven in G. Analoges gilt für jede Schar von Trajektorien einer Differenti-
algleichung.
Es ist daher oft zweckmäßig, zunächst eine (“einfach gebaute”) Schar von Lösungs-
kurven (bzw. Trajektorien) einer Differentialgleichung zu bestimmen und weitere
Lösungen (bzw. Trajektorien) mit Hilfe der Einhüllenden zu ermitteln. Man kann
z.B. etwa bei Clairaut-Differentialgleichungen zuerst die Schar der Lösungsgeraden
berechnen und dann deren Einhüllende.

DIE BESTIMMUNG DER EINHÜLLENDEN EINER KURVENSCHAR:
Eine (k − 1)-parametrige Kurvenschar in Rk sei durch die Gleichung F (x,a) = 0 ∈ Rk−1

mit stetig differenzierbarer Funktion F gegeben; im Fall der Auflösbarkeit dieser Gleichung
nach a in der Umgebung von (x0,a0) nach dem Hauptsatz über implizite Funktionen ergibt
sich, daß in der für die nahe an x0 gelegenen Punkte der Einhüllenden x = h(u) geltenden
Gleichung F (h(u),a(u)) = 0 der Parameter a(u) konstant ist, Widerspruch. Daraus folgt:

Alle Punkte der Einhüllenden einer (k − 1)-parametrigen Kurvenschar

F (x,a) = 0 ∈ Rk−1

in Rk genügen im Fall der stetigen Differenzierbarkeit von F dem Gleichungssystem{
F (x,a) = 0 ∈ Rk−1

det ∂F∂a (x,a) = 0.

Elimination von a bzw. Darstellung von x als Funktion von a aus diesem System
liefert, soferne etwas Sinnvolles herauskommt, eine Gleichung bzw. eine Parameter-
beziehung, der die Punkte der Einhüllenden genügen.
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Für k > 2 ist dadurch nur eine Hyperfläche bestimmt, auf der die Einhüllende (im Fall ihrer
Existenz) liegt. In der Ebene gilt jedoch:

Ist eine einparametrige Kurvenschar der Ebene durch eine Gleichung F (x, y, a) = 0
mit stetig differenzierbarem F gegeben, so erhält man aus dem Gleichungssystem{

F (x, y, a) = 0
∂F
∂a (x, y, a) = 0

durch Elimination von a, bzw. durch Darstellung von x und y als Funktionen von
a, eine implizite Darstellung bzw. eine Durchlaufung einer Kurve, auf der die Punk-
te der Einhüllenden der Schar (bzw. einer Teilschar) sowie singuläre Punkte der
Darstellung (das sind die Punkte mit ∂F

∂x (x, y, a) = ∂F
∂y (x, y, a) = 0) der Scharkur-

ven liegen. Die erhaltenen singulären Punkte können auch gleichzeitig Punkte der
Einhüllenden sein. Wie Beispiel 5 zeigt, können auch weitere singuläre Punkte exi-
stieren, die jedoch keinesfalls zur Einhüllenden gehören.

Die Bestimmung der Richtungen der (Halb)tangenten in singulären Punkten kann (s. Analysis
3, 13.1) mit Hilfe der nachstehenden Aussage erfolgen:

Die Tangentenrichtungsvektoren (h, k) in singulären Punkten (x, y) sind für jeden
festen Parameterwert a, für den F mindestens (n + 1)-mal nach (x, y) stetig diffe-
renzierbar ist, von 0 verschiedene reelle Lösungen der Gleichung

dnF (x, y, a)(h, k) . . . (h, k)n-mal = 0,

wobei n > 1 die kleinste natürliche Zahl ist, für die das Differential dnF (x, y, a)
(Variable: nur x, y!) nicht die Nullabbildung ist.

Beispiele:

1. Schar der Kreise, die als Durchmesser eine senkrechte Sehne des Einheitskreises haben:

(x− a)2 + y2 = 1− a2 − 1 ≤ a ≤ 1.

F (x, y, a) = (x− a)2 + y2 + a2 − 1 = 0
∂F
∂a (x, y, a) = −2(x− a) + 2a = 0

liefert a = x
2 , also: x2

4 + y2 + x2

4 − 1 = 0.

Da keine singulären Punkte existieren (außer für a = ±1, wo die Kreise einpunktig
sind), ist die erhaltene Ellipse die Einhüllende einer Teilschar. Wie man leicht überprüft,
berührt sie die Scharkurve Ka jeweils im Punkt x = 2a, y2 = 1−2a2. Sie berührt daher
nur die Kurven Ka mit |a| ≤ 1√

2
.
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Eine Differentialgleichung der Schar wird ermittelt aus{
(x− a)2 + y2 + a2 − 1 = 0
2(x− a)ẋ+ 2yẏ = 0.

Die erste Gleichung liefert a = x±
√

2−x2−2y2

2 , Einsetzen in die 2.Gleichung ergibt

xẋ+ 2yẏ = ±
√

2− x2 − 2y2.

Also: (xẋ+ 2yẏ)2 = 2− x2 − 2y2.

Der Definitionsbereich dieser Differentialgleichung ist der von der Ellipse x2

2 + y2 = 1
begrenzte Bereich. Jeder Punkt dieses Bereichs liegt auf einer Scharkurve (Berechnung
des zugehörigen a siehe oben); die Lösungskurven der Differentialgleichung sind also
alle Scharkurven, die als Einhüllende erhaltene Ellipse und alle aus Teilstücken davon
zusammengesetzten differenzierbaren Kurven.

2. y = (x− a)3 a ∈ R.

Differentialgleichung der Schar: ẏ − 3y
2
3 ẋ = 0.

Einhüllende:

{
y − (x− a)3 = 0
3(x− a)2 = 0

liefert y = 0, a = x.

Da keine singulären Punkte existieren
(
∂F
∂y = 1

)
, ist y = 0

Einhüllende (Berührungspunkt mit Ka : y = 0, x = a) der Schar.

Lösungen der DGL.: Alle Scharkurven, die Gerade y = 0 und alle aus Teilen davon
zusammengesetzten differenzierbaren Kurven.

3. x2(y2 + x
3 )− a = 0 a ∈ R

Hier ist ∂F
∂a = −1. Daher gibt es keine Einhüllende.

4. y2 − a(x− a)3 = 0 a ∈ R.

Das System

{
y2 − a(x− a)3 = 0
3a(x− a)2 − (x− a)3 = 0

liefert a = x oder a = x
4 , hat also die Lösungskurven y = 0 und (16y)2 = 27x4.

Singuläre Punkte: 
∂F
∂x = −3a(x− a)2 = 0

∂F
∂y = 2y = 0

Singuläre Punkte sind also alle Punkte (x, y) = (a, 0).

Die Matrix der partiellen Ableitungen 2.Ordnung von F ist an diesen Stellen gleich(
0 0
0 2

)
; somit gibt es dort genau eine Tangentialrichtung, nämlich (h, 0).
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Diese Punkte sind die Spitzen der Scharkurven, die dort horizontale Tangenten haben.
Daher:

(16y)2 = 27x4 ist ein Zweig der Einhüllenden (der Gesamtschar).

y = 0 ist zugleich Scharkurve (a = 0), Ort der singulären Punkte und Zweig der
Einhüllenden.

5. Die durch x2 + 2ax − (y + a)2 = 2a gegebene Schar ist eine Hyperbelschar, da die
Schargleichung äquivalent ist zu

(x+ a)2 − (y + a)2 = a2 + 2a.

Das System

{
x2 + 2ax− (y + a)2 − 2a = 0
2x− 2(y + a)− 2 = 0

liefert a = x− y − 1 und damit

2x2 − 2xy − 2x+ 2y + 1 = 0,

d.h. 2(x− y)(x− 1) + 1 = 0.

Singuläre Punkte: 
∂F
∂x = 2x+ 2a = 0

∂F
∂y = −2(y + a) = 0

Singuläre Punkte sind also die Kurvenpunkte mit x = y = −a, d.h. (0, 0) für a = 0 und
(2, 2) für a = −2. Keiner dieser Punkte genügt der Gleichung ∂F

∂a = 2x−2(y+a)−2 = 0.
Das ist daraus zu erklären, daß diese Punkte die Schnittpunkte der Scharkurven für
a = 0 und a = −2 sind; diese Scharkurven sind die ausgearteten “Hyperbeln” x2−y2 = 0
bzw. (x − 2)2 − (y − 2)2 = 0. Diese Singularitäten treten also bezüglich a isoliert auf
(a = 0 und −2); somit ist auch für diese a-Werte die Gleichung F (x, y, a) = 0 lokal
eindeutig nach a auflösbar und die früheren theoretischen Überlegungen zeigen, daß
diese Punkte nicht auf der Einhüllenden liegen.

Die durch die Gleichung

2(x− y)(x− 1) + 1 = 0

definierte Kurve ist also Einhüllende von zumindest einer Teilschar.

Aus dem System

a+ 1 = x− y

2(x− y)(x− 1) = −1
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erhält man die Koordinaten des Berührungspunktes der Einhüllenden mit der Schar-
kurve Ka :

x = −1
2a+2 + 1 = 2a+1

2a+2

y = x− a− 1 = −2a2−2a−1
2a+2

a = −1 liefert x− y = 0 im Widerspruch zur Gleichung der Einhüllenden.

Die Kurve 2(x − y)(x − 1) + 1 = 0 ist also die Einhüllende der Teilschar aller Ka mit
a 6= −1. Die Gesamtschar hat keine Einhüllende.

6. Lösung der Clairaut- Differentialgleichung y = xy′ + ey
′
mit Hilfe der Einhüllendenme-

thode:

Die Lösungsgeraden sind gegeben durch y = px+ ep p ∈ R.

Einhüllende: {
y = px+ ep

0 = x+ ep

liefert

x = −ep
y = (1− p)ep

bzw. y = x(ln(−x)− 1).

Die Lösungskurven sind also die Lösungsgeraden, die Einhüllende und alle aus Teilen
dieser Kurven zusammengesetzten differenzierbaren Kurven.

7. y = xy′ + y′ + 1 (Clairaut-Gleichung)

Lösungsgerade: y = px+ p+ 1 p ∈ R

Einhüllende: {
y = px+ p+ 1
0 = x+ 1

liefert nur den Punkt (x, y) = (−1, 1) (der Schnittpunkt aller Lösungsgeraden ist).

Außer der Geradenschar gibt es keine Lösungskurve.
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3 LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Literatur: [A],[BHW],[H],[K],[KK],[L],[R],[W],[WA],[WE]

3.1 SYSTEME LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1.ORD-
NUNG

Als solche bezeichnet man Systeme ẋ = f(t,x), bei denen f linear von x abhängt:

ẋ = A(t).x + b(t).

Die (im allgemeinen) von t abhängige Matrix A heißt die KOEFFIZIENTENMATRIX des
Systems, die Funktion b die STÖRFUNKTION oder INHOMOGENITÄT (inhomogenous
part) des Systems. Ist b die Nullfunktion, so spricht man von einem HOMOGENEN SY-
STEM, anderenfalls von einem INHOMOGENEN SYSTEM.

Der Raum L(Rk,Rk) aller (stetigen) linearen Abbildungen von Rk in Rk ist ein
Banachraum bezüglich der Norm

||L||s = sup
||x||≤1

||L(x)|| = sup
||x||=1

||L(x)||.

Außer den üblichen Rechenregeln für Normen gelten für derartige Normen noch:

1. ||L(x)|| ≤ ||L||s.||x|| ∀x ∈ Rk

und die daraus folgende Regel

2. ||L2 ◦ L1||s ≤ ||L2||s.||L1||s.

Da den Abbildungen aus L(Rk,Rk) in bijektiver Weise die k×k-Matrizen über R zugeordnet
sind, erhält man somit auf natürliche Weise Normen auf dem Raum dieser Matrizen. Da der
Raum endlichdimensional ist, sind alle diese Normen äquivalent zur Maximumsnorm

||A|| = max
1≤i, j≤k

|aij |,

die aber selbst die Regel 2. nicht erfüllt.
Wie für Funktionen zeigt man die

PRODUKTREGEL FÜR MATRIZEN mit differenzierbaren Koeffizienten:

d

dt
(A(t).B(t)) = Ȧ(t).B(t) +A(t).Ḃ(t).

wobei die Differentiation koeffizientenweise vorzunehmen ist.
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DIE MAXIMALEN INTERVALL-LÖSUNGEN:
Sind A und b auf einem offenen Intervall I stetig, so erfüllt die Funktion f(t,x) = A(t).x+b(t)
auf X = I ×Rk eine lokale Lipschitzbedingung bezüglich x; aufgrund der speziellen Gestalt
von f ergibt sich, daß I keine Unbeschränktheitsstelle einer Lösung enthält. Daher:

Ist I das maximale Intervall um t0 auf dem A und b stetig sind, so hat das lineare
Anfangswertproblem

ẋ = A(t).x + b(t), x(t0) = c

in X = I×Rk eine eindeutig bestimmte auf I definierte maximale Intervall-Lösung.

Wie bei linearen algebraischen Gleichungssystemen bilden die auf einem Intervall I definierten
Lösungen eines homogenen Systems ẋ = A(t).x einen Vektorraum; dieser wird durch die
Abbildung ϕ→ ϕ(t0) bei beliebigem, aber festem t0 ∈ I isomorph auf Rk abgebildet.

Ist I ein Stetigkeitsintervall der k × k-Matrix A, so bilden die auf I definierten
Lösungen des Systems ẋ = A(t).x einen k-dimensionalen Vektorraum L(I).

LINEARE UNABHÄNGIGKEIT VON FUNKTIONEN
Sind ψ(1), . . . , ψ(k) Funktionen von einem Intervall I in Rk, so nennt man die Matrix mit den
Spaltenvektoren ψ(1), . . . , ψ(k) die WRONSKI-MATRIX (Wronskian (matrix)), ihre Determi-
nante die WRONSKI-DETERMINANTE dieser Funktionen.
Die Wronski-Determinante ist also eine Funktion von I in R. Die Funktionen ψ(1), . . . , ψ(k)

sind genau dann linear abhängig auf I, wenn ihre Wronski-Determinante auf I die Nullfunk-
tion ist.
Bezeichnet man mit D(t) die Wronski-Determinante der Funktionen ϕ(1), . . . , ϕ(k) aus dem
Lösungsraum L(I) des Systems ẋ = A(t) · x, so erhält man aus der Produktregel:

Ḋ(t) =
k∑
i=1

aii(t).D(t).

die hier auftretende Summe der Koeffizienten der Hauptdiagonale von A nennt man die SPUR
(trace) DER MATRIX A; Bezeichnung: spA.
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Ist die k×k-Koeffizientenmatrix des Systems ẋ = A(t).x auf dem Intervall I stetig, so
gilt für k Lösungen ϕ(1), . . . , ϕ(k) des Systems auf I und deren Wronski-Determinante
D(t):

1. D(t) = D(t0). exp
(∫ t
t0

(spA)(u)du
)

∀t0, t ∈ I;

2. die folgenden Aussagen (a)-(c) sind äquivalent:

(a) ϕ(1), . . . , ϕ(k) bilden eine Basis des Lösungsraumes L(I),

(b) D(t0) 6= 0 für ein t0 ∈ I;
(c) D(t) 6= 0 für alle t ∈ I.

3. Ist W (t) die Wronski-Matrix einer beliebigen Lösungsbasis des Systems ẋ =
A(t).x, so lautet die Lösung des zugehörigen Anfangswertproblems mit x(t0) =
c :

ϕ(t) = W (t).W−1(t0).c.

Die Wronski-Matrix einer Lösungsbasis des Systems ẋ = A · x wird auch als eine ÜBER-
GANGSMATRIX des Systems bezeichnet, da sie den Übergang von t zu x beschreibt.

DAS REDUKTIONSVERFAHREN VON D’ALEMBERT:
Für k > 1 gibt es keine allgemeine Lösungsformel für das System ẋ = A(t).x. Durch Einsetzen
in das System ẋ = A(t).x erhält man:

Ist ϕ eine Lösung des Systems ẋ = A(t).x auf I mit ϕ1 6= 0, so kann man jede
weitere Lösung ψ darstellen in der Gestalt ψ(t) = c(t).ϕ(t) + τ(t) mit c(t) ∈ R und
τ : I → Rk mit τ1 = 0.
Man erhält eine Basis des Lösungsraums L(I), indem man eine Basis τ(2), . . . , τ(k)
des Lösungsraums des sich aus dieser Darstellung ergebenden (k− 1)-dimensionalen
Systems ż = B(t).z (mit B = (bij) =

(
aij − a1j

ϕi
ϕ1

)
i, j = 2, . . . k) bestimmt und

sodann zu ϕ die Lösungen ψ(i)(t) = c(i)(t).ϕ(t) + τ(i)(t) i = 2, . . . , k des ursprüngli-
chen Systems hinzufügt (die zum jeweiligen τ(i) gehörige Koeffizientenfunktion c(i)
ergibt sich durch Einsetzen in ẋ = A(t).x oder aus
ċ(i)(t) = (a12,...,a1k).(τ(i)2,...,τ(i)k)

ϕ1
(t).

Beispiel:
ẋ = 1

tx− y

ẏ = 1
t2
x+ 2

t y
d.h. A(t) =

(
1
t −1
1
t2

2
t

)
.
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Man sucht zunächst eine möglichst einfache Lösung; hier bietet sich die Gestalt x = tn an.
Durch Einsetzen erhält man die nichttriviale Lösung (x, y) = (t2,−t).
Reduktionsansatz: ψ(t) = c(t).(t2,−t) + (0, τ(t)),

d.h.:

{
x = c(t).t2

y = −c(t).t+ τ(t).
Einsetzen in das System oder Verwendung der Formel für bij liefert für τ(t) die Gleichung
τ̇ = 1

t τ.
Spezielle Lösung: τ(t) = t, d.h. y = (1− c(t)).t .
Einsetzen in das ursprüngliche System (soferne nicht bereits oben geschehen) ergibt
ċ(t) = − τ(t)

t2
= −1

t , also c(t) = − ln |t|.
Die Funktionen (x, y) = (t2,−t) und (x, y) = (−t2 ln |t|, t(ln |t| + 1) bilden somit eine Basis
des Lösungsraums L(I) für jedes 0 nicht enthaltende Intervall I.
Allgemeine Lösung: (

x

y

)
= W (t).σ =

(
t2 −t2 ln |t|
−t t(ln |t|+ 1)

)
.

(
σ1

σ2

)
.

D(−1) = −1, D(1) = 1
Das Anfangswertproblem mit (x, y)(1) = (0, 3) hat eine maximale Intervall-Lösung auf (0,∞),
die sich durch Einsetzen der Anfangsbedingungen in die allgemeine Lösung
(x, y) = (αt2 − βt2 ln |t|, (β − α)t+ βt. ln |t|) ergibt: α = 0, β = 3.

DIE ALLGEMEINE LÖSUNG INHOMOGENER SYSTEME:
Wie für lineare algebraische Gleichungssysteme gilt:

Man erhält alle Lösungen eines inhomogenen Systems ẋ = A(t).x + b(t), indem
man zu einer beliebigen Lösung des inhomogenen Systems die allgemeine Lösung
des zugehörigen homogenen Systems ẋ = A(t).x addiert.

Das Problem besteht also in der Bestimmung einer Lösung des inhomogenen Systems. Man
nennt diese eine PARTIKULÄRE LÖSUNG des inhomogenen Systems; damit ergibt sich die
übliche Notation ϕh für die allgemeine Lösung des homogenen und ϕp für eine partikuläre
Lösung des inhomogenen Systems.
In manchen Fällen kann man eine solche Lösung ϕp “erraten”; oft führt ein unbestimmter
Ansatz zum Ziel (zweckmäßig wenn man eine Lösung in bestimmter Gestalt erwartet). Immer
zielführend ist

DIE METHODE DER VARIATION DER KONSTANTEN:
Ist W die Wronski-Matrix einer Basis ψ(1), . . . , ψ(k) des Lösungsraums des homogenen Sy-
stems ẋ = A(t).x, so ist W invertierbar und damit jede Lösung ϕ des inhomogenen Systems
ẋ = A(t).x+b(t) darstellbar in der Gestalt ϕ(t) = W (t).W−1(t).ϕ(t), also in derselben Form
wie die allgemeine Lösung des zugehörigen homogenen Systems, jedoch mit von t abhängigem
Vektor σ.
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Zur Bestimmung einer partikulären Lösung des inhomogenen Systems
ẋ = A(t).x + b(t) ersetzt man in der allgemeinen Lösung W (t).σ des zugehörigen
homogenen Systems den Vektor σ durch einen Funktionenvektor σ(t). Einsetzen in
das inhomogene System liefert die Gleichung W (t).σ̇(t) = b(t), aus der σ̇ eindeutig
berechnet werden kann; es ergibt sich

σ(t) =
∫
W−1(t).b(t).dt.

Ist die Störfunktion selbst Lösung des homogenen Systems, so ist σ̇(t) konstant, also
b(t) = W (t).σb und man kann eine partikuläre Lösung direkt anschreiben:

x = tb(t).

Das bedeutet: wird ein System ẋ = A(t)x durch eine Funktion b(t) gestört, die selbst
Lösung des Systems ist, so erfolgt eine Reaktion in Form einer sich selbst mit wachsendem t
verstärkenden Annahme der Störung. Man nennt dieses Phänomen RESONANZ (resonance).
Zur direkten Berechnung der Lösung von Anfangswertproblemen erhält man aus Obigem:

Die Lösung ϕ(t) des Anfangswertproblems

ẋ = A(t).x + b(t)
x(t0) = c

lautet

ϕ(t) = W (t).W−1(t0).c +W (t)
∫ t

t0
W−1(u).b(u)du =

= W (t).(W−1(t0).c + σ(t)− σ(t0)).

Im Resonanzfall b(t) = W (t).σb ergibt sich σ(t) = tσb und somit
ϕ(t) = W (t).(W−1(t0).c + (t− t0)σb).

Beispiel:

{
ẋ = 1

tx− y + t
ẏ = 1

t2
x+ 2

t y − t2
A(t) =

(
1
t −1
1
t2

2
t

)
, b(t) =

(
t

−t2

)
.

Allgemeine Lösung des homogenen Systems:(
x

y

)
=

(
t2 −t2 ln |t|
−t t(ln |t|+ 1)

)
.

(
σ1

σ2

)
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Ansatz für die partikuläre Lösung des inhomogenen Systems:(
x

y

)
=

(
t2 −t2 ln |t|
−t t(ln |t|+ 1)

)
.

(
σ1(t)
σ2(t)

)
= W (t).σ(t).

Einsetzen in das inhomogene System bzw. direkte Verwendung der oben hergeleiteten Formeln
liefert: (

t2 −t2 ln |t|
−t t(ln |t|+ 1)

)
.

(
σ̇1(t)
σ̇2(t)

)
=

(
t

−t2

)
.

Man erhält damit:

σ̇(t) =

(
1+ln |t|

t − t. ln |t|
1
t − t

)
,

also:

σ(t) =

(
ln |t|+ 1

2 ln2 |t| − t2 ln |t|
2 + t2

4

ln |t| − t2

2

)
.

Die allgemeine Lösung des inhomogenen Systems ist somit:

x = σ1t
2 − σ2t

2 ln |t|+ t2(ln |t|+ 1
2

ln2 |t| − t2 ln |t|
2

+
t2

4
)− t2 ln |t|(ln |t| − t2

2
) =

= − t
2

2
ln2 t+ (1− σ2)t2 ln |t|+ t4

4
+ σ1t

2.

y = (σ2 − σ1)t+ σ2t. ln |t| − t(ln |t|+ 1
2

ln2 |t| − t2 ln |t|
2

+
t2

4
) + t(ln |t|+ 1)(ln |t| − t2

2
) =

=
t

2
ln2 |t|+ σ2t. ln |t| −

3
4
t3 + (σ2 − σ1)t.

Zur direkten Lösung des zugehörigen Anfangswertproblems mit

x(1) = 1, y(1) = 0

erhält man:

W−1(1) =

(
1 0
−1 1

)−1

=

(
1 0
1 1

)

und ∫ t

1
W−1(u).b(u)du = σ(t)− σ(1)
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und somit (
x

y

)
=

(
t2 −t2 ln |t|
−t t(ln |t|+ 1)

)
.

.

((
1 0
1 1

)
.

(
1
0

)
+

(
ln |t|+ 1

2 ln2 |t| − t2 ln |t|
2 + t2

4

ln |t| − t2

2

)
−
(

1
4

−1
2

))
,

also

x = − t2 ln2 |t|
2 − 1

2 t
2 ln |t|+ t4

4 + 3
4 t

2

y = t
2 ln2 |t|+ 3

2 t ln |t| −
3
4 t

3 + 3
4 t.

Dasselbe Beispiel mit der Störfunktion

(
t2(1 + ln |t|)
−t(2 + ln |t|)

)

(= Lösung des homogenen Systems mit σb =

(
1

−1

)
) :


ẋ = 1

tx− y + t2(1 + ln |t|)

ẏ = 1
t2
x+ 2

t y − t(2 + ln |t|)

 .
hat, wie leicht zu überprüfen ist, die partikuläre Lösung(

x

y

)
=

(
t3(1 + ln |t|)

−t2(2 + ln |t|)

)
.

Das Anfangswertproblem mit
x(1) = 1
y(1) = 0

hat bei dieser Störfunktion die Lösung

(
x

y

)
=

(
t2 −t2 ln |t|
−t t(ln |t|+ 1)

)
.

((
1 0
1 1

)(
1
0

)
+ (t− 1)

(
1

−1

))

also
x = t3 + (t3 − 2t2) ln |t|
y = 2t− 2t2 + (2t− t2) ln |t|.

DIE POTENZREIHENMETHODE:
Sind alle Funktionen aij aus der Matrix A und alle Komponenten bj der Störfunktion b auf
einem (gemeinsamen!) Intervall um t0 in Potenzreihen (mit Anschlußstelle t0) entwickelbar,
so erkennt man, daß alle Komponenten der Approximationslösungen ϕj aus dem Picard-
Lindelöf-Verfahren dort selbst wieder durch Potenzreihen mit Anschlußstelle t0 darstellbar
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sind. Wegen der gleichmäßigen Konvergenz der ϕj gegen die Lösung ϕ des Anfangswertpro-
blems

ẋ = A(t).x + b(t)
x(t0) = c

ist auch ϕ unendlich oft differenzierbar und man kann im allgemeinen erwarten, daß die
Komponenten von ϕ in einer Umgebung von t0 durch Potenzreihen darstellbar sind.

Zur Bestimmung der Lösung des Anfangswertproblems

ẋ = A(t).x + b(t)
x(t0) = c

kann man, falls alle Koeffizientenfunktionen aij der Matrix A und alle Komponen-
ten bj der Störfunktion b auf einem geeigneten Intervall I um t0 in Potenzreihen
entwickelbar sind, die Komponenten der Lösungsfunktion ϕ als Potenzreihen mit
unbestimmten Koeffizienten ansetzen, diese Darstellungen ins Anfangswertproblem
einsetzen und die unbekannten Koeffizienten durch Koeffizientenvergleich bestim-
men. Konvergiert die erhaltene Potenzreihe auf einem Intervall J um t0, so stellt sie
zumindest auf I ∩ J die Lösung des Anfangswertproblems dar.

Da bei der Bildung von A(t).ϕ(t) Cauchyprodukte von Potenzreihen auftreten, wird die
Methode im allgemeinen rasch kompliziert; sie bietet sich allerdings etwa dann an, wenn die
Koeffizienten von A (einfach gebaute) Polynome sind.

Beispiel:
ẋ = −ty + et

ẏ = t2x+ y + 1
x(0) = 1, y(0) = 0

A(t) =

(
0 −t
t2 1

)
b(t) =

(
et

1

)
Ansatz:
x(t) =

∑∞
n=0 ant

n

y(t) =
∑∞
n=0 bnt

n

Aus der Anfangsbedingung folgt: a0 = 1, b0 = 0.
Einsetzen ins System liefert:∑∞
n=1 nant

n−1 = −
∑∞
n=0 bnt

n+1 +
∑∞
n=0

1
n! t

n∑∞
n=1 nbnt

n−1 =
∑∞
n=0 ant

n+2 +
∑∞
n=0 bnt

n + 1
und somit (nach aufsteigendem Grad g der linken Seiten).
g = 0 : a1 = 1, b1 = b0 + 1 = 1
g = 1 : 2a2 = −b0 + 1 = 1, 2b2 = b1 = 1,
also a2 = 1

2 , b2 = 1
2
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und für g > 1, also n > 2 die Rekursionsformeln:
nan = −bn−2 + 1

(n−1)! und
nbn = an−3 + bn−1.

3.2 LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HÖHERER
ORDNUNG

Unter einer LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNG n-TER ORDNUNG versteht man
eine Gleichung der Gestalt

an(t).x(n) + . . .+ a1(t).ẋ+ a0(t).x = b(t) ;

x ist also aus einer gegebenen Linearkombination b(t) seiner Ableitungen zu bestimmen.
Die ai heißen die KOEFFIZIENTEN der Gleichung, b heißt die STÖRFUNKTION oder
INHOMOGENITÄT.
Auf jedem Intervall ohne Nullstelle von an ist diese Gleichung durch an(t) dividierbar. Man
kann sich daher im allgemeinen auf Gleichungen der Gestalt

x(n) + an−1(t).x(n−1) + . . .+ a1(t).ẋ+ a0(t).x = b(t)

beschränken.

Setzt man x = x1 , so erhält man das zur Gleichung

x(n) + an−1(t).x(n−1) + . . . a0(t).x = b(t)

äquivalente System
ẋ1 = x2

. . . . . . . . .
ẋn−1 = xn
ẋn = −an−1(t).xn − . . .− a0(t).x1 + b(t),

in Matrixschreibweise: ẋ = A(t).x + b(t) mit

A(t) =



0 1 0 . . . . . . 0 0
0 0 1 . . . . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . . . . . . . 0 1

−a0(t) −a1(t) . . . . . . . . . −an−2(t) −an−1(t)


und b(t) = (0, . . . , 0, b(t)).

Alle Ergebnisse aus 3.1 bleiben natürlich gültig und alle dort angeführten Methoden anwend-
bar. Aufgrund der speziellen Gestalt von A und b ergeben sich einige Vereinfachungen.
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DIE WRONSKI-MATRIX:
Berücksichtigt man xi = x(i−1), erhält man für n Lösungen ψ(1), . . . , ψ(n) der Gleichung
x(n) + an−1(t).x(n−1) + . . .+ a0(t).x = 0 für die Wronski-Matrix der zugehörigen Lösung des
äquivalenten Systems 1.Ordnung:

W =


ψ(1) . . . ψ(n)

ψ̇(1) . . . ψ̇(n)

. . . . . . . . .

ψ
(n−1)
(1) . . . ψ

(n−1)
(n)

 .

Man nennt diese Matrix die WRONSKI-MATRIX n-TER ORDNUNG der Funktionen
ψ(1), . . . , ψ(n) : I ⊆ R → R, ihre Determinante die WRONSKI-DETERMINANTE n-TER
ORDNUNG dieser Funktionen.

Wegen der speziellen Gestalt der Matrix A(t) gilt für die Wronski-Determinante
D(t)n-ter Ordnung von n Lösungen der Gleichung
x(n) + an−1(t).x(n−1) + . . .+ a0(t).x = 0 :

D(t) = D(t0). exp
(
−
∫ t

t0
an−1(u)du

)
für je zwei Werte t0, t aus dem Definitionsintervall dieser Lösungen.

EIN REDUKTIONSVERFAHREN FÜR HOMOGENE GLEICHUNGEN:
Man benötigt von jeder Lösung des äquivalenten Systems 1.Ordnung nur die 1.Komponente.
Daher wird das d’Alembert-Verfahren im allgemeinen unnötig kompliziert sein; außerdem
liefert die Reduktion nach diesem Verfahren zumeist kein System, welches äquivalent zu
einer linearen Differentialgleichung niederer Ordnung ist.
Ist ϕ eine Lösung ohne Nullstellen auf I einer homogenen linearen Differentialgleichung n-ter
Ordnung, so haben alle Lösungen die Gestalt

ψ(t) =
ψ(t)
ϕ(t)

.ϕ(t) = σ(t).ϕ(t).

Einsetzen in die Gleichung liefert:
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Ist ϕ eine Lösung auf I der inhomogenen linearen Gleichung
x(n) + an−1(t).x(n−1) + . . . + a0(t).x = 0, so ist eine Basis des Lösungsraumes L(I)
gegeben durch die Funktionen ϕ, σ1ϕ, . . . , σn−1ϕ, wobei die Funktionen σi durch
folgende Schritte erhalten werden:

1. Bestimmung einer Lösungsbasis τ1, . . . , τn−1 der linearen Differentialgleichung

n∑
j=1

 n∑
i=j

ai(t)

(
i

j

)
ϕ(i−j)(t)

 .z(j−1) = 0

(dabei ist in Übereinstimmung mit der ursprünglichen Gleichung an(t) = 1 auf
I); in der Praxis bestimmt man diese Gleichung durch Einsetzen von σ(t)ϕ(t)
in die ursprüngliche Gleichung und die Festsetzung σ̇ = τ.

2. Berechnung von σi =
∫
τi(t)dt i = 1, . . . , n− 1.

VARIATION DER KONSTANTEN:
Der Ansatz aus 3.1 liefert durch Auflösung der erhaltenen Gleichung W (t).σ̇(t) = b(t) unter
Berücksichtigung der speziellen Gestalt von b(t):

Ist ψ(1), . . . , ψ(n) eine Lösungsbasis der homogenen Gleichung
x(n) + an−1(t).x(n−1) + . . .+ a0(t).x = 0, so erhält man eine partikuläre Lösung der
inhomogenen Gleichung

x(n) + an−1(t).x(n−1) + . . .+ a0(t).x = b(t)

durch

ϕ(t) =
n∑
i=1

σi(t)ψ(i)(t),

wobei die Koeffizientenfunktionen σi dieser Darstellung zu berechnen sind aus:

σ̇i(t) =
(−1)n+ib(t).Di(t)

D(t)
.

Dabei ist D(t) die Wronski-Determinante der Ordnung n von ψ(1), . . . , ψ(n) und
Di(t) jene der Ordnung n− 1 von ψ(1), . . . , ψ(i−1), ψ(i+1), . . . , ψ(n).

In der Praxis bestimmt man σ meist aus der Gleichung W (t)σ̇(t) = b(t).
Da die Störfunktion (0, . . . , 0, b(t)) des äquivalenten Systems 1.Ordnung nicht Lösung des
homogenen Systems sein kann, ist eine direkte Übertragung der Resonanzaussage aus 3.1
nicht möglich.
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Beispiel:
ẍ− ẋ cos t+ x. sin t = sin t
Eine Lösung der homogenen Gleichung ist x = esin t.
Der Ansatz ϕ(t) = σ(t).esin t liefert durch Einsetzen in die homogene Gleichung:
esin t.σ̈(t) + cos t.esin tσ̇(t) = 0,
d.h.: τ̇(t) + cos t.τ(t) = 0 (unter σ̇ = τ).
Die allgemeine Lösung von τ̇ + cos t.τ = 0 erhält man durch τ = d.e− sin t;
Daher spezielle Lösung für σ(t) :

σ(t) =
∫ t

0
e− sinudu.

Damit erhält man als weitere Lösung der ursprünglichen Gleichung:

x = ψ(t) = esin t.

∫ t

0
e− sinu.du.

Die Wronski-Matrix dieser beiden Lösungen ist: esin t esin t.
∫ t
0 e

− sinu.du

cos t.esin t cos t.esin t.
∫ t
0 e

− sinu.du+ 1

 ,
man berechnet leicht D(0) = 1; die beiden Lösungen sind also linear unabhängig, die allge-
meine Lösung der homogenen Gleichung sind alle Linearkombinationen davon.
Es gilt:

D(t) = D(0).e−
∫ t

0
− cosu.du = 1.esin t.

Für die inhomogene Gleichung führt der Ansatz

x = σ1(t).esin t + σ2(t).esin t.
∫ t

0
e− sinu.du

durch Einsetzen in die Gleichung W (t).σ̇(t) = b(t) zum System


esin t.σ̇1 + esin t.

∫ t
0 e

− sinu.du.σ̇2 = 0

cos t.esin t.σ̇1 + cos t.esin t.
∫ t
0 e

− sinu.duσ̇2 = sin t.

Man erhält daraus (oder durch direktes Verwenden der Formel für σ̇i) :

σ̇1(t) =
− sin t.esin t.

∫ t
0 e

− sinu.du

esin t
= − sin t.

∫ t

0
e− sinu.du

σ̇2(t) =
sin t.esin t

esin t
= sin t
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und damit:

σ1(t) = −
∫ t

0
sin vdv

∫ v

0
e− sinudu = −

∫ t

0
e− sinudu

∫ t

u
sin vdv =

= cos t
∫ t

0
e− sinudu−

∫ t

0
cosu.e− sinudu =

= cos t
∫ t

0
e− sinudu+ e− sin t − 1

σ2(t) = − cos t.

Die partikuläre Lösung σ1(t).esin t + σ2(t).esin t
∫ t
0 e

− sinudu lautet also:
x = 1− esin t.

DIE POTENZREIHENMETHODE:
vereinfacht sich im Fall linearer Gleichungen höherer Ordnung wesentlich gegenüber dem Fall
der Systeme 1.Ordnung, da nunmehr nur eine Potenzreihe unbekannt ist.

Beispiel: Die AIRY-DIFFERENTIALGLEICHUNG:
ẍ− tx = 0
x(0) = c1, ẋ(0) = c2.

Der Ansatz x =
∑∞
n=0 ant

n liefert ẍ =
∑∞
n=2 n(n− 1)antn−2

und damit (nach Umnummerierung in den Reihen):∑∞
n=0(n+ 1)(n+ 2)an+2t

n −
∑∞
n=1 an−1t

n = 0,
also:
2a2 = 0 und (n+ 1)(n+ 2)an+2 − an−1 = 0 für n ≥ 1.
Daraus folgt direkt (wegen a0 = c1, a1 = c2 laut Anfangsbedingung):
a3k+2 = 0 ∀k ∈ N,
a3k = c1

2.5.8...(3k−1).3k.k!
∀k ≥ 1

a3k+1 = c2
4.7.10...(3k+1).3k.k

∀k ≥ 1.
Daher kann für die Lösung ϕ nur gelten:

ϕ(t) = c1

(
1 +

∞∑
k=1

1
2.5.8 . . . (3k − 1).3k.k!

t3k
)

+ c2

(
1 +

∞∑
k=1

1
4.7.10 . . . (3k + 1).3k.k!

t3k+1

)
.

Da beide Potenzreihen auf ganz R konvergieren, ebenso wie die Darstellungen der Koeffizien-
tenfunktionen 1 und t sowie jene der Störfunktion 0, ist ϕ Lösung des Anfangswertproblems
auf ganz R.
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3.3 LINEARE SYSTEME MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

Derartige Systeme können stets gelöst werden:
DIE LÖSUNG HOMOGENER SYSTEME MIT HILFE EINER MATRIZENREIHE:
Das Verfahren der sukzessiven Approximation liefert für das homogene Anfangswertproblem
ẋ = A.x, x(t0) = c die Approximationslösungen ϕn(t) =

∑n
j=0

(
(t−t0)j .Aj

j! .c
)

in einer Umge-

bung von t0. Die exakte Lösung lautet dort also: ϕ(t) =
∑∞
n=0

(
(t−t0)n.An

n! .c
)

(Konvergenz

in Rk).

Ist B eine beliebige k × k-Matrix, so ist die Reihe
∑∞
n=0

||B||ns
n! eine konvergente Exponen-

tialreihe in R;daher konvergiert die Reihe in
∑∞
n=0

Bn

n! absolut in L(Rk,Rk). Man definiert
daher die MATRIZENEXPONENTIALFUNKTION (matrix exponential function) durch:
eB =

∑∞
n=0

Bn

n! .

Rechenregeln:
1. eA+B = eA.eB = eB.eA falls A.B = B.A
2. e0 = E
3. eA ist stets regulär: eA.e−A = E.
4. eT

−1AT = T−1.eA.T
5. BeA = eAB falls A.B = B.A.

Damit erhält man für das eingangs betrachtete Anfangswertproblem:

Die Lösung des Anfangswertproblems ẋ = A.x; x(t0) = c lautet:

x = e(t−t0)A.c .

Sie ist eine maximale Intervall-Lösung auf ganz R.

Läßt man c eine Basis b1, . . . ,bk von Rk durchlaufen, so bilden die daraus ge-
wonnenen Lösungen e(t−t0)A.bi eine Basis des Lösungsraumes L(R) des homogenen
Systems ẋ = A.x; wählt man speziell bi = ei, so erhält man die Spalten der Matrix
e(t−t0)A als Basis von L(R).
Das Anfangswertproblem ẋ = A.x; x(t0) = c ist äquivalent zum Problem
ẋ = A.x; x(0) = e−t0A.c; man kann also jedes Anfangswertproblem zurückführen auf
eines mit Startwert 0 des Parameters t und die Spalten der Matrix etA als Basis des
Lösungsraums verwenden. Der Übergang (vom Anfangswert x(t0) = c zu x(0) = c
erfolgt durch Multiplikation der Lösung mit der (regulären) Übergangsmatrix et0A.
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LINEARE VARIABLENTRANSFORMATION:
Laut obiger Rechenregel 4. gilt für homogene Systeme:

Unter der Variablentransformation x = T.y wird das System ẏ = A.y transformiert
in ẋ = TAT−1x; jede Lösung y = e(t−t0)A.c. wird transformiert in x = T.e(t−t0)A.c.
Man kann daher die Spalten der Matrix TetA als Basis des x-Lösungsraums verwen-
den.

Speziell folgt:

Eine Basis über C des Lösungsraums des homogenen Systems ẋ = A.x besteht aus
den Spalten der Matrix T.etJ , wobei J die Jordan-Normalform von A ist und T eine
zugehörige Transformationsmatrix (A = TJT−1).

DIE BERECHNUNG DER MATRIX etJ :
Hat die Matrix J Diagonalgestalt: J = diag(λ1, . . . , λk), so hat auch Jn Diagonalgestalt:
Jn = diag(λn1 , . . . , λ

n
k) und man erhält:

etJ = diag(eλ1t, . . . , eλmt).

Analog berechnet man, daß für Matrizen J in Diagonalblockgestalt, d.h. mit quadratischen
Blöcken Bi längs der Hauptdiagonale und lauter Nullen sonst: J = diag(B1, . . . , Bm) gilt:

etJ = diag(etB1 , . . . , etBm).

Ist Bi von der Gestalt Bi = Nk mit Nk =



0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . .

...
. . . . . . 0

. . . 1
0 0


(k × k)-Matrix

so rutscht die Einser-Diagonale bei Erhöhung der Potenz um 1 jeweils um einen Platz nach
rechts oben;
damit ist Nk

k = 0 und

etNk =



1 t t2

2 . . . tk−1

(k−1)!

. . . . . . . . .
...

. . . . . . t2

2

0
. . . . . . t

1


Für Bi = diag(λ, . . . , λ) +Nk erhält man daher:
etBi = diag(eλt, . . . , eλt).etNk = eλt.etNk .
Damit folgt:
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Ist J eine Matrix in Jordan-Normalform über C, so gilt:
etJ hat Diagonalblockgestalt mit den Blöcken etBi , wobei die Bi die Blöcke von J
sind.
Es treten folgende Fälle auf:

1. Bi = diag(λ, . . . , λ) (p× p)-Block:

dann ist etBi = eλt.diag(1, . . . , 1) = eλt.Ep;

2. Bi = diag(λ, . . . , λ) +Np :

in diesem Fall gilt:

etBi = eλt



1 t t2

2 . . . tp−1

(p−1)!

. . . . . . . . . . . .
...

. . . . . . . . . t2

2

0
. . . . . . t

1


.

REELLE LÖSUNGEN:
Um zu reellen Lösungen zu gelangen, muß man die Real- und die Imaginärteile trennen,
wobei zu beachten ist, daß zu konjugiert komplexen Eigenwerten von A konjugiert komplexe
Spalten von T gehören und daher in T.etJ mit jeder Spalte auch deren konjugierte auftritt.
Man erhält:

Eine Basis des reellen Lösungsraums des homogenen Systems ẋ = A.x besteht aus
den Realteilen und den Imaginärteilen der Spalten der Matrix T.etJ , wobei J die
Jordan-Normalform von A ist und T eine zugehörige Transformationsmatrix (A =
TJT−1).
Da konjugiert komplexe Eigenwerte konjugiert komplexe Spalten von T.etJ liefern,
genügt es, die Berechnungen für jeweils einen der Eigenwerte λj , λj durchzuführen.

Will man das Rechnen in C vermeiden, so kann man den Vektorraum Ck auffassen als R2k:

(x1, . . . , xk) = (Rex1, . . . , Rexk, Imx1, . . . , Imxk).

An die Stelle einer k × k-Matrix A über C tritt dann die reelle 2k × 2k-Matrix(
ReA −ImA
ImA ReA

)
.
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Für das Produkt von Matrizen gilt:(
ReB −ImB
ImB ReB

)
.

(
ReC −ImC
ImC ReC

)
=

=

(
ReB.ReC − ImB.ImC −ReB.ImC − ImB.ReC
ReB.ImC + ImB.ReC Re b.ReC − Im b.ImC

)
.

Die Matrix (
ReJ −ImJ
ImJ ReJ

)

(J = Jordan-Normalform von A) nennt man die REELLE NORMALFORM von A. Jede
komplexe Transformationsmatrix T (mit A = TJT−1) liefert eine zu dieser Form gehörige
Transformationsmatrix (

ReT −ImT
ImT ReT

)
.

Beim Übergang vom Komplexen zum Reellen beachte man:

1. Alle Dimensionen und somit auch der Rang der Matrizen verdoppeln sich,
ebenso wie die Vielfachheit der Eigenwerte. Durch diese Verdopplung verdop-
pelt sich auch die Anzahl der linear abhängigen Eigen- bzw. Hauptvektoren.
Zur Auswahl der Spalten von T aus diesen Vektoren benötigt man:

2. Über R linear unabhängige Vektoren der Dimension 2k können, wenn man
die ersten k Komponenten als Realteile und die letzten k Komponenten
als Imaginärteile auffaßt, über C linear abhängig sein. Es gilt: n Vektoren
(aj1 , . . . , ajk, bj1 , . . . , bjk) der Dimension 2k liefern genau dann n über C li-
near unabhängige Vektoren (aj1 + i.bj1 , . . . , ajk + i.bjk), wenn die Matrix(
A −B
B A

)
den vollen Rang 2n hat - dabei ist A = (aij), B = (bij) und

n ≤ k.

Durch die Tatsache, daß für komplexe Eigenwerte λ die Matrix Im(B − λE) stets Diagonal-
gestalt hat (B ist reell!) bringt die Verwendung der reellen Darstellung von B−λE Vereinfa-
chungen. Andererseits ist bei mehrfachen komplexen Eigenwerten λ die Auswahl der Spalten
von T unter alleiniger Verwendung der reellen Darstellung von B − λE relativ kompliziert.
Aus den Matrizen J und T über C erhält man:
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Sind λ1, . . . , λr die reellen und λr+1, . . . , λr+s die komplexen Eigenwerte von A mit
positivem Imaginärteil (alle entsprechend ihrer Vielfachheit gezählt, woraus r+2s =
k folgt), so erhält man eine reelle Lösungsbasis des Systems

ẋ = A.x,

indem man (unter Beibehaltung der obigen Reihenfolge der Eigenwerte) die ersten
r + s Spalten von(

ReT −ImT
ImT ReT

)
.

(
Re etJ −ImetJ

ImetJ Re etJ

)

berechnet: ihre Realteile (= “obere Hälften”) und die von 0 verschiedenen Ima-
ginärteile (= “untere Hälften”) bilden die gesuchte Basis; dabei ist J die Jordan-
Normalform von A und T eine zugehörige Transformationsmatrix.

Dabei beachte man, daß auch zur Berechnung von T nur die ersten r+s Spalten b1, . . . ,br+s
wirklich berechnet werden müssen; die restlichen ergeben sich durch Konjugation von
br+1, . . . ,br+s.

Beispiele:

1.

ẋ = x+ y + w

ẏ = 2y
ż = −x+ y + 2z + w

ẇ = −x+ y + 3w

A =


1 1 0 1
0 2 0 0

−1 1 2 1
−1 1 0 3



det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 0 1

0 2− λ 0 0
−1 1 2− λ 1
−1 1 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ− 2)4

Der einzige Eigenwert ist also 2 mit der Vielfachheit v = 4.

A− 2E =


−1 1 0 1

0 0 0 0
−1 1 0 1
−1 1 0 1


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der Rang davon ist r = 1.

k − r = 4− 1 = 3 < v.

(A− 2E)2 = 0 hat Rang 0; daher ist der erste Block der Normalform

(
2 1
0 2

)
.

Wählt man x = e1in ker(A− 2E)2 \ ker(A− 2E), so erhält man als erste Spalte in der
Transformationsmatrix T :

b1 = (A− 2E).e1 = (−1, 0,−1,−1), b2 = e1 = (1, 0, 0, 0).

Da bisher nur ein Eigenvektor von A − 2E (nämlich b1) verbraucht wurde und somit
für die restlichen beiden Spalten von T zwei weitere, von b1 und untereinander linear
unabhängige Eigenvektoren - etwa b3 = (0, 0, 1, 0), b4 = (1, 1, 0, 0) - zur Verfügung
stehen, erhält man:

J = T−1AT =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 T =


−1 1 0 1

0 0 0 1
−1 0 1 0
−1 0 0 0



etJ =


e2t t.e2t 0 0
0 e2t 0 0
0 0 e2t 0
0 0 0 e2t

 .
Die Spalten von T.etJ bilden eine Basis des Lösungsraumes:

T.etJ =


−e2t (1− t)e2t 0 e2t

0 0 0 e2t

−e2t −te2t e2t 0
−e2t −te2t 0 0

 .

2.

ẋ = x+ y + z

ẏ = 4y + 5z
ż = x− y + z

A =

 1 1 1
0 4 5
1 −1 1


Det(A− λE) = (2− λ).(λ2 − 4λ+ 5).
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Die Eigenwerte sind also alle einfach: λ = 2, 2 + i, 2− i.

Die Normalform hat die Diagonalgestalt: J =

 2 0 0
0 2 + i 0
0 0 2− i

 .
Als Spalten von T wählt man beliebige jeweils zugehörige Eigenvektoren:

A− 2E =

 −1 1 1
0 2 5
1 −1 −1


Eigenvektor z.B.: (3, 5,−2).

A− (2 + i)E =

 −1− i 1 1
0 2− i 5
1 −1 −1− i


Direkte Berechnung eines zugehörigen Eigenvektors, also eines Elements aus

ker(A− (2 + i)E), liefert etwa den Vektor (2− i, 5, i− 2) und damit:

T =

 3 2− i 2 + i
5 5 5

−2 i− 2 −i− 2

 .
Eine komplexe Lösungsbasis besteht aus: (3e2t, 5e2t,−2e2t),

((2− i)e(2+i)t, 5e(2+i)t, (i− 2)e(2+i)t) und dem dazu konjugierten Vektor.

Durch eit = cos t+ i. sin t und Trennung von Real- und Imaginärteil entsteht daraus die
reelle Lösungsbasis:

(3, 5,−2).e2t, (2, 5,−2)e2t cos t+ (1, 0,−1)e2t sin t, (2, 5,−2)e2t sin t− (1, 0,−1)e2t cos t.

Dieselbe Basis erhält man aus den ersten 3 Spalten von(
ReT −ImT
ImT ReT

)
.

(
Re etJ −ImetJ

ImetJ Re etJ

)
=



3 2 2 0 1 −1
5 5 5 0 0 0

−2 −2 −2 0 −1 1
0 −1 1 3 2 2
0 0 0 5 5 5
0 1 −1 −2 −2 −2





e2t 0 0 . . .
0 e2t cos t 0 . . .
0 0 e2t cos t . . .
0 0 0
0 e2t sin t 0
0 0 −e2t sin t . . .


=

= e2t



3 2 cos t+ sin t . . .
5 5 cos t . . .

−2 −2 cos t− sin t . . .
0 − cos t+ 2 sin t . . .
0 5 sin t . . .
0 cos t− 2 sin t . . .


.
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Will man das Rechnen im Komplexen völlig vermeiden, so muß man für den Eigenwert
2 + i zur reellen Darstellung von A− (2 + i)E übergehen:

A− (2 + i)E ∼



−1 1 1 1 0 0
0 2 5 0 1 0
1 −1 −1 0 0 1

−1 0 0 −1 1 1
0 −1 0 0 2 5
0 0 −1 1 −1 −1


(Rang = 4)

und erhält als Basis des Kerns etwa die reellen Vektoren (1, 2,−1, 0, 1, 0) und
(2, 5,−2,−1, 0, 1), die die reellen Darstellungen der komplexen Vektoren (1, 2 + i,−1)
und (2− i, 5, i− 2) sind. Da der Eigenraum zu λ = 2 + i die Dimension 1 haben muß,
sind diese beiden Vektoren über C linear abhängig, was man auch daraus hätte ablesen
können, daß die entsprechende reelle Matrix

1 2 −1 0 1 0
2 5 −2 −1 0 1
0 −1 0 1 2 −1
1 0 −1 2 5 −2


T

den Rang 2 hat. Man muß also einen der beiden Vektoren auswählen. Wählt man
(2, 5,−2,−1, 0, 1), so erhält man für die reelle Darstellung von T dieselbe Matrix wie
früher.

3.

x = x+ y

ẏ = y + w

ż = x− z + w

ẇ = 2x− y − 5z + 3w

A =


1 1 0 0
0 1 0 1
1 0 −1 1
2 −1 −5 3



Det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 1 0 0

0 1− λ 0 1
1 0 −1− λ 1
2 −1 −5 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 1 0 0
−1 1− λ 0 1
0 0 −1− λ 1
0 0 −5 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(letzte Spalte von erster abziehen; erste Zeile zur letzten addieren) = ((1− λ)2 + 1)2.
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Die Eigenwerte sind 1 + i und 1− i jeweils mit Vielfachheit v = 2.

A− (1 + i)E =


−i 1 0 0
0 −i 0 1
1 0 −2− i 1
2 −1 −5 2− i


hat den Rang r = 3.

Daher gilt: k − r = 4− 3 = 1 < v = 2.

Da der Vektor (A − λjE)s1−1.x stets im Kern von A − λjE, also im zugehörigen Ei-
genraum von A liegt, muß der (erste) Block zum Eigenwert 1 + i die Dimension s1 = 2
haben und die Normalform von A lauten.

J =


1 + i 1 0 0

0 1 + i 0 0
0 0 1− i 1
0 0 0 1− i

 .
Zur Bestimmung der Transformationsmatrix kann man hier berücksichtigen, daß k−r =
1 gilt. Man wählt also für b1 einen Eigenvektor von A− (1+ i)E, etwa b1 = (1, i, 0,−1)
und bestimmt b2 aus (A− (1 + i)E)b2 = (1, i, 0,−1).

Man erhält z.B. b2 = (0, 1, 2+4i
5 , 2i) oder (−i, 0, −2−4i

5 ,−i).

Eine andere Methode besteht darin, daß man berücksichtigt, daß die Spalten von T.etJ

genau die Vektoren b1.e
(1+i)t,b1.t.e

(1+i)t + b2.e
(1+i)t und die dazu konjugierten sind

(die bi sind die Spalten von T); man kann also b1 und b2 durch Einsetzen in das
Differentialgleichungssystem und Koeffizientenvergleich bestimmen.

Eine Trennung in Real- und Imaginärteil ist zunächst nicht nötig, da auch im Komple-
xen die Ableitung von e(a+ib)t die Funktion (a+ ib)e(a+ib)t ist.

Für b1 erhält man im konkreten Fall das Gleichungssystem

(1 + i).b11 = b11 + b12

(1 + i).b12 = b12 + b14

(1 + i).b13 = b11 − b13 + b14

(1 + i).b14 = 2b11 − b12 − 5b13 + 3b14

Eine Lösung ist b1 = (1, i, 0,−1), was als erste komplexe Lösung des Systems

x = (1, i, 0,−1)e(1+i)t liefert.

Zur Berechnung von b2 erhält man das System

b1 + b1(1 + i)t+ b2(1 + i) = A.b1t+A.b2.
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Da b1e
(1+i)t Lösung des Differentialgleichungssystems ist, vereinfacht es sich zu b1 +

b2(1 + i) = A.b2.

Eine Lösung davon ist b2 = (0, 1, 2i
2+i , 2i) = (0, 1, 2+4i

5 , 2i).

(aus 3.Gl.) (aus 4.Gl.)

Durch Multiplikation mit 2 + i erhält man als zweite komplexe Lösung des Systems:

x = (2 + i,−1 + 2i, 0,−2− i).t.e(1+i)t + (0, 2 + i, 2i,−2− 4i).e(1+i)t.

Eine reelle Lösungsbasis besteht daher aus:

ϕ(1) = et(cos t,− sin t, 0,− cos t)
ϕ(2) = et(sin t, cos t, 0,− sin t)
ϕ(3) = et(2t cos t− t sin t,−t cos t− 2t sin t+ 2 cos t− sin t,

−2 sin t,−2t cos t+ t sin t− 2 cos t+ 4 sin t)
ϕ(4) = et(2t sin t+ t cos t,−t sin t+ 2t cos t+ 2 sin t+ cos t,

2 cos t,−2t sin t− t cos t− 2 sin t− 4 cos t).

HOMOGENE SYSTEME MIT SINGULÄRER MATRIX:
Im Fall einer singulären Matrix A hat das (algebraische) Gleichungssystem Ax = 0 nichttri-
viale Lösungen.
Daher:

Im Fall einer singulären Matrix A, d.h. einer Matrix mit Eigenwert 0, kann man
außer nach der allgemeinen Methode auch folgendermaßen vorgehen:

1. Bestimmen einer nichttrivialen Lösung des algebraischen Systems

Ax = 0; diese ist gleichzeitig eine nichttriviale konstante Lösung des Differen-
tialgleichungssystems ẋ = Ax;

2. Reduktion nach dem d’Alembert-Verfahren, das in diesem Fall wieder auf ein
lineares System mit konstanten Koeffizienten führt.

Beispiel:

ẋ = −3x− 6y + 4z
ẏ = −x− y + z

ż = −4x− 7y + 5z

A =

 −3 −6 4
−1 −1 1
−4 −7 5


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Allgemeine Methode:
det(A− λE) = λ2(1− λ). Eigenwerte: 0(2−fach), 1.
rg(A− 0.E) = rg A = 2 daher Normalform:

J =

 0 1 0
0 0 0
0 0 1

 .

(A− 0.E)2 = A2 =

 −1 −4 2
0 0 0

−1 −4 2

 , A− 1.E =

 −4 −6 4
−1 −2 1
−4 −7 4


Daher ist eine Möglichkeit für T :

T =

 −2 2 1
−1 0 0
−3 1 1


⇒ eine Lösungsbasis sind die Spalten von

T.etJ =

 −2 −2t+ 2 et

−1 −t 0
−3 −3t+ 1 et

 .
Spezielle Methode:
Zeilentransformationen in A führen zur äquivalenten Matrix −1 −1 1

0 −3 1
0 0 0


und damit zur Lösung (x, y, z) = (2, 1, 3) des algebraischen Systems A.(x, y, z)T = 0.
Eine Lösung des Differentialgleichungssystems lautet also (x, y, z) = (2, 1, 3).
Ansatz für weitere Lösungen:
(x, y, z) = c(t)(2, 1, 3) + (τ1(t), 0, τ3(t)).
Durch Einsetzen folgt (da (2, 1, 3) ∈ kerA) :

2ċ+ τ̇1 = −3τ1 + 4τ3
ċ = −τ1 + τ3

3ċ+ τ̇3 = −4τ1 + 5τ3

Einsetzen der 2.Gleichung in die übrigen ergibt:

τ̇1 = −τ1 + 2τ3
τ̇3 = −τ1 + 2τ3
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d.h.

B =

(
−1 2
−1 2

)

Da sich die Eigenwerte von B leicht berechnen lassen, führt jetzt die allgemeine Methode
schneller zur Ziel:
det(B − λE) = λ(λ− 1) ⇒ Eigenwerte λ = 0, 1.

⇒ etB =

(
1 0
0 et

)
und z.B. T =

(
2 1
1 1

)
⇒ Lösungsbasis für (τ1, τ3) sind die Spalten von(

2 et

1 et

)
.

⇒ ċ(−t) = −τ1 + τ3 = −1 bzw. 0
⇒ c(t) = −t bzw. 0
⇒ (x, y, z) = −t(2, 1, 3) + (2, 0, 1) = (−2t+ 2,−t,−3t+ 1)
bzw.
(x, y, z) = (et, 0, et).

PRAKTISCHE BERECHNUNG EINER PARTIKULÄREN LÖSUNG
EINES INHOMOGENEN SYSTEMS:
Durch Variation der Konstanten erhält man laut 3.1 eine Lösung ϕ des inhomogenen Systems
ẋ = Ax + b(t) durch

ϕ(t) = etA
∫
e−tAb(t)dt.

Berücksichtigt man, daß e−tA die Inverse von etA ist, so erhält man eine Formel zur
Berechnung einer partikulären Lösung ϕ des Systems

ẋ = Ax + b(t),

in der nur eine Zahlenmatrix zu invertieren ist:

ϕ(t) = T.etJ
∫
e−tJT−1b(t)dt,

wobei J die Jordan-Normalform von A ist und T eine zugehörige Transformations-
matrix.

In vielen Fällen ist jedoch die Gestalt einer partikulären Lösung aus jener der Störfunktion
abzulesen.
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Im Resonanzfall, d.h. im Fall b(t) = etA.σb ist ϕ(t) = t.b(t) eine Lösung des Systems
ẋ = A.x + b(t).

In allen anderen Fällen ist es zunächst günstig, b(t) als Linearkombination von Termen
verschiedener “Bauart” darzustellen. Es gilt:

Ist b(t) Linearkombination der Funktionen bj(t) : b(t) =
∑n
j=1 cj .bj(t),

so erhält man eine Lösung des Systems ẋ = A.x + b(t) durch Bildung der ent-
sprechenden Linearkombination ϕ =

∑n
j=1 cj .ϕj der Lösungen ϕj der Systeme

ẋ = A.x + bj(t) (j = 1, . . . , n).

Die Ableitungsregeln für Matrizen
d
dt(B(t).C(t)) = Ḃ(t).C(t) +B(t).Ċ(t)
und
d
dte

−tA = −A.e−tA = −e−tA.A
liefern durch partielle Integration die Formel
AnetA

∫
e−tAb(t)dt = −An−1b(t)−An−2ḃ(t)− . . .− b(n−1)(t) + etA

∫
e−tAb(n)(t)dt+ C.

Aus dieser Formel (für jeweils passendes n) ergibt sich folgende Tabelle:

Gestalt vonb(t) Gestalt einer partikulären Lösung von ẋ = Ax + b(t)
eat.c eat(σ1, . . . , σk)

falls anicht Eigenwert vonA ist
tn.c (p1(t), . . . , pk(t)) pj = Polynom mit Grad ≤ n

falls 0 nicht Eigenwert vonA ist
sin at.c sin at.(σ1, . . . , σk) + cos at.(τ1, . . . , τk)
cos at.c falls a.inicht Eigenwert vonA ist
sinh at.c sinh at.(σ1, . . . , σk) + cosh at.(τ1, . . . , τk)
cosh at.c falls weder + anoch− aEigenwert vonA ist.

Man kann in diesen Fällen eine partikuläre Lösung durch unbestimmten Ansatz und Einsetzen
in das inhomogene System gewinnen.

Beispiele:

1.

ẋ = −3x− 6y + 4z + et

ẏ = −x− y + z + 3et

ż = −4x− 7y + 5z
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b(t) = et

 1
3
0


Lösungsbasis des homogenen Systems sind die Spalten von

TetJ =

 −2 −2t+ 2 et

−1 −t 0
−3 −3t+ 1 et


b(t) ist nicht Lösung des homogenen Systems (also keine Resonanz), jedoch ist 1 Ei-
genwert von A.

Daher allgemeine Methode:

T =

 −2 2 1
−1 0 0
−3 1 1

⇒ T−1 =

 0 −1 0
1 1 −1

−1 −4 2



etJ =

 1 t 0
0 1 0
0 0 et

⇒ e−tJ =

 1 −t 0
0 1 0
0 0 e−t


⇒ e−tJ .T−1.b(t)dt = (−(3 + 4t)et, 4et,−13).

Eine partikuläre Lösung lautet daher:

ϕ(t) = TetJ
∫
e−tJT−1b(t)dt = ((6− 13t)et,−et, (1− 13t)et);

der Exponentialansatz hätte also nicht zum Ziel geführt; in manchen Komponenten
treten resonanzartige Effekte auf.

Auch für Störfunktionen von Polynomgestalt ist hier der allgemeine Ansatz nicht
brauchbar, da 0 Eigenwert von A ist.

Für die Störfunktion b(t) = (−t, 0, t) erhält man analog wie oben

e−tJ .T−1.b(t) = (2t2,−2t, 3te−t)

und somit als partikuläre Lösung

ϕ(t) = TetJ
∫
e−tJT−1b(t)dt = (2

3 t
3 − 2t2 − 3t− 3, 1

3 t
3, t3 − t2 − 3t− 3).

Diese Lösung hat zwar auch Polynomgestalt, jedoch von höherem Grad.

Für b(t) = (t, 0, t) erhält man analog e−tJT−1b(t) = (0, 0, te−t) und

ϕ(t) = −(t+ 1, 0, t+ 1).

In diesem Fall hätte also auch der Ansatz zum Ziel geführt.
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2.

ẋ = x+ y + w + 2. sin t+ t

ẏ = 2y
ż = −x+ y + 2z + w + t2

ẇ = −x+ y + 3w + et

d.h. b(t) = (2 sin t+ t, 0, t2, et).

Man zerlegt b(t) in 3 Summanden: 2(sin t, 0, 0, 0), (t, 0, t2, 0) und (0, 0, 0, et). Da 0, 1 und
i nicht Eigenwerte von A sind, kennt man für jeden dieser Summanden die Gestalt einer
Lösung des entsprechenden Systems. Unbestimmter Ansatz und Koeffizientenvergleich
liefert:

ϕ1(t) = 1
25(−26 sin t− 18 cos t, 0,−6 sin t− 8 cos t,−6 sin t− 8 cos t)

ist Lösung des Systems mit Störfunktion (2 sin t, 0, 0, 0)

(Ansatz: x = σ1 sin t+ τ1 cos t, usw. . . . )

ϕ2(t) = 1
4(−3t − 2, 0,−2t2 − 3t − 2,−2t − 1) löst das System mit der Störfunktion

(t, 0, t2, 0) (Ansatz: quadrat. Polynome);

ϕ3(t) = (et, 0, et, 0) löst das System mit Störfunktion (0, 0, 0, et).

Eine Lösung des gegebenen Systems erhält man durch Aufsummieren dieser drei Lösun-
gen ϕ1, ϕ2 und ϕ3.

3.

ẋ = x+ y + w

ẏ = 2y + e2t

ż = −x+ y + 2z + w

ẇ = −x+ y + 3w − e2t

In diesem Fall ist die Störfunktion (0, e2t, 0,−e2t) eine Lösung des zugehörigen homo-
genen Systems, es tritt also Resonanz ein und eine Lösung des inhomogenen Systems
ist

ϕ(t) = (0, t.e2t, 0,−t.e2t).

3.4 LINEARE GLEICHUNGEN HÖHERER ORDNUNG MIT KON-
STANTEN KOEFFIZIENTEN

DIE LÖSUNG HOMOGENER GLEICHUNGEN:
Lineare Differentialgleichungen der Ordnung n mit konstanten Koeffizienten sind von der
Gestalt

x(n) + an−1.x
(n−1) + . . .+ a1.ẋ+ a0x = b(t).
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Entwickelt man die Determinante det(A−λE) des zugehörigen Systems 1.Ordnung nach der
letzten Zeile, so erkennt man, daß die Eigenwerte von A genau die Nullstellen des Polynoms
xn + an−1.x

n−1 + . . . + a1x + a0 sind. Außerdem erkennt man durch Streichen der ersten
Spalte und letzten Zeile der Matrix A − λE, daß für jeden Eigenwert λ die Matrix A − λE
den Rang n− 1 hat. Zu jedem Eigenwert gehört daher in der Jordan-Normalform der Matrix
A genau ein Block. Damit hat man den vollständigen Überblick über eine Lösungsbasis des
zugehörigen homogenen Systems 1.Ordnung. Das Polynom xn + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0

heißt das CHARAKTERISTISCHE POLYNOM (characteristic polynomial) DER DIFFE-
RENTIALGLEICHUNG x(n) + an−1x

(n−1) + . . .+ a1ẋ+ a0x = b(t).

Die Eigenwerte der Systemmatrix des zur homogenen Differentialgleichung
x(n) +an−1x

(n−1) + . . .+a1ẋ+a0x = 0 äquivalenten homogenen Systems 1.Ordnung
sind genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms dieser Gleichung und
zwar mit den entsprechenden Vielfachheiten.
Eine Lösungsbasis über C der Gleichung ist gegeben durch die Funktionen
eλjt, . . . , tvj−1.eλjt, wobei λj die Nullstellen des charakteristischen Polynoms mit
den Vielfachheiten vj sind. Eine reelle Lösungsbasis besteht aus den Funktionen:
eλjt, . . . , tvj−1.eλjt (λj reell)
und
e(Reλj)t. cos(Imλj)t, . . . , tvj−1.e(Reλj)t. cos(Imλj)t
e(Reλj)t. sin(Imλj)t, . . . , tvj−1.e(Reλj)t sin(Imλj)t (λj komplex).

Das Auftreten des Eigenwertes 0 ist für praktische Rechnungen bedeutungslos, da in diesem
Fall die Gleichung die Gestalt

x(n) + an−1x
(n−1) + . . .+ avx

(v) = b(t)

hat und somit durch y = x(v) auf eine Gleichung niedrigerer Ordnung ohne den Eigenwert 0
zurückgeführt werden kann.

Beispiel:

x(5) + 4x(4) + 2x(3) + 4ẍ+ 8ẋ+ 16x = 0
Charakteristisches Polynom:
x5 + 4x4 + 2x3 − 4x2 + 8x+ 16 = (x+ 2)3(x2 − 2x+ 2) =

= (x+ 2)3(x− 1 + i)(x− 1− i).
Eigenwerte: −2 (3−fach), 1 + i, 1− i.
Lösungsbasis über C : e−2t, t.e−2t, t2.e−2t, e(1+i)t, e(1−i)t.
Lösungsbasis über R : e−2t, t.e−2t, t2.e−2t, et. cos t, et. sin t.
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DER EXPONENTIALANSATZ ZUR ERMITTLUNG EINER LÖSUNG
DER INHOMOGENEN GLEICHUNG:
Zur Ermittlung einer Lösung der inhomogenen Gleichung

x(n) + an−1x
(n−1) + . . .+ a1ẋ+ a0x = b(t)

kann prinzipiell wie in 3.3 mit Hilfe der Formel
ϕ(t) = TetJ

∫
e−tJT−1b(t) vorgegangen werden.

Da b(t) = (0, . . . , 0, b(t)) ist, genügt es, die letzte Spalte von T−1 zu berechnen. In vielen
Fällen ist jedoch die Ansatzmethode wesentlich schneller. Wie in 3.3 beschrieben kann man
die Störfunktion als Linearkombination von Funktionen verschiedener “Bauart” darstellen.
Da die (lineare) Abbildung L : f → f (n) + an−1f

(n−1) + . . . a1ḟ + a0f den Raum
Qm,c = {f : t → q(t).ect|q Polynom vom Grad < m} auf Qm−v,c abbildet und kerL = Qv,c
ist, wobei v die Vielfachheit von c als Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, erhält
man:

Ist die Störfunktion b(t) von der Gestalt b(t) = p(t).ect (Koeffizienten von p und c
in C), so hat die inhomogene Gleichung
x(n) + an−1x

(n−1) + . . .+ a1ẋ+ a0x = p(t)ect

eine Lösung der Gestalt tv.q(t).ect, wobei der Grad von q jenen von p nicht übersteigt
und v die Vielfachheit von c als Nullstelle des charakteristischen Polynoms (auch
v = 0 möglich) ist.
Ist p(t).ect reell, so erhält man damit eine reelle Lösung; ist b(t) der Real- (oder der
Imaginär)teil von p(t).ect, so führt man den Ansatz x = q(t).ect für die Gleichung
x(n) + an−1x

(n−1) + . . .+ a1ẋ+ a0x = p(t).ect

über C durch und erhält als reelle Lösung (der Darstellung von b(t) entsprechend)
den Real- (oder Imaginär)teil von q(t).ect.
Aufgrund der speziellen Gestalt der Lösungen der homogenen Gleichung kann also
im Fall konstanter Koeffizienten auch bei Gleichungen höherer Ordnung das Reso-
nanzphänomen auftreten.

Beispiele:

1. x(5) + 4x(4) + 2x(3) − 4ẍ+ 8ẋ+ 16x = cos t = Re(eit)

Nullstellen des charakteristischen Polynoms: −2(3-fach), 1 + i, 1− i.

i ist nicht Nullstelle des charakteristischen Polynoms, daher Ansatz: x = qo.e
it.

Einsetzen liefert:

q0(i5eit + 4i4eit + 2i3eit − 4i2eit + 8ieit + 16eit) = eit

q0(24 + 7i) = 1

q0 = 24
625 − i. 7

625 .

Eine komplexe Lösung der Gleichung mit Störfunktion b(t) = eit ist also:
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x = 1
625(24− 7i).eit.

Eine reelle Lösung der gegebenen Gleichung ist der Realteil davon, also:

x = 1
625(24 cos t+ 7 sin t).

2. x(5) + 4x(4) + 2x(3) − 4ẍ+ 8ẋ+ 16x = et. sin t = Im(e(1+i)t)

Da 1 + i einfache Nullsstelle des charakteristischen Polynoms ist, wählt man für die
Gleichung mit Störfunktion e(1+i)t den Ansatz

x = q0t.e
(1+i)t.

Durch Einsetzen erhält man: (Beachte: die Terme mit Faktor t fallen weg!)

q0.e
(1+i)t(8− 4.2(1 + i) + 2.3(1 + i)2 + 4.4(1 + i)3 + 5(1 + i)4) = e(1+i)t.

Daher q0(−52 + 36i) = 1, q0 = 10−3.(−13− 9i).

Reelle Lösung der ursprünglichen Gleichung ist der Imaginärteil von q0t.e(1+i)t, also:

x = 10−3t.et(−13 sin t− 9 cos t).

∗ LÖSUNG VON HOMOGENEN SYSTEMEN 1.ORDNUNG
OHNE BILDUNG DER NORMALFORM:
Ist p(λ) =

∑k
j=0 pjλ

j = det(A− λE) das charakteristische Polynom der Systemmatrix A des
homogenen Systems ẋ = A.x, so erfüllt A die Gleichung p(A) = 0. Daraus folgt, daß für jede
Lösung ϕ dieses System gilt:

∑k
j=0 pj .ϕ

(j) = 0 (komponentenweise).
Jede Komponente von ϕ ist also Linearkombination von linear unabhängigen Lösungen dieser
Differentialgleichung k-ter Ordnung.

Jede Lösung ϕ des Systems ẋ = A.x ist zu gewinnen aus einer Lösungsbasis
ψ(1), . . . , ψ(k) der Gleichung

∑k
j=0 pjx

(j) = 0 (p(λ) ist dabei das charakteristische
Polynom der Matrix A) durch Multiplikation des Vektors ψ = (ψ(1), . . . , ψ(k)) mit
einer von t unabhängigen k×k Matrix R. Eine so erhaltene Funktion ist genau dann
Lösung des Systems, wenn gilt: ψ̇.R = A.ψ.R und damit ψ(j).R = Aj .ψ.R für alle
j ≥ 0.

Besser als ein im Prinzip möglicher unbestimmter Ansatz von R ist die Vorgangsweise über
Anfangswerte; damit kommt man zum Problem, für einen gegebenen Anfangswert x(0) = c
die - stets von c abhängige - Matrix R = R(c) zu berechnen. Durch Betrachtung der Stelle
t = 0 erhält man:

Die Lösung ϕ des Anfangswertproblems ẋ = A.x,x(0) = c erhält man, indem man
für obiges R die Matrix R(c) = Wψ(0)−1.Wϕ(0) setzt (Wϕ und Wψ sind sie Wronski-
Matrizen der Ordnung k der Funktionen ϕ und ψ). Die Matrix Wϕ(0) enthält als
Zeilen genau die Vektoren c, A.c, . . . , Ak−1.c. Man kann dabei stets von einer reellen
Lösungsbasis ψ ausgehen, sodaß alle auftretenden Matrizen und Vektoren reell sind.
Läßt man c eine Basis von Rk durchlaufen, so bilden die entsprechenden ψ.R(c)
eine Lösungsbasis des Systems ẋ = a.x.
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Zur Berechnung von Wψ(0) beachte man, daß für reelle Eigenwerte λ von A mit Vielfachheit
v die entsprechenden Elemente der Lösungsbasis der Gleichung k-ter Ordnung die Funktionen
eλt, . . . , tv−1eλt sind. Mit Hilfe der Produktregel erhält man für die entsprechenden Elemente
von Wψ(0) :

(tmeλt)(j)(0) =

{
0 j < m( j

m

)
m!.λj−m j ≥ m

sind die Elemente von Wψ(0) in der Spalte, die der Lösung tmeλt der Gleichung
k-ter Ordnung entspricht. Ähnliche Formeln gelten auch für die tmeλt. cosµt bzw.
tmeλt. sinµt entsprechenden Spalten.

Beispiele:

1.

ẋ = x+ y + w

ẏ = 2y
ż = −x+ y + 2z + w

ẇ = −x+ y + 3w

A =


1 1 0 1
0 2 0 0

−1 1 2 1
−1 1 0 3


p(λ) = (λ− 2)4

ψ(t) = (e2t, t.e2t, t2.e2t, t3.e2t).

Wψ(0) =


1 0 0 0
2 1 0 0
4 4 2 0
8 12 12 6

 , Wψ(0)−1 =


1 0 0 0

−2 1 0 0
2 −2 1

2 0
−4

3 2 −1 1
6


c = e1 :

Wϕ(0) =


1 0 0 0
1 0 −1 −1
0 0 −4 −4

−4 0 −12 −12

⇒ R(e1) =


1 0 0 0

−1 0 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0


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Daher zugehörige Lösung: ϕ(t) = ((1− t)e2t, 0,−t.e2t,−t.e2t).
Analog berechnet man:

R(e2) =


0 1 0 0
1 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 , ϕ(t) = (t, 1, t, t).e2t

Für e3, e4 ergeben sich die Lösungen

ϕ(t) = (0, 0, e2t, 0)
ϕ(t) = (t, 0, t, (1 + t))e2t.

Diese 4 Lösungen bilden eine Basis des Lösungsraums unseres Systems (diese ist nicht
identisch mit der früher bestimmten, da dort von der Basis T−1ei (i = 1, . . . , 4) ausge-
gangen wurde).

2.

ẋ = x+ y + z

ẏ = 4y + 5z
ż = x− y + z

A =

 1 1 1
0 4 5
1 −1 1


p(λ) = (2− λ)(λ2 − 4λ+ 5) Eigenwerte: 2, 2 + i, 2− i.

Komplexe Lösungsbasis der entsprechenden Gleichung 3.Ordnung:

e2t, e(2+i)t, e(2−i)t

Reelle Lösungsbasis: ψ = (e2t, e2t. cos t, e2t. sin t).

Wψ(0) =

 1 1 0
2 2 1
4 3 4

 Wψ(0)−1 =

 5 −4 1
−4 4 −1
−2 1 0


c = e1 :

Wϕ(0) =

 1 0 0
1 0 1
2 5 2

 R(e1) =

 3 5 −2
−2 −5 2
−1 0 1


Zugehörige Lösung:

ϕ(t) = e2t.(3− 2 cos t− sin t, 5− 5 cos t,−2 + 2 cos t+ sin t)
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Analog erhält man für c = e2, e3 die Lösungen:

ϕ(t) = e2t(sin t, cos t+ 2 sin t,− sin t)
ϕ(t) = e2t(3− 3 cos t+ sin t, 5− 5 cos t+ sin t,−2 + 3 cos t− sin t).

2

3.5 DIE METHODE DER LAPLACE-TRANSFORMATION

Die (lineare) Laplace-Transformation f → L(f) mit

L(f)(u) =
∫ ∞

0
e−uvf(v)dv

führt die unbestimmte Integration in eine Division über:

L(If)(u) =
L(f)(u)

u
,

wobei (If)(t) =
∫ t
0 f(x)dx gesetzt ist.

Daraus folgt:

Ist ḟ über alle Intervalle [0, v], v > 0 Riemann-integrierbar, so gilt, falls L(f) und
L(ḟ) existieren und limt→∞ e−utf(t) = 0 erfüllt ist:

L(ḟ)(u) = u.L(f)(u)− f(0).

Rekursiv ergibt sich daraus:

Ist f auf [0,∞)n-mal differenzierbar mit über jedes Intervall [0, v] Riemann-
integrierbar n-ter Ableitung, so gilt,

L(f (n))(u) = unL(f)(u)− un−1f(0)− un−2ḟ(0)− . . .− uf (n−2)(0)− f (n−1)(0)

falls L(f), . . . ,L(f (n)) existieren und limt→∞ e−utf (j)(t) = 0 für j = 0, . . . , n − 1
erfüllt ist.
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ANWENDUNG AUF LINEARE SYSTEME MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN:
Anwendung der Laplace-Transformation auf jede Koordinate von x führt zu:

Sind die Komponenten der Störfunktion b und der Lösungsfunktion ϕ des Anfangs-
wertproblems

ẋ = A.x + b(t) , x(0) = c

Laplace-transformierbar, so erhält man bei komponentenweiser Anwendung von L
die Laplace-Transformierte L(ϕ) aus dem linearen algebraischen Gleichungssystem

(uE −A).L(ϕ)(u) = L(b)(u) + c.

Die Vorteile dieser Methode sind die Rückführung auf ein mit Standardmethoden zu lösen-
des algebraisches Gleichungssystem und die Möglichkeit, auch Störfunktionen mit Unstetig-
keitsstellen zuzulassen. Nachteilig wirkt sich aus, daß nur Störfunktionen und Lösungen mit
Laplace-transformierbaren Koeffizienten erfaßt werden; außerdem kann selbst in diesem Fall
die Berechnung von L(b) bzw. jene von ϕ aus L(ϕ) Schwierigkeiten bereiten. Zusätzlich kann
die Lösung des erhaltenen linearen Gleichungssystems (dessen Matrix ja nicht konstant ist)
aufwendig sein.

ANWENDUNG AUF LINEARE GLEICHUNGEN HÖHERER ORDNUNG:
Aus der Regel zur Berechnung von L(f (j)) folgt:

Sind für das Anfangswertproblem

x(n) + an−1x
(n−1) + . . .+ a1ẋ+ a0x = b(t)

x(0) = c1, ẋ(0) = c2, . . . , x
(n−1)(0) = cn

die Störfunktion b, die Lösungsfunktion ϕ und deren Ableitungen ϕ̇, . . . , ϕ(n)

Laplace-transformierbar, so erhählt man die Laplace-Transformierte L(ϕ) aus der
linearen Gleichung

(un + an−1u
n−1 + . . .+ a1u+ a0).L(ϕ)(u) =

= L(b)(u) + c1u
n−1 + (c2 + an−1c1)un−2 + . . .+

+(cn + an−1cn−1 + . . .+ a2c2 + a1c1).

Durch Vertauschung von Differentiation und Integration in der Formel der Laplace-
Transformation gewinnt man:
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Ist f stetig und sind f , sowie die Produkte von |f |mit den Potenzfunktionen .1, . . . , .k

Laplace-transformierbar, so gilt,

L(.kf)(u) = (−1)k
dk

duk
L(f)(u).

Daraus folgt:

Die Anwendung der Laplace-Transformation führt (falls die Störfunktion Laplace-
transformierbar ist) jede Differentialgleichung
x(n) + an−1(t)x(n−1) + . . .+ a1(t)ẋ+ a0(t)x = b(t)
mit Polynomkoeffizienten über in eine ebensolche für L(x). Ist k der höchste Grad
der Polynome a0(t), . . . , an−1(t), so hat die neue Gleichung die Ordnung k und als
Koeffizienten Polynome vom Höchstgrad n.
Das Verfahren ist also nur für k < n (manchmal auch für k = n) von Vorteil. Speziell
interessant ist der Fall k = 1, da man in diesem Fall für L(x) eine (stets lösbare)
lineare Differentialgleichung 1.Ordnung erhält.
Man beachte immer, daß nicht jede Lösung der ursprünglichen Gleichung Laplace-
transformierbar und nicht jede Lösung der neuen Gleichung rücktransformierbar sein
muß!

Für die Anwendung der Laplace-Transformationsmethode benötigt man jedenfalls die
Laplace-Transformierten bzw. Rücktransformierten der aufretenden Funktionen; in der Pra-
xis kann man viele dieser Funktionen aus entsprechenden Tabellen entnehmen. Nachstehend
eine die wichtigsten Funktionen enthaltende

TABELLE ZUR LAPLACETRANSFORMATION
deren Berechnung durch direktes Einsetzen in die Formel bzw. mit Hilfe der bereits bekannten
Regeln erfolgen kann.
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Funktionf(t) Laplace-TransformierteL(f)(u)

1 1
u (u > 0)

tn n!
un+1 (u > 0), (n ∈ N)

1√
t

(t > 0)
√
π√
u

(u > 0)

1
Γ(a) t

a−1 1
ua (u > 0), (a > 0)

e−at 1
u+a (u > −a)

tn−1e−at (n−1)!
(u+a)n (u > −a), (n ∈ N)

sin at a
u2+a2

cos at u
u2+a2

sinh at a
u2−a2 (u > |a|)

coshat u
u2−a2 (u > |a|)

sin at
t arctan a

u (u > 0)

sinh at
t ln

√
u+a
u−a (u > |a|)

χ[a,∞)(t) 1
ue
−au (u > 0), (a > 0)

f(t− a).χ[a,∞)(t) e−auL(f)(u) (a > 0)

e−atf(t) L(f)(u+ a)

Man beachte, daß für jede zu transformierende Funktion nur deren Werte auf
[0,∞) maßgebend sind und auch die nur bis auf eine Jordan-Nullmenge (bzw. sogar
nur bis auf eine Lebesgue-Nullmenge soferne dadurch die Existenz der Laplace-
Transformierten erhalten bleibt).
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Beispiele:

1.

ẋ = 3x+ 3y + t
ẏ = −x− y + 1
x(0) = y(0) = 0

A =

(
3 3

−1 −1

)
, b(t) =

(
t

1

)

Aufgrund der Tabelle erhält man für die Lösungsfunktion ϕ das Gleichungssystem:(
u− 3 −3

1 u+ 1

)
.L(ϕ)(u) =

(
1
u2

1
u

)
,

woraus folgt:

L(ϕ)(u) =

(
u− 3 −3

1 u+ 1

)−1

.

(
1
u2

1
u

)
=

1
u2 − 2u

(
u+ 1 3
−1 u− 3

)
.

(
1
u2

1
u

)
=

=

( 4u+1
u3(u−2)
u2−3u−1
u3(u−2)

)
.

Zur Ermittlung von ϕ kann man etwa die erhaltenen Funktionen in Partialbrüche zer-
legen, für die man die Rücktransformierten in der Tabelle findet:

L(ϕ) =

 −1
2 .

1
u3 − 9

4 .
1
u2 − 9

8 .
1
u + 9

8 .
1

u−2

1
2 .

1
u3 + 7

4 .
1
u2 + 3

8 .
1
u −

3
8 .

1
u−2


Es folgt:

ϕ(t) =

 −1
4 t

2 − 9
4 t−

9
8 + 9

8e
2t

1
4 t

2 + 7
4 t+ 3

8 −
3
8e

2t

 .
2. x(3) + ẍ− 4ẋ− 4x = 2− 4t
x(0) = 1

2 , ẋ(0) = ẍ(0) = 0

ergibt (u3 + u2 − 4u− 4).L(ϕ)(u) = L(2− 4.1)(u) + 1
2u

2 + 1
2u− 2,

also

L(ϕ)(u) =
4
u
− 8

u2 +u2+u−4

2(u3+u2−4u−4)
= u4+u3−4u2+4u−8

2u2(u3+u2−4u−4)
= u4+u3−4u2+4u−8

2u2(u+1)(u−2)(u+2)

bzw. nach Partialbruchzerlegung

L(ϕ)(u) = 1
u2 − 3

2 .
1
u + 8

3 .
1

u+1 + 1
12 .

1
u−2 −

3
4 .

1
u+2 ,

woraus folgt:

ϕ(t) = t− 3
2 + 8

3e
−t + 1

12e
2t − 3

4e
−2t.
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3. ẍ+ 4x = χ(−∞,π) (unstetige Störfunktion!)

x(0) = 1, ẋ(0) = 0

ergibt:

(u2 + 4).L(ϕ)(u) = L(χ(−∞,π))(u) + u.

Wegen L(χ(−∞,π))(u) =
∫∞
0 e−uvχ(−∞,π)(v)dv =

∫ π
0 e

−uvdv = 1
u(1− e−πu)

folgt:

L(ϕ)(u) =
1
u
− e−πu

u
+u

u2+4
= u2+1−e−πu

u(u2+4)
.

Zur Rücktransformation führt man wieder Partialbruchzerlegung durch:

L(ϕ)(u) = 1
4

1
u + 3

4
u

u2+4
− (1

4
1
u −

1
4

u
u2+4

)e−πu.

Damit erhält man laut Tabelle

ϕ(t) =
1
4

+
3
4

cos 2t− (
1
4
− 1

4
cos 2(t− π)).χ[π,∞)(t) =

=

{
1
4(1 + 3 cos 2t) t < π

cos 2t t ≥ π
.

Man überprüft leicht, daß ϕ die Anfangsbedignung erfüllt.

ϕ̇(t) =

{
−3

2 sin 2t t < π
−2 sin 2t t ≥ π

ist auch an t = π stetig,

ϕ̈(t) jedoch nicht (ϕ̈(π)− = −3, ϕ̈(π)+ = −4). Diese Unstetigkeit entspricht der Aufga-
benstellung. Da ϕ an t = π nicht zweimal differenzierbar ist, ist ϕ nur eine “schwache”
Lösung.

4. (1− t)ẍ+ tẋ− x = 0
x(0) = 1, ẋ(0) = 3

Die Laplace-Transformation ergibt für die Lösungsfunktion ϕ:

L(ϕ̈)(u)− L(ϕ)(u) + d
duL(ϕ̈)(u)− d

duL(ϕ̇)(u) = L(0) = 0.

Aus L(ϕ̈)(u) = u2L(ϕ)(u)− u− 3 und L(ϕ̇)(u) = uL(ϕ)(u)− 1

erhält man also die neue Gleichung:

(u2 − u)L̇(ϕ) + (u2 + 2u− 2)L(ϕ) = u+ 4.

Für die homogene Gleichung gilt:
L̇(ϕ)
L(ϕ) = −u2+2u−2

u2−u = −1− 2
u −

1
u−1 ,

die Lösung dafür lautet:

ψh(u) = c.e−u−2 ln |u|−ln |u−1| =
ce−u

u2|u− 1|
.
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Variation der Konstanten ergibt für die partikuläre Lösung ψp(u) = c(u)e−u

u2|u−1| der inho-
mogenen Gleichung:

ċ(u) = ueu(u+ 4) = eu(u2 + 4u),

also c(u) = eu(u2 + 2u− 2)

und damit

L(ϕ)(u) =
ce−u

u2|u− 1|
+
u2 + 2u− 2
u2|u− 1|

=

= c(− 1
u2
− 1
u

+
1

|u− 1|
)e−u +

2
u2

+
1

|u− 1|
.

Als Laplace-Transformierte haben wir diese Funktion für u > 1 zu betrachten; daher:

L(ϕ)(u) = c

(
− 1
u2
− 1
u

+
1

u− 1

)
e−u +

2
u2

+
1

u− 1
.

Damit lautet die Lösung der ursprünglichen Aufgabe zunächst

x = ϕ(t) = c(−t+ et−1)χ[1,∞) + 2t+ et

=

{
2t+ et t < 1
(2− c)t+ ( ce + 1)et t ≥ 1

.

Man überprüft leicht, daß diese Funktion an der kritischen Stelle t = 1 für beliebiges
c differenzierbar ist. Um dort die zweimalige Differenzierbarkeit zu garantieren, muß
man c = 0 setzen. Die Lösung unseres Anfangswertproblems auf ganz R lautet also:

x = 2t+ et.

Das Auftreten von c erklärt sich dadurch, daß die Standardform der Gleichung

ẍ+
t

1− t
ẋ− 1

1− t
x = 0

lautet und für t = 1 nicht definiert ist.

Die Anfangswerte an der Stelle 0 haben also bei der Standardform keinen Einfluß auf
die Werte der Lösungen rechts von 1.

3.6 LINEARE RANDWERTPROBLEME

Bisher waren für die Lösungen von Systemen stets höchstens Anfangswerte, d.h. Werte der
Variablen an einer Stelle vorgeschrieben. In der Praxis treten jedoch häufig andere Bedin-
gungen auf.
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Beispiele:

1. Die Durchbiegung eines Balkens läßt sich (bei zeitunabhängiger Belastung) approxima-
tiv beschreiben durch das System

y′′(x) = −
√

(1+y′2)
3

EJ M(x)
M ′′(x) = −w(x)

(dabei ist x der horizontale Abstand von einem Auflagepunkt 0 des Balkens, y die
senkrechte Koordinate, M das Biegemoment, E der Elastizitätsmodul, J das axiale
Flächenträgheitsmoment und w die Belastung (inklusive Eigengewicht)):

Bei an den Enden x = 0 und x = a frei aufliegendem Balken erhält man als Lösungs-
bedingungen (bei horizontaler Lage des Balkens mit y = 0 an den Auflagepunkten):

y(0) = y(a) = 0; y′′(0) = y′′(a) = 0.

Ist der Balken an den Enden fest eingespannt, ergibt sich:

y(0) = y(a) = 0; y′(0) = y′(a) = 0.

2. Der Durchhang eines Seiles zwischen zwei Stützstellen ist zu berechnen aus:

y′′(x) = k
√

1 + y′(x)2.

Dabei ist wieder x die horizontale, y die vertikale Komponente; k ist eine Konstante,
die vom Seil und dessen Spannung abhängt.

Bedingungen:

y(α) = c, y(β) = d (entsprechend den Stützstellen)∫ d
c

√
1 + y′(x)2dx = s = Seillänge (Seil nicht dehnbar):

Man nennt jede Bedingung an die Lösungen eines Systems von Differentialgleichungen, die
nicht eine Anfangsbedingung ist, eine RANDBEDINGUNG (boundary condition) und ein
System gemeinsam mit einer Randbedingung ein RANDWERTPROBLEM (boundary value
problem).
Betrifft die Randbedingung genau zwei Werte der Variablen, so spricht man von einem
ZWEIPUNKT-RANDWERTPROBLEM (two-point boundary value problem).
Unter einem LINEAREN ZWEIPUNKT-RANDWERTPROBLEM versteht man ein lineares
Differentialgleichungssystem ẋ = A(t).x + b(t) mit einer linearen Randbedingung
C.x(α) +D.x(β) = c (C,D sind quadratische Matrizen).
Im Fall c = 0 spricht man von einer HOMOGENEN RANDBEDINGUNG.

DIE LÖSUNG LINEARER ZWEIPUNKT-RANDWERTPROBLEME:
Selbst bei einfachsten linearen Zweipunkt-Randwertproblemen ist die Anzahl der Lösungen
nicht einheitlich wie etwa bei linearen Anfangswertproblemen:
ẍ = 0 hat die allgemeine Lösung x = pt+ q.

Zu jeder Anfangsbedingung x(t0) = c1, ẋ(t0) = c2 gibt es genau eine Lösung.
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Dasselbe gilt für jede Randbedingung x(α) = c, x(β) = d.
Zur Randbedingung ẋ(α) = c, ẋ(β) = d gibt es jedoch keine Lösung falls c 6= d und unendlich
viele Lösungen für c = d.

Die allgemeine Lösung eines linearen Systems ẋ = A(t).x + b(t) hat die Gestalt

ϕ(t) = W (t).σ + ϕp(t),

wobei W (t) die Wronski-Matrix einer beliebigen Lösungsbasis des zugehörigen homogenen
Systems ist und ϕp eine partikuläre Lösung des inhomogenen Systems. Die Lösung eines
zugehörigen Zweipunkt-Randwertproblems bedeutet also die Bestimmung des Vektors σ aus
der Randbedingung. Somit gilt:

Die Lösungen des linearen Zweipunkt-Randwertproblems
ẋ = A(t).x + b(t), C.x(α) +D.x(β) = c
sind genau die Funktionen ϕ(t) = W (t).σ + ϕp(t), für die
σ Lösung des linearen Gleichungssystems R(W ).σ = c− (C.ϕp(α) +D.ϕp(β)) ist.
Dabei ist W (t) die Wronski-Matrix einer beliebigen Lösungsbasis des homogenen
Systems ẋ = A(t).x,
ϕp eine partikuläre Lösung des inhomogenen Systems ẋ = A(t).x+b(t) und R(W ) =
C.W (α) +D.W (β).

Daraus folgt:
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Für ein lineares Zweipunkt-Randwertproblem
ẋ = A(t).x + b(t), C.x(α) +D.x(β) = c
sind folgende Aussagen äquivalent:

1. das Randwertproblem hat genau eine Lösung;

2. es gibt eine Lösungsbasis des zugehörigen homogenen Systems

ẋ = A(t).x deren Wronski-Matrix W eine reguläre Matrix

R(W ) = C.W (α) +D.W (β) liefert;

3. R(W ) ist für jede Lösungsbasis des Systems ẋ = A(t).x regulär.

4. das zugehörige homogene Randwertproblem

ẋ = A(t).x, C.x(α) +D.x(β) = 0

hat genau eine Lösung, nämlich die Null-Lösung.

Ist die Matrix R(W ) = C.W (α) +D.W (β) für eine (oder gleichbedeutend: für jede)
Lösungsbasis des homogenen Systems ẋ = A(t).x singulär, so hängt die Lösbarkeit
des Randwertproblems ẋ = A(t).x + b(t), C.(x)(α) +D.x(β) = c vom gegebenen
Randvektor c ab:
hat R(W ) denselben Rang wie die durch Erweiterung durch die Spalte
c− (C.ϕp(α) +D.ϕp(β)) entstehende Matrix, so gibt es unendlich viele Lösungen,
erhöht sich der Rang durch die angegebene Erweiterung der Matrix R(W ) um 1, so
ist das Problem nicht lösbar.
Die Wahl der partikulären Lösung ϕp ist dabei bedeutungslos.

GREEN-MATRIZEN:
Die eindeutige Lösbarkeit eines linearen Zweipunkt-Randwertproblems (Randpunkte: α, β)
bedeutet, daß die lineare Abbildung F : x → ẋ − A(t).x = b(t) vom Raum jener stetig
differenzierbaren Funktionen von [a, b] in Rk, die der Randbedingung genügen, in den Raum
der stetigen Funktionen von [α, β] in Rk eindeutig umkehrbar ist.
Aus der Darstellung ϕp(t) =

∫ t
αW (t)W−1(u).b(u)du erhält man eine Integraldarstellung der

zu F inversen Abbildung G:
x(t) = (Gb)(t) =

=
∫ t

α
W (t)W−1(u)b(u)du−

∫ β

α
W (t)R(W )−1DW (β)W−1(u)b(u)du+W (t)R(W )−1.c.

Durch Multiplikation des ersten Integranden mit der Funktion

z(t, u) =

{
1 α ≤ u ≤ t ≤ β
0 α ≤ t < u ≤ β

kann man beide Integrale bis β erstrecken und erhält:
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Die Lösung eines eindeutig lösbaren Zweipunkt-Randwertproblems
ẋ = A(t).x + b(t), C.x(α) +D.x(β) = c
lautet:
ϕ(t) = (Gb)(t) =

∫ β
α G(t, u)b(u)du+W (t)R(W )−1c mit

G(t, u) = W (t)(z(t, u).E −R(W )−1DW (β))W−1(u).
Dabei ist W (t) die Wronski-Matrix einer beliebigen Lösungsbasis des homogenen
Systems ẋ = A(t).x; die Matrix G ist von der gewählten Lösungsbasis unabhängig.

Man nennt die hier auftretende lineare Abbildung G den GREEN-OPERATOR und die
zugehörige Matrix G die GREEN-MATRIX des Randwertproblems.
Der Vorteil der Verwendung der Green-Matrix liegt darin, daß diese nur von den Matrizen
A(t), C und D sowie den Stellen α und β abhängt, nicht jedoch von der Störfunktion b(t)
und dem Randwert c. Bei Kenntnis von G erhält man also eine Lösungsformel, in die nur
b(t) und c einzusetzen sind.

Aus der obigen Lösungsformel erkennt man leicht, daß zur Lösung von Randwert-
problemen mit homogenem Differentialgleichungssystem die (im allgemeinen lang-
wierige) Berechnung der Green-Matrix nicht nötig ist.

Beispiele:

1. ẍ = 0

x(α) = c, x(β) = d, d.h. C =

(
1 0
0 0

)
, D =

(
0 0
1 0

)

W (t) =

(
t 1
1 0

)
R(W ) =

(
α 1
0 0

)
+

(
0 0
β 1

)
=

(
α 1
β 1

)
Da α 6= β ist, ist diese Matrix regulär und es gibt genau eine Lösung.

Die Differentialgleichung ist homogen, daher braucht man die Green-Matrix nicht.(
ϕ

ϕ̇

)
(t) = W (t).RW−1

(
c

d

)
=

(
t 1
1 0

)
.

1
α− β

(
1 −1

−β α

)(
c

d

)
=

=
1

α− β

(
t− β −t+ α
. .

)
.

(
c

d

)
=

1
α− β

(
(c− d)t− βc+ αd

.

)

d.h.: ϕ(t) = c−d
α−β .t+ ad−βc

α−β .

(Die Berechnung der 2.Koordinate ist unnötig, da sie gleich ϕ̇ ist.)

2. ẍ = 0

ẋ(α) = c, ẋ(β) = d C =

(
0 1
0 0

)
D =

(
0 0
0 1

)
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R(W ) =

(
1 0
1 0

)
Das System R(W ).σ =

(c
d

)
hat also keine Lösung falls c 6= d und die unendlich vielen

Lösungen σ =
( c
σ2

)
falls c = d. Die Lösungen des Randwertproblems lauten dann:(ϕ

ϕ̇

)
(t) = W (t).

( c
σ2

)
=
(ct+σ2

.

)
, d.h. ϕ(t) = ct+ σ2.

(Auch hier ist die Berechnung der 2.Koordinate unnötig.)

3.

ẋ =
1
t
x− y + b1(t)

ẏ =
1
t2
x+

2
t
y + b2(t)

x(1) + y(1) + y(e) = c

y(1) + x(e) = d

C =

(
1 1
0 1

)
D =

(
0 1
1 0

)

W (t) =

(
t2 −t2 ln |t|
−t t(ln |t|+ 1)

)
(siehe 3.3)

R(W ) =

(
−e 1 + 2e

e2 − 1 1− e2

)
diese Matrix ist regulär, daher gibt es genau eine

Lösung des Randwertproblems.

Es gilt R(W )−1 =

(
1

1+e
1+2e

(e2−1)(1+e)
1

1+e
e

(e2−1)(1+e)

)
.

Ist etwa b(t) =

(
t2(1 + ln |t|)
−t(2 + ln |t|)

)
, so lautet eine partikuläre Lösung des inhomogenen

Systems

ϕp(t) =

(
t3(1 + ln |t|)

−t2(2 + ln |t|)

)
(siehe 3.3)

und man erhält als Lösung des Randwertproblems

ϕ(t) = W (t)σ + ϕp(t) mit

σ = R(W )−1
((c
d

)
− C.ϕp(1)−D.ϕp(e)

)
,

d.h.

σ =


1

1+e
1+2e

(e2−1)(1+e)

1
1+e

e
(e2−1)(1+e)

( c+ 1 + 3e2

d+ 2− 2e3

)
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und somit:(
x

y

)
=

(
t2 −t2 ln |t|
−t t(ln |t|+ 1)

)(
1

1+e
1+2e

(e2−1)(1+e)
1

1+e
e

(e2−1)(1+e)

)(
c+ 1 + 3e2

d+ 2− 2e3

)
+(

t3(1 + ln |t|)
−t2(2 + ln |t|)

)
auf (0,∞).

Der Lösungsweg über die Green-Matrix erfordert

W−1(t) =


1+ln |t|
t2

ln |t|
t

1
t2

1
t


und

G(t, u) = W (t).(z(t, u).E −R(W )−1.D.W (e)).W−1(u) =
= W (t).M(t, u).W−1(u)

mit

M(t, u) =
1

(e2 − 1)(1 + e)

(
−e3 + e2 − 2e− 1 2e+ e2

−e4 + e3 + e e4 − e3 + e− 1

)
für 1 ≤ u ≤ t ≤ e

bzw.

M(t, u) =
1

(e2 − 1)(1 + e)

(
e+ 2e3 2e+ e2

−e4 + e3 − e −e4 + 2e3 − 2e

)
für 1 ≤ t < u ≤ e.

Die allgemeine Lösungsformel liefert dann für das obige Randwertproblem die Lösung:(
x

y

)
=
∫ e

1
G(t, u)

(
u2(1 + ln |u|)
−u(2 + ln |u|)

)
du+W (t)R(W )−1

(
c

d

)
=

= W (t)

(
R(W )−1

(
c

d

)
+
∫ e

1
M(t, u).W−1(u).

(
u2(1 + ln |u|)
−u(2 + ln |u|)

)
du

)
;

da M(t, u) immer auf 1 ≤ u ≤ t und t < u ≤ e jeweils konstant ist, kann man das
auftretende Integrationsintervall an u = t teilen und M(t, u) herausheben.

Die verbleibenden Integrale sind dann die Integrale von 1 bis t bzw. von t bis e der
Funktion 

1+ln |u|
u2

ln |u|
u

1
u2

1
u

( u2(1 + ln |u|)
−u(2 + ln |u|)

)
=

(
1
−1

)
,

die leicht zu berechnen sind.

Trotz dieser Vereinfachungen ist dieser Weg länger als der erste, was unter anderem dar-
auf zurückzuführen ist, daß beim 1.Weg die Resonanz zur Ermittlung von ϕ0 ausgenutzt
wurde.
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4. ẍ+ x = sin 2t

x(0) = x(π) = 0 C =

(
1 0
0 0

)
D =

(
0 0
1 0

)
, c = 0.

W (t) =

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
, R(W ) =

(
1 0
1 0

)
Einsetzen in die Randbedingungen liefert bei Verwendung der partikulären Lösung

ϕp(t) = W (t)
∫ t

0
.W−1(u).b(u)du =

=

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
.

∫ t

0

(
cosu − sinu
sinu cosu

)
.

(
0

sin 2u

)
du = −2

3

(
1
2 sin 2t− sin t
cos 2t− cos t

)

zur Berechnung von σ das System(
1 0
1 0

)
.σ =

(
0
0

)
−
(

1 0
0 0

)(
0
0

)
−
(

0 0
1 0

)(
0

−4
3

)
=

(
0
0

)
.

Dieses System ist lösbar; allgemeine Lösung: σ =
( 0
σ2

)
.

Daher Lösung der Randwertaufgabe:(ϕ
ϕ̇

)
(t) =

(ϕp

ϕ̇p

)
(t) +W (t).

( 0
σ2

)
, also:

ϕ(t) = −1
3 sin 2t− sin t+ σ2 sin t = −1

3 sin 2t+ c. sin t.

Bei Verwendung der partikulären Lösung ϕp(t) = −1
3 sin 2t (aus Ansatz zu gewinnen)

erhält man analog:(
1 0
1 0

)
.σ =

(
0
0

)
und damit wieder σ =

( 0
σ2

)
und ϕ(t) = −1

3 sin 2t+ σ2 sin t.

5. ẍ+ x = t

x(0) = x(π) = 0

d.h. die Randbedingung und das homogene System sind wie in Bsp.4.

Man erhält jetzt bei Verwendung der Lösung ϕp(t) = t :(
1 0
1 0

)
.σ =

(
0
0

)
−
(

1 0
0 0

)
.

(
0
1

)
−
(

0 0
1 0

)(
π
1

)
=

(
0

−π

)
.

Da nunmehr der Rang der erweiterten Matrix

(
1 0 0
1 0 −π

)
größer ist als jener der

Systemmatrix, hat das Randwertproblem keine Lösung.
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6. ẍ+ λx = 0, λ reell

x(0) = x(l) = 0 (schwingende Saite).

Komplexe Lösungsbasis der Gleichung: e
√
−λt, e−

√
−λt.

Wegen x(0) = 0 kann eine nichttriviale Lösung des Randwertproblems nur existieren,
wen λ positiv ist. Die allgemeine Lösung der Gleichung lautet dann:

ϕ(t) = σ1 cos
√
λt+ σ2 sin

√
λt.

Direktes Einsetzen in die Randbedingung ergibt:

σ1 = 0 und σ2 sin
√
λl = 0,

also existiert eine nichttriviale Lösung des Randwertproblems nur für
√
λl = kπ, d.h.

für λ = (kπl )2; in diesem Fall ist σ2 beliebig wählbar.

GREEN-FUNKTIONEN:
Beachtet man, daß für eine lineare Differentialgleichung höherer Ordnung

x(k) + ak−1x
(k−1) + . . .+ a1ẋ+ a0x = b(t)

die Störfunktion des äquivalenten Systems 1.Ordnung gleich (0, . . . , 0, b(t)) ist und daß man
nur die 1.Komponente der Lösungsfunktion dieses Systems zu berechnen hat, ergibt sich,
daß es genügt, das k-te Element der 1.Zeile der Green-Matrix zu kennen. Man nennt dieses
Element die GREEN-FUNKTION des Randwertproblems; sie wird im Folgenden mit Γ(t, u)
bezeichnet. Es gilt also:

Die Lösung eines eindeutig lösbaren Zweipunkt-Randwertproblems k-ter Ordnung

x(k) + ak−1(t)x(k−1) + . . .+ a1(t)ẋ+ a0(t)x = b(t)

C.


x
...
x(k−1)

 (α) +D.


x
...
x(k−1)

 (β) = c

lautet x = ϕ(t) =
∫ β
α Γ(t, u)b(u)du + 1.Komponente von W (t).R(W )−1.c, wobei

Γ(t, u) die Green-Funktion des Randwertproblems ist.

Berechnung von Γ(t, u) gemäß den Regeln der Matrizenrechnung ergibt, daß die Funktion z
für t = u wegfällt. Somit gilt:

Die Green-Funktion eines eindeutig lösbaren linearen Zweipunkt- Randwertproblems
ist immer stetig.
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Im Fall k = 2 ist die Green-Funktion besonders leicht zu berechnen:

Ist {ϕ,ψ} eine beliebige Lösungsbasis der Differentialgleichung

ẍ+ a1(t)ẋ+ a0(t)x = 0,

so lautet die Green-Funktion zur linearen Zweipunkt-Randbedingung

C.

(
x

ẋ

)
(α) +D.

(
x

ẋ

)
(β) =

(
c1
c2

)
:

Γ(t, u) =
1

D(u)
((s11 − z(t, u))ϕ(t)ψ(u) + (z(t, u)− s22)ϕ(u)ψ(t)

−s12ϕ(t)ϕ(u)− s21ψ(t)ψ(u));

dabei ist D(u) die Wronski-Determinante 2.Ordnung von ϕ und ψ und S die zu-
gehörige Matrix R(W )−1.D.W (β).

Einen Spezialfall bilden die

STURM-RANDWERTPROBLEME:
Sie sind die Randwertprobleme der Gestalt

ẍ+ a1(t)ẋ+ a0(t)x = b(t)
c1x(α) + c2ẋ(α) = 0
d1x(β) + d1ẋ(β) = 0.

Die hier auftretende Differentialgleichung wird häufig in der Form

d

dt
(p(t)ẋ) + q(t)x = b(t)

geschrieben; beide Gestalten sind für p > 0 äquivalent (p(t) = exp(
∫
a1(t)dt)).

Die Randbedingung lautet in der Standardform(
c1 c2
0 0

)
.

(
x
ẋ

)
(α) +

(
0 0
d1 d2

)
.

(
x
ẋ

)
(β) =

(
0
0

)
.

Die Beispiele 4,5 und 6 sind Sturm-Randwertprobleme.
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3.7 ∗ EIGENWERTPROBLEME

Wie aus dem letzten Beispiel ersichtlich, kann für Gleichungen der Gestalt ẍ + λx = 0 die
Existenz nichttrivialer Lösungen von Randwertproblemen von λ abhängen.
Man nennt allgemein Randwertprobleme der Gestalt{

L(x) + λh(t)x = 0
C.x(α) +D.x(β) = 0

(L ein linearer Differentiationsoperator, h ∈ C[α, β]) (HOMOGENE) EIGENWERTPRO-
BLEME (eigenvalue-problems), jene λ für die nichttriviale Lösungen existieren, die EIGEN-
WERTE des Problems und diese nichttrivialen Lösungen die EIGENLÖSUNGEN oder EI-
GENFUNKTIONEN (eigenfunctions) zum jeweiligen Eigenwert.
Wir betrachten im Folgenden Differentiationsoperatoren L der Gestalt L(x) = ẋ−A(t).x.

ÄQUIVALENTE INTEGRALGLEICHUNGEN:
Vorgehen mit den linearen Abbildungen L und G wie in 3.6 liefert:

Die Lösungen ϕ des Eigenwertproblems

ẋ−A(t).x + λh(t).x = 0

C.x(α) +D.x(β) = 0

sind, falls λ = 0 nicht Eigenwert ist, genau die stetigen Lösungen ϕ der
FREDHOLM-INTEGRALGLEICHUNG

ϕ(t) = λ

∫ β

α
k(t, u).ϕ(u)du,

wobei der (zum Eigenwertproblem gehörige) FREDHOLM-KERN k(t, u) durch
k(t, u) = −G(t, u).h(u) gegeben ist.

Daß λ = 0 nicht Eigenwert ist, bedeutet, daß das homogene Randwertproblem

ẋ = A(t).x
C.x(α) +D.x(β) = 0,

und damit jedes Randwertproblem

ẋ = A(t).x + b(t)
C.x(α) +D.x(β) = c

eindeutig lösbar ist.
Man nennt die Abbildung K , die jede Funktion ϕ ∈ C[α, β] überführt in Kϕ :
t →

∫ β
α k(t, u)ϕ(u)du den (zum obigen Eigenwertproblem gehörigen) FREDHOLM-

INTEGRALOPERATOR.
Man erkennt leicht, daß K linear ist und es folgt:
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Das Eigenwertproblem

ẋ−A(t).x + λh(t).x = 0

C.x(α) +D.x(β) = 0

ist, falls λ = 0 nicht Eigenwert ist, äquivalent zur linearen Gleichung
ϕ− λKϕ = 0 in (C[α, β])k.

λ 6= 0 ermöglicht die Division durch λ, woraus folgt:

Die Probleme:

ẋ−A(t).x + λh(t).x = 0 (λ 6= 0)
C.x(α) +D.x(β) = 0

und
Kϕ = µ.ϕ (µ 6= 0)
haben zueinander inverse Eigenwerte und dieselben Eigenfunktionen (wobei man
unter den Eigenfunktionen des 2.Problems die Eigenvektoren von K in (C[α, β])k

versteht).

GLEICHUNGEN HÖHERER ORDNUNG:
Wie bei den Randwertproblemen genügt im Fall einer Gleichung höherer Ordnung die Ver-
wendung der Green-Funktion anstelle der Green-Matrix; speziell gilt:

Die Lösungen ϕ des Eigenwertproblems

x(k) + ak−1(t)x(k−1) + . . .+ a1(t)ẋ+ a0(t)x+ λh(t)x = 0

C.


x
...

x(k−1)

 (α) +D.


x
...

x(k−1)

 (β) = 0

sind, falls λ = 0 nicht Eigenwert ist, genau die Lösungen der Fredholm-
Integralgleichung

ϕ(t) = λ

∫ β

α
k1(t, u).ϕ(u)du

mit dem eindimensionalen Fredholm-Kern k1(t, u) = −Γ(t, u).h(u) (Γ die Green-
Funktion des zugehörigen Randwertproblems).

Bezeichnet man den eindimensionalen Fredholm-Operator mit K1, d.h.:
K1ϕ : t→

∫ β
α k1(t, u)ϕ(u)du, so gilt ferner:
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Die Probleme

x(k) + ak−1(t)x(k−1) + . . .+ a1(t)ẋ+ a0(t)x+ λh(t)x = 0 (λ 6= 0)

C.


x
...

x(k−1)

 (α) +D.


x
...

x(k−1)

 (β) = 0

und

K1ϕ = µ.ϕ (µ 6= 0)

haben zueinander inverse Eigenwerte und dieselben Eigenfunktionen.

C[α, β] ALS PRÄHILBERTRAUM
Für jede Funktion w aus C[α, β] kann man den Raum C[α, β] aller auf [α.β] stetigen Funk-
tionen als Unterraum von Qw(α, β), also mit dem inneren Produkt

< f, g >=
∫ β

α
(fg.w)(t)dt

betrachten (Bezeichnung im Folgenden: Cw(α, β)).

DIE EIGENWERTE SELBSTADJUNGIERTER LINEARER ABBILDUNGEN:
Um weitere Aussagen über die Eigenwerte gewinnen zu können, benötigt man zusätzliche
Bedingungen.
Man nennt eine lineare Abbildung L von einem Prähilbertraum H in sich SELBSTADJUN-
GIERT (self-adjoined), wenn gilt: < Lu,v >=< u, Lv > ∀u,v ∈ H. L heißt KOMPAKT,
wenn für jede beschränkte Folge {un} in H die Bildfolge {Lun} eine konvergente Teilfolge
enthält.
Auf indirektem Weg erhält man (s. Funktionalanalysis):

Jede kompakte lineare Abbildung ist stetig.

Zur Ermittlung der Eigenwerte benötigt man eine spezielle Darstellung der Norm selbstad-
jungierter stetiger linearer Abbildungen, die man durch Berechnung von

< Lf + Lg, f + g > − < Lf − Lg, f − g >

für f = ||Lu||u und g = Lu auf 2 Arten erhält:

Für jede selbstadjungierte stetige lineare Abbildung L von einem Prähilbertraum H
in sich gilt

||L||s = sup
||u||=1

< Lu,u > .
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Man wählt nun eine Folge {un} von Elementen aus H, für die gilt:
||un|| = 1 ∀n ∈ N und < Lun,un > konvergiert und zwar gegen einen Wert µ mit |µ| =
||L||s.
Es folgt dann limn→∞(Lun − µun) = 0 in H.
Gibt es in {Lun} eine konvergente Teilfolge, so konvergiert auch die Folge der entsprechenden
un und für den Grenzwert v dieser Folge gilt: Lv = µv, ||v|| = 1 und < Lu,v >= ||L||s.
Analoge Vorgangsweise mit dem zu den jeweils bereits konstruierten Elementen v1 =
v,v2, . . . ,vk orthogonalen Unterraum Hk und der Einschränkung von L auf Hk liefert re-
kursiv Eigenwerte µj und Eigenelemente vj von L. Unter Berücksichtigung der speziellen
Konstruktion und dessen, daß die Folge L

(
vj

µj

)
keine Cauchyfolge ist, ergibt sich:

Für jede selbstadjungierte lineare kompakte Abbildung von einem unendlich-
dimensionalen Prähilbertraum in sich gilt:

1. L hat abzählbar viele Eigenwerte µj ; deren Beträge bilden eine monotone
Nullfolge;

2. die zugehörigen Eigenelemente vj bilden ein Orthogonalsystem (bei entspre-
chender Normierung wie in der Konstruktion sogar ein Orthonormalsystem);

3. bezeichnet man mit Hk den Unterraum von H, der zu v1, . . . ,vk orthogonalen
Elemente (H0 = H), so gilt:

|µj | = ||L|Hj−1 ||s = sup
||u||=1,u∈Hj−1

< Lu,u >;

4. jedes Element des Bildraums L(H) wird durch seine Fourierreihe bezüglich des
Orthogonalsystems der Eigenelemente von L dargestellt.

SELBSTADJUNGIERTE KOMPAKTE FREDHOLM-OPERATOREN:
Aus den Regeln für die Vertauschung der Integrationsreihenfolge folgt:
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Ist die Green-Funktion des Randwertproblems

x(k) + ak−1(t)x(k−1) + . . .+ a1(t)ẋ+ a0(t)x = 0

C.


x
...

x(k−1)

 (α) +D.


x
...

x(k−1)

 (β) = 0

symmetrisch: Γ(t, u) = Γ(u, t), so ist der zum Eigenwertproblem

x(k) + ak−1(t)x(k−1) + . . .+ a1(t)ẋ+ a0(t)x+ λh(t)x = 0

C.


x
...

x(k−1)

 (α) +D.


x
...

x(k−1)

 (β) = 0

gehörige Fredholm-Operator selbstadjungiert auf dem Raum Ch(α, β).

Abschätzung von |K1ϕn(t1)−K1ϕn(t2)| durch ε
∫ β
α |h(u)|.|ϕn(u)|du mit Hilfe der Darstellung

durch Green-Matrizen und anschließende Anwendung der Schwarz-Ungleichung für Integrale
ergibt, daß für jede beschränkte Folge {ϕn} die Folge {K1ϕn} gleichgradig stetig ist.
Aus dem Satz von Arzelà und Ascoli folgt daher:

Ist die Funktion h nichtnegativ, so ist der zum Eigenwertproblem

x(k) + ak−1(t)x(k−1) + . . .+ a1(t)ẋ+ a0(t)x+ λh(t)x = 0

C.


x
...

x(k−1)

 (α) +D.


x
...

x(k−1)

 (β) = 0

gehörige Fredholm-Operator kompakt.

Damit erhält man:
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Ist die Green-Funktion des Randwertproblems

x(k) + ak−1(t)x(k−1) + . . .+ a1(t)ẋ+ a0(t)x = 0

C.


x
...

x(k−1)

 (α) +D.


x
...

x(k−1)

 (β) = 0

symmetrisch, so hat das Eigenwertproblem

x(k) + ak−1(t)x(k−1) + . . .+ a1(t)ẋ+ a0(t)x+ λh(t)x = 0 (h ≥ 0)

C.


x
...

x(k−1)

 (α) +D.


x
...

x(k−1)

 (β) = 0

abzählbar viele Eigenwerte, deren Beträge gegen +∞ divergieren.
Die zugehörigen Eigenfunktionen bilden ein Orthogonalsystem in Ch(α, β).

STURM-LIOUVILLE-EIGENWERTPROBLEME
Man nennt jedes Eigenwertproblem der Gestalt

ẍ+ a1(t)ẋ+ a0(t)x+ λh(t)x = 0
c1x(α) + c2ẋ(α) = 0
d1x(β) + d2ẋ(β) = 0

ein STURM-LIOUVILLE-EIGENWERTPROBLEM.
Derartige Probleme werden häufig in der Form

d

dt
(p(t)ẋ) + q(t)x+ λh(t)x = 0 ,

Randbedingung wie oben geschrieben. Beide Gestalten sind für p ≥ 0 äquivalent.
(p(t) = exp(

∫
a1(t)dt)).

Die Randbedingung lautet in der Standardform:(
c1 c2
0 0

)(
x(α)
ẋ(α)

)
+

(
0 0
d1 d2

)(
x(β)
ẋ(β)

)
=

(
0
0

)
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Beispiele:

1. ẍ+ λx = 0 λ reell

x(0) = x(l) = 0 (schwingende Saite)

Hier ist h(t) konstant mit Wert 1. Die Berechnungen in 3.6 liefern:

die Eigenwerte sind λk =
(
kπ
l

)2
k = 0, 1, 2, . . .

(λ = 0 ist der Trivialfall der ruhenden Saite),

die zugehörigen Eigenfunktionen sind ϕk(t) = sin kπ
l t

2. ẍ+ λx = 0 λ reell

ẋ(0) = 0, x(l) = 0 (Biegelinie einer Säule)

Wie beim Problem der schwingenden Saite kann eine Lösung nur existieren, wenn λ
positiv ist. Die allgemeine Lösung der Gleichung lautet dann:

ϕ(t) = σ1 cos
√
λt+ σ2 sin

√
λt.

Direktes Einsetzen in die Randbedingung ergibt:

σ1 cos
√
λl = 0, σ2 = 0;

die Eigenwerte sind also aus
√
λl = π

2 + kπ zu berechnen:

λk = (2k+1)2π2

4l2
, k ∈ N

mit den zugehörigen Eigenfunktionen

ϕk(t) = cos 2k+1
2 πt.

Da λ mit der Belastung P der Säule wächst, ist für die technische Anwendung nur λ1

und das zugehörige P1 (die sogenannte Knicklast) von Bedeutung.

Man beachte, daß die Bestimmung der Eigenwerte von Sturm-Liouville-Problemen
im allgemeinen auf eine transzendente Gleichung führt!

2

85



4 QUALITATIVE ANALYSE

Literatur: [A],[AP],[HA],[HE],[KK],[R],[W]
In vielen Fällen ist eine exakte Lösung einer Gleichung oder eines Systems nicht zu gewinnen;
man versucht dann, zumindest qualitative Aussagen, d.h. Aussagen über das wesentliche
Verhalten der Lösung bzw. über die Gestalt der Trajektorien zu gewinnen.

4.1 QUALITATIVE ANALYSE LINEARER SYSTEME UND GLEI-
CHUNGEN MIT KONSTANTEN KOEFFIZIENTEN

Laut 3.3 ist eine Lösungsbasis des Systems ẋ = A.x gegeben durch die Spalten (bzw. deren
Real- und Imaginärteil) von TetJ , wobei J die Jordan- Normalform von A ist. Zu jedem
Eigenwert λ von A gehören in J sj×sj-Blöcke (Summe der entsprechenden sj = Vielfachheit
von λ). Sind die zugehörigen Spalten von T die Vektoren bm+1, . . . ,bm+sj , so erhält man
dadurch die Basiselemente

ϕ(m+1)(t) = bm+1.e
λt

ϕ(m+2)(t) = bm+1.t.e
λt + bm+2.e

λt

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ(m+sj)(t) = bm+1.t

sj−1. 1
(sj−1)! .e

λt + . . .+ bm+sj .e
λt

für reelles λ; bzw. den Real- un den Imaginärteil davon für komplexes λ. Diese Lösungen
sowie alle ihre Linearkombinationen nennen wir die ZU λ GEHÖRIGEN LÖSUNGEN des
Systems. Damit folgt:

Für Reλ < 0 gilt für alle zu λ gehörigen Lösungen ϕ : limt→+∞ ϕ(t) = 0.
Für Reλ > 0 sind alle zugehörigen Lösungen für t→∞ unbeschränkt.
In beiden Fällen ist ϕ für Imλ = 0 im Wesentlichen exponentiell und (zumindest ab
einem gewissen t) monoton, während ϕ für Imλ 6= 0 eine Überlagerung von Cosinus-
und Sinusschwingungen mit im Wesentlichen exponentiell fallender oder wachsender
Amplitude ist.
Für die Eigenwerte mit Reλ = 0 muß man unterscheiden zwischen den zur ersten
Spalte eines zu λ gehörigen Blocks gehörigen Lösungen, die entweder konstant sind
(λ = 0) oder periodische Schwingungen mit Periode 2π

|Imλ| , und den übrigen, die
für t → ∞ unbeschränkt werden (polynomial für λ = 0, in Schwingungsform mit
polynomial wachsender Amplitude für Imλ 6= 0).

DAS VERHALTEN DER LÖSUNGEN VON ANFANGSWERTPROBLEMEN:
Die Lösung des Anfangswertproblems ẋ = A.x; x = c ist gegeben durch
ϕ(t) = T.etJ .T−1.c = T.etJ .d.
Berücksichtigt man, daß gilt: c = ϕ(0) = T.d =

∑k
j=1 djbj (wobei bj die Spalten von T

sind) und daß die zu einem Eigenwert λ gehörigen Spalten bj genau eine Basis von
ker(A− λE)v bilden (v die Vielfachheit des Eigenwertes λ), so erhält man:
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Zur Lösung des Anfangswertproblems ẋ = A.x;x(0) = c tragen genau jene Spalten
von T.etJ und damit auch von etJ etwas bei, für die die entsprechende Komponente
dj in der Darstellung von c bezüglich der Basis b1, . . . ,bk nicht 0 ist. Es treten also
in ϕ nur für jene λj zugehörige Lösungen auf, für die in der Darstellung von c als
Summe von Elementen aus ker(A− λjE)vj der entsprechende Beitrag nicht 0 ist.
Speziell gilt: limt→∞ ϕ(t) = 0 genau dann, wenn c Summe von Vektoren aus Un-
terräumen ker(A−λjE)vj mit Reλj < 0 ist. Ist c Summe von Vektoren aus solchen
Unterräumen mit Reλj = 0 und k − rj = vj , so ist ϕ konstant (Imλj = 0) oder
periodisch (Imλj 6= 0).
Diese Aussagen gelten auch für Anfangswertprobleme mit x(t0) = c, da für diese in
den obigen Lösungen nur t durch t− t0 zu ersetzen ist.

Im Fall von Differentialgleichungen höherer Ordnung kann man zusätzlich ausnützen, daß zu
jedem Eigenwert der zugehörigen Matrix genau ein Block in der Jordan-Normalform gehört.

Alle bisherigen Aussagen gelten auch für Differentialgleichunge höherer Ordnung.
Zusätzlich kann man für solche sagen, daß genau dann alle zu einem Eigenwert λ
gehörigen Lösungen konstant oder periodisch sind, wenn λ einfacher Eigenwert mit
Realteil 0 ist.

Beispiele:

1. Für das System

ẋ = x+ y

ẏ = y + w

ż = x− z + w

ẇ = 2x− y − 5z + 3w

lautet die in 3.3 gefundene (zum Eigenwert 1 + i gehörige) 1.Spalte der Transformati-
onsmatrix T :

b1 = (1, i, 0,−1).

Für den Anfangswert x(0) = (2, 0, 0,−2) gilt also:

x(0) = b1 + b1 = 2Reb1.

Die Lösung des Anfangswertproblems lautet daher:

ϕ(t) = b1.e
(1+i)t + b1.e

(1−i)t = 2.Re(b1.e
(1+i)t) =

= 2(et cos t,−et sin t, 0,−et cos t).
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2. Für

ẋ = −3x− 6y + 4z + et

ẏ = −x− y + z + 3et

ż = −4x− 7y + 5z

erhielten wir in 3.3:

etJ =

 1 t 0
0 1 0
0 0 et

 , T =

 −2 2 1
−1 0 0
−3 1 1

 .
Damit folgt:

Zu allen Anfangswerten c = c(1, 0, 1) erhält man eine et-Lösung (bzw. e(t−t0)-Lösung)
des homogenen Systems.

Ist c Linearkombination der ersten beiden Spalten von T , d.h. c ∈ Ker(A − 0.E)2 =
kerA2 (d.h. −c1− 4c2 +2c3 = 0), so tritt in der Lösung keine Exponentialfunktion auf;
die Lösung ist von Polynomgestalt (Grad ≤ 1).

Eine konstante Lösung tritt genau für c = c(2, 1, 3) auf.

Im allgemeinen kann man nicht erwarten, die Eigenwerte der Systemmatrix alle berechnen zu
können. Für die qualitative Analyse genügt es aber, ihre Lage in der komplexen Zahlenebene
zu kennen.

DIE BESTIMMUNG DER LAGE DER REELLEN NULLSTELLEN EINES POLYNOMS:
Für jedes Polynom p(t) hat die rationale Funktion ṗ(t)

p(t) nur einfache Nullstellen im Nenner
(nach Kürzung). An jeder solchen Nullstelle springt diese Funktion von −∞ auf +∞ oder
umgekehrt; aus den jeweiligen Vorzeichen von ṗ erkennt man, daß alle Sprünge in der gleichen
Richtung erfolgen.
Für jede rationale Funktion p(t)

q(t) heißt die Differenz der Anzahlen der Sprünge von −∞ auf
+∞ in (a, b) und jener der Sprünge von +∞ auf −∞ der CAUCHY-INDEX (Cauchy index)
von p

q auf (a, b);
Bezeichnung: Iba(

p
q ).

Zur Bestimmung des Cauchy-Index eignen sich spezielle endliche Folgen von Polynomen:
Eine endliche Folge f1, . . . , fm von Polynomen heißt eine STURM-KETTE (Sturm sequence)
auf (a, b), wenn Folgendes gilt:

1. fm hat in (a, b) keine Nullstelle;

2. Ist t ∈ (a, b) Nullstelle von fj (1 < j < m), so haben fj−1(t) und fj+1(t) verschiedenes
Vorzeichen: fj−1(t).fj+1(t) < 0.

Aus den in dieser Definition verwendeten Eigenschaften der Funktionen f1, . . . , fm erhält
man:
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Ist f1, . . . , fm eine Sturm-Kette auf (a, b) so ist der Cauchy-Index der rationalen
Funktion f2

f1
zu berechnen aus

Iba

(
f2

f1

)
= V (a)− V (b),

wobei V (t) die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Wertefolge f1(t), . . . , fm(t) ist
(für t = ±∞ ist der entsprechende Grenzwert zu nehmen).

DIE KONSTRUKTION VON STURM-KETTEN:
Man erhält zu gegebenen Polynomen f1, f2 mit [f2] < |f1] eine zugehörige Sturm-Kette mit
Hilfe des euklidischen Algorithmus’:

Setzt man für gegebene Polynome f1, f2 mit [f2] < [f1]
fj(t) = qj(t).fj+1(t)− fj+2(t) j = 1, 2, . . . ,
so erhält man nach endlich vielen Schritten den Rest 0, d.h. es ist fm−1(t) =
qm−1(t).fm(t). Die erhaltenen Polynome f1, . . . , fm bilden eine Sturm-Kette auf
(a, b), falls fm in (a, b) keine Nullstelle hat.
Hat fm Nullstellen in (a, b), so dividiert man alle fj durch fm (beachte: fm ist der
ggT dieser Polynome!) und erhält so eine Sturm-Kette.
In der Praxis ist zur Ermittlung des Cauchy-Index von f2

f1
diese Division meist

unnötig, da sich V (a) und V (b) bei Multiplikation aller Funktionen einer Sturm-
Kette mit demselben Polynom nicht ändern (soferne weder a noch b Nullstelle dieses
Polynom ist).
Ist a Nullstelle eines durch den euklidischen Algorithmus gewonnenen fj (1 < j <
m), so gilt laut Konstruktion fj−1(a).fj+1(a) < 0, sodaß in fj−1(a + ε), fj(a +
ε), fj+1(a + ε) für hinreichend kleines ε genau ein Vorzeichenwechsel stattfindet.
Man kann also eventuelle Nuller in der Folge f2(a), . . . , fm−1(a) “überspringen”.
Ebenso für b.

Zur Ermittlung der Anzahl der verschiedenen Nullstellen von p(t) in (a, b) geht man daher
folgendermaßen vor:

1. Konstruktion einer Sturm-Kette auf (a, b) zu f1 = p, f2 = ṗ mit Hilfe des
euklidischen Algorithmus’;

2. Berechnung von Iba
(
ṗ
p

)
= V (a)− V (b); da jede Nullstelle von p nach Kürzung

von ṗ
p im neuen Nenner genau einmal vorkommt, ist die erhaltene Zahl genau

die Anzahl der voneinander verschiedenen Nullstellen von p in (a, b).
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Beispiele:

1. p(t) = −t3 + 6t2 − 13t+ 10 = f1(t);

ṗ(t) = −3t2 + 12t− 13 = f2(t);

p(t) = ṗ(t).13(t− 2)− 1
3(2t− 4) ⇒ f3(t) = 1

3(2t− 4);

ṗ(t) = f3(t).9(− t
2 + 1)− 1 ⇒ f4(t) = 1

Anzahl der negativen Nullstellen von p:

Vorzeichenfolge der fj an −∞ : +,−,−,+ V (−∞) = 2

fj an 0 : +,−,−,+ V (0) = 2

p hat also keine negative Nullstelle.

Anzahl der positiven Nullstellen:

Vorzeichenfolge der fj an +∞ : −,−,+,+ V (+∞) = 1

Daher gibt es eine positive (und zwei konjugiert komplexe) Nullstellen.

(p(t) = (t2 + 4t+ 5)(2− t); Nullstellen: 2, 2 + i, 2− i).

Oft ist es zweckmäßig, konstante Faktoren der auftretenden Polynome bereits
während des Verfahrens wegzustreichen; das ist möglich, da gilt:
p = q.s+ r ⇒ p = (a.q). 1as+ r.

2. p(t) = t4 + 2t3 + 3t2 + 4t+ 2 = f1(t)

ṗ(t) = 4t3 + 6t2 + 6t+ 4 ∼ t3 + 3
2 t

2 + 3
2 t+ 1 = f2(t)

p(t) = f2(t).(t+ 1
2) + 3

4 t
2 + 9

4 t+ 3
2 ⇒ f3(t) = −(t2 + 3t+ 2)

f2(t) = f3(t).(−1).(t− 3
2) + 4t+ 4 ⇒ f4(t) = −(t+ 1)

f3(t) = f4(t).(−1).(t+ 2).

Damit ist t+ 1 der ggT von p und ṗ und −1 zweifache Nullstelle von p.
Zur Ermittlung der Anzahl aller reellen Nullstellen berechnet man V (−∞) und V (+∞) :
Vorzeichenfolgen: +,−,−,+ bzw. +,+,−,−
Daher ist der Cauchy-Index gleich 1 und −1 ist die einzige reelle Nullstelle.
Hätte man z.B. die Anzahl der Nullstellen zwischen −2 und 0 gesucht, wäre man auf die
Wertefolgen 6,−4, 0, 1 und 2, 1,−2,−1 gestoßen. −2 ist also Nullstelle von f3; f2(−2) und
f4(−2) haben verschiedene Vorzeichen und es erfolgt genau ein Vorzeichenwechsel zwischen
f2(−2 + ε) und f4(−2 + ε), d.h. man kann wie folgt zählen
an −2 : +,−, 0,+ : V (−2) = 2
an 0 : +,+,−,− : V (0) = 1,
somit liegt zwischen −2 und 0 genau eine Nullstelle von p.
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DIE ANZAHL DER REIN IMAGINÄREN NULLSTELLEN EINES POLYNOMS:
Ist ib Nullstelle des Polynoms p(t), so erhält man durch Trennung von Real- und Imaginärteil
von p(ib) :
p0 − p2b

2 + p4b
4 − . . . = u(b) = 0 (Realteil)

p1b− p3b
3 + p5b

5 − . . . = v(b) = 0 (Imaginärteil)
Dabei ist für geraden Grad von p der Grad von u größer als jener von v, während für ungeraden
Grad von p die umgekehrte Relation gilt.

Die Anzahl der verschiedenen rein imaginären Nullstellen eines Polynoms p(t) ist
gleich der Anzahl der verschiedenen reellen Nullstellen des ggT der Polynome u(t)
und v(t).
Dieser ggT kann durch den euklidischen Algorithmus ermittelt werden. Sodann wen-
det man auf den ggT das Verfahren der Sturm-Ketten an (soferne nötig).

DIE ANZAHL DER NULLSTELLEN MIT POSITIVEM (NEGATIVEM) REALTEIL:

Durch Berechnung auf zwei verschiedene Arten erhält man für die Änderung des Arguments
von p(z) wenn z ∈ C den Rand der rechten Halbkreisfläche mit Radius r um den Ursprung
durchläuft:

2kπ = lim
r→∞

∆arg p(z) = nπ −∆+∞
−∞arg p(it),

wobei k die Anzahl der Nullstellen von p(t) mit positivem Realteil (entsprechend ihrer Viel-
fachheit gezählt) ist und n der Grad von p; es ist dabei vorausgesetzt, daß p(t) keine Nullstellen
auf der imaginären Achse hat. Die Berechnung von ∆+∞

−∞arg p(it) führt auf den Cauchy-Index
von u

v bzw. − v
u auf (−∞,+∞). Hat p(t) Nullstellen auf der imaginären Achse, so spaltet man

zunächst den entsprechenden Faktor ab und wendet die Methode auf den Rest an.

Die Anzahl k der Nullstellen von p(t) mit positivem Realteil (bei Zählung entspre-
chend der Vielfachheiten) erhält man aus

n− s− 2k =

{
I+∞
−∞ (uv ) für n ungerade,

− I+∞
−∞ ( vu) für n gerade

wobei n der Grad von p ist und u und v die Polynome
u(t) = p0 − p2t

2 + p4t
4 − . . . = Rep(it)

v(t) = p1t− p3t
3 + p5t

5 − . . . = Imp(it)
sind;
s ist die Anzahl der Nullstellen von p auf der imaginären Achse (entsprechend ihrer
Vielfachheit gezählt).
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Beispiele:

1. p(t) = −t3 + 6t2 − 13t+ 10

u(t) = 10− 6t2 = 2(
√

5−
√

3t)(
√

5 +
√

3t)

v(t) = −13t+ t3 = −t(13− t2), ggT = 1

Es gibt also keine Nullstellen auf der imaginären Achse. Anzahl der Nullstellen mit
positivem Realteil:

3− 2k = I+∞
−∞

(
6t2−10
−t3+13t

)
= −3 ⇒ k = 3,

d.h. alle Nullstellen von p haben positiven Realteil.

(Sie sind genau die Werte 2, 2 + i, 2− i).

2. p(t) = t5 − 2t4 + 4t3 + 6t2 + 3t+ 8

u(t) = 8− 6t2 − 2t4 ∼ 4− 3t2 − t4 Nullstellen: t2 = −4,+1

v(t) = 3t− 4t3 + t5 = t(3− 4t2 + t4).

Da t2 = +1 gemeinsame Nullstelle ist, nicht aber t2 = −4, ist der ggT von u und v das
Polynom t2 − 1. p(t) hat daher auf der imaginären Achse die Nullstellen −i,+i und es
ist s = 2. Division von p(t) durch t2 + 1 bzw. von u(t) und v(t) durch (it)2 + 1 = 1− t2
liefert die neuen Polynome

p∗(t) = t3 − 2t2 + 3t+ 8

u∗(t) = 8 + 2t2 ∼ 4 + t2 > 0 auf R

v∗(t) = 3t− t3 = t(3− t2) Nullstellen: −
√

3, 0,+
√

3.

Damit erhält man (ohne Sturm-Kette): I+∞
−∞

(
u∗

v∗

)
= −1.

Also: n− s− 2k = n∗ − 2k = 3− 2k = −1 ⇒ k = 2.

p(t) hat also 2 Nullstellen mit positivem Realteil, eine mit negativem und 2 mit Realteil
0. Da komplexe Nullstellen nur paarweise auftreten, ist die negative Nullstelle reell.

Zur Untersuchung der Nullstellen mit positivem Realteil kann man für p∗ die Methode
der Sturm-Ketten heranziehen:

f1(t) = p∗(t) = t3 − 2t2 + 3t+ 8

f2(t) = t2 − 4
3 t+ 1 ∼ ṗ∗(t)

f1(t) = f2(t).(t− 2
3)−

(
2
3 t−

26
3

)
⇒ f3(t) = t− 13

f2(t) = f3(t).(t+ 9) + 110 ⇒ f4(t) = −110

Daher: Anzahl der verschiedenen reellen Nullstellen von p in (0,+∞) :

V (0)− V (+∞) = 1− 1 = 0.

Die Nullstellen mit positivem Realteil sind also genau ein Paar konjugiert komplexer
Zahlen.
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Die Differentialgleichung

x(5) − 2x(4) + 4x(3) + 6ẍ+ 3ẋ+ 8x = 0

hat also periodische Lösungen (zu den Eigenwerten +i und −i), für t→∞ exponentiell
gegen 0 strebende Lösungen (zum negativen reellen Eigenwert) und für t → ∞ sich
exponentiell gegen ∞ aufschaukelnde Schwingungslösungen (zu den Eigenwerten mit
positivem Realteil).

Analoge Aussagen gelten für jedes System mit charakteristischem Polynom

λ5 − 2λ4 + 4λ3 + 6λ2 + 3λ+ 8 = p(λ) = det(A− λE).

3. p(t) = t4 + 6t3 − t2 − 12t− 2

u(t) = −2 + t2 + t4 Nullstellen: t2 = −2, 1

v(t) = −12t− 6t3 = −6t(2 + t2) Nullstellen: t = 0, t2 = −2.

(u)t, v(t) haben daher den gemeinsamen Faktor t2 + 2.

Da dieser keine reellen Nullstellen hat, gibt es keine Nullstelle von p auf der imaginären
Achse (der gemeinsamen Faktor liefert die einander entgegengesetzten reellen Nullstel-
len ±

√
2).

Division von p(t) durch t2 − 2 bzw. von u(t), v(t) durch t2 + 2 liefert

p∗(t) = t2 + 6t+ 1, u∗(t) = 1− t2, v∗(t) = 6t.

Hier ist direkt feststellbar, daß die restlichen Wurzeln negative reelle Zahlen sind:

t = −3 +
√

8, −3−
√

8.

Es gibt genau eine positive reelle Nullstelle (
√

2) und 3 negative reelle Nullstellen (−3±√
8 und −

√
2).

Unter Berücksichtigung der Vorzeichenregel für den Cauchy-Index kann man beide Fälle
(gerader bzw. ungerader Grad von p) zusammenfassen und erhält:

Für jedes Polynom p gilt (mit den bereits bisher verwendeten Bedeutungen von n, s
und k):

n− s− 2k = I+∞
−∞

(
pn−1t

n−1 − pn−3t
n−3 + pn−5t

n−5 − . . .

pntn − pn−2tn−2 + pn−4tn−4 − . . .

)
.

Die hier benötigten Werte V (−∞), V (+∞) für eine passende Sturm-Kette hängen nur von
den Vorzeichen der Terme höchsten Grades der auftretenden Polynome ab. Sinkt der Grad
bei Übergang von fj zu fj+1 um eine gerade Zahl, so ist der Beitrag dieses Übergangs in
V (−∞)− V (+∞) gleich 0.
Bei ungerader Graddifferenz steigt V (−∞) um 1 falls die Anfangskoeffizienten von fj und
fj+1 dasselbe Vorzeichen haben; haben sie verschiedene Vorzeichen, so steigt V (+∞) um 1.
Daher:
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Für jedes Polynom p(t) erhält man n − s − 2k aus einer beliebigen Sturm-Kette
f1, . . . , fm mit

f1(t) = pnt
n − pn−2t

n−2 + pn−4t
n−4 − . . .

f2(t) = pn−1t
n−1 − pn−3t

n−3 + pn−5t
n−5 − . . .

durch: n− s− 2k = A−B.
wobei A und B die Anzahlen der ungeraden Gradsprünge in der Sturm-Kette sind,
und zwar A jener mit Beibehaltung des Vorzeichens der Anfangskoeffizienten und B
jener mit Änderung dieses Vorzeichens.

Besonders interessant ist der Fall, in dem jeder Gradsprung um den Wert 1 erfolgt und
fm = fn+1 6= 0 ist. In diesem Fall ist A + B = n und daher s + 2k = 2B. Außerdem kann
man in diesem Fall die Anfangskoeffizienten der fj aus den Hauptminoren einer aus den
Koeffizienten von p gebildeten Matrix berechnen.
Ist P (t) ein Polynom vom Grad n mit reellen Koeffizienten, so nennt man die n× n-Matrix

H(p) =



pn−1 pn−3 pn−5 . . . . . . . . . 0 0 . . . 0

pn pn−2 pn−4 . . . . . . . . .
...

...
0 pn−1 pn−3 . . . . . . . . . . . . 0 . . . 0

0 pn pn−2
. . . . . .

...

0 0 pn−1
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . .
...

...
. . . . . .

...
0 0 0 . . . . . . . . . p4 p2 p0


die HURWITZ-MATRIX (Hurwitz matrix) des Polynoms p(t).
Für die durch den euklidischen Algorithmus gebildete Sturm-Kette mit
f1(t) = pnt

n − pn−2t
n−2 + pn−4t

n−4 − . . .
f2(t) = pn−1t

n−1 − pn−3t
n−3 + pn−5t

n−5 − . . .

erhält man die Anfangskoeffizienten aj der fj aus:

a1 = pn , a2 = pn−1 = M1 , aj = Mj−1

Mj−2
(j > 2);

In diesen Formeln sind die Mj die Hauptminoren der Hurwitz-Matrix von p(t). Die Formel
gilt solange kein im Nenner stehender Hauptminor gleich 0 ist. Mj−1 = 0 bedeutet einen
Gradsprung um mehr als 1; im Fall Mj−1 = 0 für alle j > m bedeutet das die Existenz eines
gemeinsamen nichtkonstanten Faktors von f1 und f2. In den übrigen Fällen verwendet man,
daß die Hauptminoren stetige Funktionen der Koeffizienten sind.

94



SATZ VON ROUTH UND HURWITZ:

1. Sind alle Hauptminoren der Hurwitz-Matrix des Polynoms p(t) von 0 ver-
schieden, so hat p(t) keine Nullstellen auf der imaginären Achse; die An-
zahl k der Nullstellen mit positivem Realteil (entsprechend ihrer Vielfachheit
gezählt) ist in diesem Fall gleich der Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge
pn, pn−1 = M1,

M2
M1
, . . . , Mn

Mn−1
, wobei die Mj die Hauptminoren der Hurwitz-

Matrix sind. Speziell folgt, daß alle Nullstellen negativen Realteil haben, falls
pn,M1,

M2
M1
, . . . , Mn

Mn−1
alle dasselbe Vorzeichen haben.

2. Sind M1, . . . ,Mm 6= 0, jedoch Mm+1, . . . ,Mn = 0, so gehören zu der (falls 0
nicht Nullstelle von p ist, stets geraden) Zahl n−m alle (jeweils in konjugier-
ten Paaren auftretenden) Nullstellen auf der imaginären Achse und alle Paare
entgegengesetzter Nullstellen. k ist dann gleich der Anzahl der Paare entge-
gengesetzter Nullstellen plus der Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Kette
pn,M1,

M2
M1
, . . . , Mm

Mm−1
.

3. Sind M1, . . . ,Mp = 0, Mp+1 6= 0, . . . ,Mn 6= 0 so ist p stets ungerade. Man er-
setzt dann die in den Zeilen mit ungerader Nummer auftretenden Koeffizienten
pj durch pj + λjε so, daß

(a) alle neuen Hauptminoren M∗
1 , . . . ,M

∗
p ungleich 0 werden und

(b) ε ∈ R+ so klein gewählt ist, daß der neue Koeffizientenvektor in einer
Umgebung von (p0, . . . , pn) liegt, innerhalb derer die restlichen Hauptmi-
noren keine Nullstellen haben, also ihre Vorzeichen beibehalten.

Es ist dann die Anzahl der Vorzeichenwechsel in

pn, p
∗
n−1 = M∗

1 ,
M∗

2

M∗
1

. . . ,
M∗
p

M∗
p−1

,
Mp+1

M∗
p

,
Mp+2

Mp+1
, . . . ,

Mn

Mn−1

zu verwenden.

4. Im Fall Ms 6= 0, Ms+1, . . . ,Ms+p = 0, Ms+p+1 6= 0, . . . ,Mn 6= 0

wird analog zu 3. vorgegangen.

Nötigenfalls können 2.,3. zu 4. kombiniert werden.
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Beispiele:

1. p(t) = −t3 + 6t2 − 13t+ 10

H(p) =

 6 10 0
−1 −13 0

0 6 10

 M1 = 6
M2 = −68
M3 = −680

Vorzeichenfolge in p3,M1,
M2
M1
, M3
M2

: −,+,−,+
Es gibt also 3 Nullstellen mit positivem Realteil.

2. p(t) = t4 + 6t3 − t2 − 12t− 2

H(p) =


6 −12 0 0
1 −1 −2 0
0 6 −12 0
0 1 −1 −2


M1 = 6
M2 = 6
M3 = 0 = M4

Der ggT von u(t), v(t) hat also Grad 2; er ist gleich t2 + 2; daher gibt es ein Paar
entgegengesetzter reeller Nullstellen: −

√
2,+

√
2. Aus den Vorzeichenwechseln in 1, 6, 1

liest man ab: k = 1.

3. p(t) = t5 − 2t4 + 4t3 + 6t2 + 3t+ 8

H(p) =


−2 6 8 0 0

1 4 3 0 0
0 −2 6 8 0
0 1 4 3 0
0 0 −2 6 8


p5 = 1
M1 = −2
M2 = −14
M3 = −112
M4 = 0 = M5

Der ggT ist wieder vom Grad 2; er ist gleich t2 − 1; daher gibt es 2 (zueinander konju-
gierte) Nullstellen auf der imaginären Achse.

Aus der Vorzeichenfolge liest man ab: k = 2.

4. p(t) = t6 + 2t5 − 4t4 − 12t3 + 13t2 + 50t+ 50

H(p) =



2 −12 50 0 0 0
1 −4 13 50 0 0
0 2 −12 50 0 0
0 1 −4 13 50 0
0 0 2 −12 50 0
0 0 1 −4 13 50


M1 = 2
M2 = 4
Mj = 0 j > 2.

Der ggT von u(t) = 50− 13t2 − 4t4 − t6 und v(t) = 50t+ 12t3 + 2t5 hat Grad 4; er ist
gleich t4 + 6t2 + 25; seine Nullstellen: 1 + 2i, 1− 2i,−1 + 2i,−1− 2i.

Da p6,M1,M2 positiv sind, folgt k = 2.
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5. p(t) = t5 − 2t3 + t− 4

H(p) =


0 0 −4 0 0
1 −2 1 0 0
0 0 0 −4 0
0 1 −2 1 0
0 0 0 0 −4


M1 = M2 = M3 = 0
M4 = −16
M5 = 64

Ersetzt man in p(t) den Koeffizienten 0 von t4 durch ε > 0 (unter Beibehaltung der
restlichen Koeffizienten), erhält man p∗(t) = t5 + εt4 − 2t3 + t− 4 und

H(p∗) =


ε 0 −4 0 0
1 −2 1 0 0
0 ε 0 −4 0
0 1 −2 1 0
0 0 ε 0 −4



M∗
1 = ε

M∗
2 = −2ε

M∗
3 = −ε2 − 4ε

und die Vorzeichenfolge in p5,M
∗
1 ,

M∗
2

M∗
1
,
M∗

3
M∗

2
, M4
M∗

3
, M5
M4

lautet: +,+,−,+,+,−,

p(t) hat also 3 Nullstellen mit positivem Realteil und keine rein imaginären Nullstellen.

Die (in der Praxis nicht benötigte) Berechnung von M∗
4 und M∗

5 hätte auf −16−ε2 +8ε
bzw. 64 + 4ε2 − 32ε geführt und damit bestätigt, daß M4 und M∗

4 bzw. M5 und M∗
5

für kleines ε > 0 dasselbe Vorzeichen haben. Unter Verwendung von ε < 0 hätte man
die Vorzeichenfolge +,−,−,+,−,− erhalten, also auch auf 3 Nullstellen mit positivem
Realteil schließen können.

6. p(t) = t6 + t5 + t4 + t3 − 2t2 − 2t+ 4

H(p) =



1 1 −2 0 0 0
1 1 −2 4 0 0
0 1 1 −2 0 0
0 1 1 −2 4 0
0 0 1 1 −2 0
0 0 1 1 −2 4


M1 = 1
M2 = M3 = M4 = 0
M5 = −16
M6 = −64

p∗(t) = t6 + t5 + t4 + (1 + ε)t3 − 2t2 − 2t+ 4 ergibt
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H(p∗) =



1 1 + ε −2 0 0 0
1 1 −2 4 0 0
0 1 1 + ε −2 0 0
0 1 1 −2 4 0
0 0 1 1 + ε −2 0
0 0 1 1 −2 4


M∗

1 = 1 = M1

M∗
2 = −ε

M∗
3 = −ε− ε2

M∗
4 = 2ε2 − 4ε.

Man hat also die Vorzeichenfolge in 1, 1, −ε1 ,
−ε−ε2
−ε , 2ε2−4ε

−ε−ε2 ,
−16

2ε2−4ε
, 4 zu betrachten und

erhält für kleines ε > 0 : +,+,−,+,+,+,+; somit hat p(t) genau 2 Nullstellen mit
positivem Realteil.

4.2 ∗ LINEARE SYSTEME MIT PERIODISCHEN KOEFFIZIENTEN

In der im Folgenden dargelegten FLOQUET-THEORIE werden Systeme ẋ = A(t).x + b(t)
mit stetiger, ω-periodischer Matrix A und ebensolcher Störfunktion b betrachtet.

ABSPALTUNG EINES ω-PERIODISCHEN LÖSUNGSTEILS FÜR HOMOGENE SYSTEME:
Mit jeder Lösungsbasis ϕ(1)(t), . . . , ϕ(k)(t) ist auch das System ϕ(1)(t+ω), . . . , ϕ(k)(t+ω) eine
Lösungsbasis; daher gilt für die entsprechenden Wronski-Matrizen: W (t+ω) = W (t).Cω(W )
für eine reguläre konstante, von ω und der gewählten Lösungsbasis (d.h. von W ) abhängige
Matrix Cω(W ).
Die hier beschriebene Matrix Cω(W ) heißt die CHARAKTERISTISCHE MATRIX (charac-
teristic matrix) der Lösungsbasis ϕ(1), . . . , ϕ(k) zur Periode ω.

Über die Jordan-Normalform von C erhält man, daß jede reguläre Matrix C die Gestalt
C = eS hat.
Die Matrix S mit C = eS heißt der LOGARITHMUS DER MATRIX C.
Aus der Darstellung Cω(W ) = eωRω(W ) gewinnt man:

Die Wronski-Matrix W (t) einer beliebigen Lösungsbasis des homogenen Systems
ẋ = A(t).x mit ω-periodischen Koeffizienten ist darstellbar in der Gestalt W (t) =
Pω(W )(t).etRω(W ), wobei Pω(W )(t) eine von der betrachteten Lösungsbasis abhängi-
ge, ω-periodische (stetig differenzierbare) Matrix ist und ωRω(W ) der Logarithmus
von Cω(W ).

Man beachte, daß bei dieser Darstellung auch etRω(W ) einen ω-periodischen Teil enthal-
ten kann; diese Darstellung bedeutet also im allgemeinen nicht die Zerlegung in einen ω-
periodischen Lösungsteil und einen der nicht ω-periodisch ist!
Ist ϕ(1), . . . , ϕ(k) die Lösungsbasis zu den Anfangswertproblemen mit x(0) = e1, . . . , ek, so
erhält man Cω(W ) = W (ω). Im Speziellen gilt also für Systeme mit konstanten Koeffizienten
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und die Lösungsbasis mit Wronski-MatrixW (t) = etA die Beziehung Cω(W ) = eωA und somit
Rω = A für alle ω ∈ R. Im allgemeinen ist jedoch Cω(W ) nicht direkt aus A(t) berechenbar.
Elementare Matrizenrechnung liefert:

SindW (t) undW = W (t).B die Wronski-Matrizen zweier Lösungsbasen des Systems
ẋ = A(t).x mit ω-periodischen Koeffizienten, so gilt

Cω(W ) = B−1.Cω(W ).B, also auch

Rω(W ) = B−1.Rω(W ).B und

Pω(W )(t) = Pω(W )(t).B.

Das Verhalten der Lösungen für t→∞ hängt, da Pω(W )(t) periodisch ist, im Wesentlichen
nur von den Eigenwerten von Rω(W ) ab; diese sind nicht von der gewählten Lösungsbasis
abhängig und aus jenen von Cω(W ) durch Bildung des komplexen Logarithmus und Division
durch ω zu gewinnen.

Das Verhalten für t→∞ der Lösungen des Systems ẋ = A(t).x mit ω-periodischen
Koeffizienten ist aus den Eigenwerten der charakteristischen Matrix Cω(W ) einer
beliebigen Lösungsbasis abzulesen:
Eigenwerte λj mit |λj | < 1 liefern Lösungen, die für t→∞ gegen 0 konvergieren;
Eigenwerte mit |λj | > 1 liefern Lösungen, die für t→∞ unbeschränkt werden;
|λj | = 1 liefert beschränkte Lösungen (1.Spalte jedes zu λj gehörigen Blocks der
Normalform von Cω(W )) und eventuell unbeschränkte Lösungen (restliche zu λj
gehörige Spalten).
Es gibt genau dann mindestens eine Lösung ϕ mit ϕ(t + ω) = α.ϕ(t), wenn α
Eigenwert von Cω(W ) ist. Eine ω-periodische Lösung existiert also genau dann,
wenn 1 Eigenwert von Cω(W ) ist, eine 2ω-periodische, die nicht ω-periodisch ist,
genau dann, wenn −1 Eigenwert ist. Die Anzahl der linear unabhängigen Lösungen
ϕ mit ϕ(t+ ω) = α.ϕ(t) ist gleich der Dimension des Eigenraumes von Cω(W ) zum
Eigenwert α.
Bei der Berechnung der Eigenwerte von Cω(W ) kann die Formel λ1 . . . λk =
exp (

∫ ω
0 spA(t)dt) nützlich sein.

Damit folgt:
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Für lineare Systeme ẋ = A(t).x+b(t) mit periodischen Koeffizienten (in A(t)−b(t)
kann beliebig, also nicht notwendigerweise periodisch sein) kann für eine beliebige
Periode ω aus den Eigenwerten λ der Matrix Cω(W ) das Stabilitätsverhalten der
Lösungen abgelesen werden. Die Lösungen sind:

1. asymptotisch stabil für t→∞, falls für alle Eigenwerte gilt: |λj | < 1;

2. stabil für t→∞, falls für alle Eigenwerte gilt: |λj | ≤ 1 und die zu den λj mit
|λj | = 1 gehörigen Blöcke der Normalform von Cω(W ) Hauptdiagonalform
haben

3. instabil für t→∞ sonst.

DIE EXISTENZ ω-PERIODISCHER LÖSUNGEN VON INHOMOGENEN SYSTEMEN:
Aus den allgemeinen Formeln für Variation der Konstanten erhält man:

Eine Lösung ϕ des Systems ẋ = A(t).x+b(t) mit ω-periodischen A und b ist genau
dann ω-periodisch, wenn gilt: ϕ(0) = ϕ(ω).
Die ω-periodischen Lösungen des Systems entsprechen in bijektiver Weise den Lösun-
gen des inhomogenen Gleichungssystems
(E − Cω(W )).y = Cω(W )

∫ ω
0 W−1(t).b(t), dt, wobei W die Wronski-Matrix einer

beliebigen Lösungsbasis des zugehörigen homogenen Systems ist und Cω(W ) die zu-
gehörige charakteristische Matrix. Speziell folgt: ist 1 nicht Eigenwert von Cω(W )
(d.h. hat das homogene System keine ω-periodischen Lösungen), so hat das inhomo-
gene Systeme genau eine ω-periodische Lösung.
Hat das inhomogne System keine ω-periodische Lösung, so ist jede seiner Lösungen
für t→∞ unbeschränkt.

Beispiele:

1. ẋ = cos2 t.x+ (sin t. cos t− 1).y

ẏ = (1 + sin t. cos t).x+ sin2 t.y

Die primitive Periode der Koeffizienten ist π. Wählt man ω = π, so erhält man, da eine
Lösung durch x = sin t, y = − cos t gegeben ist, daß die Matrix Cω(W ) den Eigenwert
−1 haben muß.

spA(t) = cos2 t+ sin2 t = 1 ⇒ λ1λ2 = eπ, λ2 = −eπ.
Daher gibt es eine Lösung ϕ mit ϕ(t + π) = −eπ.ϕ(t); ϕ und die zuerst gefundene
Lösung sind linear unabhängig.

Wählt man für dasselbe Beispiel ω = 2π, so muß die zugehörige Matrix 1 als Eigenwert
haben. Damit erhält man die Existenz einer Lösung ψ, für die gilt: ψ(t+2π) = e2π.ψ(t).
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Aufgrund dieser Ergebnisse erscheint ein Ansatz x = et. sin t oder et. cos t und ein
ebensolcher für y sinnvoll. Einsetzen liefert als Lösung x = et. cos t, y = et. sin t. Bringt
man beide Lösungen in die Reihenfolge, die den Anfangswerten (1, 0), (0, 1) an der Stelle
0 entspricht, so erhält man die Matrizen

W (t) =

(
et. cos t − sin t
et. sin t cos t

)
Cπ(W ) = W (π) =

(
−eπ 0

0 −1

)

Rπ(W ) =
1
π

(
log(−eπ) 0

0 log(−1)

)
=

(
1 + i 0

0 i

)

Rπ(W )(t) = W (t).e−tRπ(W ) =

(
et. cos t − sin t
et. sin t cos t

)
.

(
e−(1+i)t 0

0 e−it

)
=

=

(
e−it. cos t −e−it. sin t
e−it − sin t e−it. cos t

)

Analog berechnet man

C2π(W ) =

(
e2π 0
0 1

)
R2π(W ) =

(
1 0
0 0

)

P2π(W )(t) =

(
cos t − sin t
sin t cos t

)
.

2. Beim Studium des zugehörigen inhomogenen Systems mit b(t) = (sin 2t, 0) erhält man
bei Verwendung der primitiven Periode π, da 1 nicht Eigenwert von Cπ(W ) ist, die
Existenz von genau einer π-periodischen Lösung.

Verwendet man die Periode 2π, so kann zunächst (da 1 Eigenwert von C2π(W ) ist) keine
Aussage über die Existenz von 2π-periodischen Lösungen gemacht werden. Da aber jede
π-periodische Lösung auch 2π-periodisch ist, gibt es mindestens eine 2π-periodische
Lösung. Damit ist der Rang von E −C2π(W ) gleich dem Rang der erweiterten Matrix
im Gleichungssystem

(E − C2π(W )).y = C2π(W )
∫ 2π

0
W−1(t)b(t)dt;

beide sind gleich 1 und man erhält alle 2π-periodischen Lösungen, indem man zu einer
speziellen ein Vielfaches der 2π-periodischen Lösung des homogenen Systems addiert.
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3. Für die Störfunktion b(t) = (sin t, 0) ist die primitive Periode 2π; da 1 Eigenwert von
C2π(W ) ist, muß der Rang von E−C2π(W ) und der der erweiterten Matrix untersucht
werden. E − C2π(W ) hat Rang 1.

Wegen E − C2π(W ) =

(
1− e2π 0

0 0

)
ist der Rang der erweiterten Matrix nur dann

größer als 1, wenn die 2.Komponente der rechten Seite des Gleichungssystems ungleich
0 ist.

Rechte Seite:(
e2π 0
0 1

)
.

∫ 2π

0

(
e−t. cos t e−t. sin t
− sin t cos t

)
.

(
sin t
0

)
.dt

2.Komponente davon:
∫ 2π
0 (− sin2 t)dt = −π

Daher hat die erweiterte Matrix Rang 2 und es gibt keine 2π-periodischen Lösungen;
alle Lösungen sind für t→∞ unbeschränkt.

Aus Beispiel 1 ist abzulesen, daß die Eigenwerte der Matrix A(t) selbst wenn sie
konstant sind, im allgemeinen nicht dieselben Rückschlüsse auf das Verhalten der
Lösungen für t→∞ gestatten wie bei konstanter Matrix A.

2

4.3 DIE PHASENPORTRAITS AUTONOMER SYSTEME

Da für autonome Systeme mit jeder Intervall-Lösung (ϕ, I) auch (ϕc, I − c) : ϕc(t) = ϕ(t+ c)
Intervall-Lösung ist, erhält man für solche Systeme:

Ist im Gebiet X die Eindeutigkeit der Lösung jedes Anfangswertproblems g(x, ẋ) =
0, x(t0) = c gesichert, so folgt:

1. jeder Punkt von X liegt auf genau einer Trajektorie; speziell ist jeder singuläre
Punkt des Richtungsfeldes selbst Trajektorie (einer konstanten Lösung);

2. es gibt nur Trajektorien, die sich selbst nicht überschneiden;

3. die geschlossenen Trajektorien entsprechen genau den periodischen Lösungen.
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∞-GRENZMENGEN:
Unter der ∞-GRENZMENGE (∞-limit set, set of ∞-limit points) einer Funktion ϕ :
[a,∞) → Rk versteht man die Menge aller Punkte x des Rk zu denen eine Folge {tn}
existiert mit limn→∞ tn = ∞ und limn→∞ ϕ(tn) = x; analog definiert man den Begriff der
(−∞)-GRENZMENGE; Bezeichnung: G∞(ϕ), G−∞(ϕ).
Unter Verwendung der stetigen Abhängigkeit der Lösungen vom Anfangswert und der ent-
sprechenden gleichmäßigen Konvergenzaussage auf kompakten Intervallen erhält man:

1. ∞-Grenzmengen sind stets abgeschlossen.

2. Ist ϕ stetig und G∞(ϕ) beschränkt, so ist G∞(ϕ) zusammenhängend.

3. Liegt der Anfangswert c in der ∞-Grenzmenge einer Lösung ϕ : (a,∞) → Rk

des Systems ẋ = f(x) mit lokaler Lipschitzbedingung für f , so ist die gesamte
Trajektorie des Anfangswertproblems

ẋ = f(x), x(t0) = c in G∞(ϕ) enthalten.

4. Erfüllt f auf X eine lokale Lipschitzbedingung und ist ϕ eine Lösung des
Systems ẋ = f(x), für die G∞(ϕ) in einem beschränkten Teil von X liegt, so
ist G∞(ϕ) Vereinigung von Trajektorien von bis +∞ definierten Lösungen des
Systems. Im Speziellen folgt: existiert limt→∞ ϕ(t) inX, so ist dieser Grenzwert
ein stationärer Punkt des Systems.

Analoge Aussagen gelten für −∞.

Für autonome Systeme in der Ebene kann aufgrund der geometrischen Eigenschaften der
Trajektorien als ebene Kurven wesentlich mehr ausgesagt werden:

DAS NEGATIVE KRITERIUM VON BENDIXSON:
Mit Hilfe des Gaußschen Integralsatzes in der Ebene erhält man:

Ist G ein einfach zusammenhängendes Gebiet in dem p und q stetig differenzierbar
sind und ∂p

∂x + ∂q
∂y das Vorzeichen nicht wechselt und nicht identisch 0 ist, so gibt es

keine ganz in G liegende geschlossene Trajektorie des Systems

{
ẋ = p(x, y)
ẏ = q(x, y)

Analog erhält man das allgemeinere
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KRITERIUM VON DULAC:

Ist G ein einfach zusammenhängendes Gebiet in dem p und q stetig differenzierbar
sind und ist M eine dort stetig differenzierbare Funktion mit Werten in R und so
daß ∂(Mp)

∂x + ∂(Mq)
∂y das Vorzeichen nicht wechselt und nicht identisch 0 ist, so gibt

es keine in G liegende geschlossene Trajektorie des Systems

{
ẋ = p(x, y)
ẏ = q(x, y)

.

Da die geschlossenen Trajektorien genau den periodischen Lösungen entsprechen, kann man
mit den obigen Kriterien die Existenz periodischer Lösungen untersuchen.

Beispiele:

1. ẋ = x3 + y

ẏ = x+ y + y3

∂p
∂x + ∂q

∂y = 3x2 + 1 + 3y2 > 0 auf ganz R2;

daher gibt es überhaupt keine periodische Lösung.

2. ẋ = y + 2xy

ẏ = x+ x2 − y2

∂p
∂x + ∂q

∂y = 2y − 2y = 0 d.h. daß das Kriterium von Bendixson keine Aussage liefert.

∂(Mp)
∂x + ∂(Mq)

∂y = M( ∂p∂x + ∂q
∂y ) + ∂M

∂x .p+ ∂M
∂y .q = ∂M

∂x .p+ ∂M
∂y .q.

Eine Möglichkeit, einen für das Kriterium von Dulac passenden Multiplikator zu finden,
ist der Ansatz ∂M

∂x = p, ∂M∂y = q; es gibt dazu genau dann eine Lösung, wenn die
Differentialgleichung p.dx+ q.dy = 0 exakt ist.

Hier liefert der Ansatz: M(x, y) = xy + x2y − y3

3 .

Es ist dann ∂(Mp)
∂x + ∂(Mq)

∂y = p2 + q2 ≥ 0 auf R2;

daher gibt es keine periodischen Lösungen.

In den meisten Fällen kann ein Multiplikator nur durch Probieren ermittelt werden.

3.
ẋ = y
ẏ = −x− y + x2 + y2

∂p
∂x + ∂q

∂y = 0− 1 + 2y;

falls es geschlossene Trajektorien gibt, müssen diese also die Gerade y = 1
2 schneiden.

Untersuchung mit dem Kriterium von Dulac:

Ansatz: M = M(x)
∂(Mp)
∂x + ∂(Mq)

∂y = M(x).(−1 + 2y) +M ′(x).y = y(2M(x) +M ′(x))−M(x).
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Für 2M(x) + M ′(x) 6= 0 erhält man eine Nullstelle für y = M(x)
2M(x)+M ′(x) und damit

Bereiche, in denen ∂(Mp)
∂x + ∂(Mq)

∂y positiv ist und solche, wo dieser Ausdruck negativ ist.

Für 2M(x) +M ′(x) = 0 folgt M(x) = e−2x und damit ∂(Mp)
∂x + ∂(Mq)

∂y < 0 auf ganz R2;
es gibt überhaupt keine periodische Lösung.

GESCHLOSSENE TRAJEKTORIEN UND SINGULÄRE PUNKTE:
Unter der DREHUNG EINES VEKTORFELDES (p, q) längs einer Kurve K in der Ebene
versteht man die Variation des Polarwinkels des Feldvektors bei Durchlaufung der Kurve.
Bezeichnung: ∆K(p, q).
Ist (ϕ, [a, b]) eine Durchlaufung der Kurve, so gilt offenbar
∆K(p, q) = ∆b

a(arctan q(ϕ(t))
p(ϕ(t))) = ∆b

a(arccot
p(ϕ(t))
q(ϕ(t)) ).

Für geschlossene Kurven K gilt natürlich ∆K(p, q) = 2kπ für eine ganze Zahl k.
Mittels Approximation durch umschriebene Polygonzüge erhält man:

Für jede einfache glatte Durchlaufung ϕ einer geschlossenen einfachen glatten Kurve
K in der Ebene gilt: |∆K(ϕ̇)| = 2π.

Ist (p, q) im von K bgrenzten Bereich stetig und ohne singuläre Stellen, so ist der Polarwinkel
des Feldes stetig von (x, y) abhängig. Durch Zerlegung des Bereichs in hinreichend kleine Teile
und Aufsummieren der Variation des Polarwinkels über deren Rand erhält man daraus:

Ist K eine geschlossene Trajektorie des autonomen Systems

{
ẋ = p(x, y)
ẏ = q(x, y)

mit auf

X stetigem Richtungsfeld (p.q), so enthält der von K bgrenzte Bereich mindestens
einen Punkt der entweder nicht zu X gehört oder der ein singulärer Punkt des
Richtungsfeldes ist.

Beispiel:
ẋ = y + a
ẏ = x2 + y2

Für a = 0 ist der Ursprung die einzige singuläre Stelle; daher muß jede geschlossene Trajek-
torie (wenn es welche gibt) den Ursprung umrunden.
Für a 6= 0 gibt es keine singulären Punkte des Richtungsfeldes und daher auch keine geschlos-
senen Trajektorien.

TRANSVERSALEN:
Unter einer TRANSVERSALEN (transversal) eines Vektorfeldes v versteht man ein “offenes”
Geradenstück (d.h. ein Geradenstück ohne seine Endpunkte) längs dessen Abschlusses der
Richtungsvektor der Geraden und der Feldvektor linear unabhängig sind.
Für ein stetiges ebenes Feld bedeutet das, daß der Feldvektor längs des Abschlusses einer
Transversalen überall in dieselben Halbene zeigt.
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Ist ax + by + c = 0 die Gleichung einer Geraden, so ist ein Teilstück dieser Gera-
den genau Transversale des stetigen ebenen Feldes (p, q), wenn für alle (x, y) seines
Abschlusses a.p(x, y) + b.q(x, y) dasselbe Vorzeichen hat.
Durch jeden nichtsingulären Punkt eines stetigen Feldes (p, q) führen Transversalen
des Feldes.

Ist das Richtungsfeld (p, q) des Systems

{
ẋ = p(x, y)
ẏ = q(x, y)

stetig, so kann eine Trans-

versale dieses Feldes von den Trajektorien des Systems nur in einer “Richtung”
geschnitten werden.

Das Stück einer Trajektorie zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schnittpunkten mit einer
Transversalen bildet zusammen mit dem entsprechenden Stück der Transversalen eine einfa-
che geschlossene Kurve, welche die Ebene in zwei Teile teilt. Daraus und aus den Eigenschaften
der Transversalen erhält man:

Ist

{
ẋ = p(x, y)
ẏ = q(x, y)

ein ebenes autonomes System mit stetigem Richtungsfeld (p, q), ϕ

eine bis +∞ definierte Lösung des Systems und g eine Transversale von (p, q), so
gilt:

1. die Schnittpunkte ϕ(ti) von Tϕ und g sind längs g nach aufsteigenden ti-Werten
geordnet;

2. ist g beschränkt, so sind folgende Fällen möglich:

(a) T und g sind disjunkt;

(b) T und g enthalten endlich viele gemeinsame Punkte;

(c) T und g haben abzählbar viele gemeinsame Punkte; in diesem Fall streben
die zugehörigen Zeitwerte ti gegen +∞ und die Folge {ϕ(ti)} konvergiert
gegen einen Punkt von g ∩G∞(ϕ).

Schließlich erhält man für gemeinsame Punkte c einer Transversalen mit G∞(ϕ) aus der
gleichmäßigen Konvergenz der Lösungen der Anfangswertprobleme ẋ = f(x), x(0) = ϕ(ti)
gegen jene mit Anfangswert x(0) = c auf jedem kompakten Intervall [0, b]:

Erfüllt (p, q) auf X eine lokale Lipschitzbedingung und ist c ∈ g ∩ G∞(ϕ) für ei-
ne Transversale g dieses Feldes und eine bis +∞ definierte Lösung ϕ des Systems{
ẋ = p(x, y)
ẏ = q(x, y)

, so konvergiert die Folge der Schnittpunkte von g mit der Trajektorie

T von ϕ gegen c. g und G∞(ϕ) können daher nur einen Punkt gemeinsam haben.
Im Speziellen folgt, daß eine geschlossene Trajektorie (die ihre eigene∞-Grenzmenge
ist) mit einer Transversalen nur einen Punkt gemeinsam haben kann.
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Mit Hilfe dieser Aussage erhält man schließlich den

SATZ VON POINCARE UND BENDIXSON:

Ist

{
ẋ = p(x, y)
ẏ = q(x, y)

ein System mit lokaler Lipschitzbedingung auf X, so bestehen

für jede bis t = +∞ definierte Lösung des Systems in X folgende Möglichkeiten:

1. G∞(ϕ) = ∅, d.h. ϕ ist für t→∞ unbeschränkt;

2. G∞(ϕ) ist nicht leer, enthält aber keine singulären Punkte des Richtungsfeldes;
in diesem Fall besteht G∞(ϕ) aus genau einer geschlossenen Trajektorie, die
man GRENZZYKLUS (limit cycle) nennt;

3. G∞(ϕ) enthält singuläre Punkte des Richtungsfeldes; in diesem Fall besteht
G∞(ϕ) aus nicht geschlossenen Trajektorien (von bis t = +∞ definierten
Lösungen); die ∞-Grenzmenge jeder dieser Trajektorien besteht nur aus sin-
gulären Punkten des Richtungsfeldes;

sind speziell die singulären Punkte des Feldes isoliert, so konvergiert für jede
dieser Trajektorien die zugehörige Lösung für t → ∞ gegen einen solchen
singulären Punkt (also gegen eine konstante Lösung).

Mit Hilfe dieser Sätze ist es für ebene autonome Systeme oft möglich das Phasenportrait zu
skizzieren (inklusive der Durchlaufungsrichtung der Trajektorien). Aus den Vorzeichen der
Ableitungen ist auch oft das Stabilitätsverhalten der singulären bzw. periodischen Lösungen
abzulesen. Oft ist eine Transformation (z.B. in Polarkoordinaten) zweckmäßig.

Bespiele:

1. ẋ = y3

ẏ = −x3

Singulärer Punkt: (0, 0)

Erstes Integral = implizite Darstellung der Trajektorien:

x4 + y4 = c.

In Polarkoordinaten: r4 = c
cos4 ϕ+sin4 ϕ

.

Alle Lösungen haben also geschlossene Trajektorien und sind daher periodisch.

2. ẋ = 2xy

ẏ = y2 − x2

Singulärer Punkt: (0, 0).

Die Ermittlung eines ersten Integrals führt auf die homogene Differentialgleichung
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y′ = dy
dx = y2−x2

2xy =
y2

x2−1

2 y
x
.

z = y
x liefert xz′ = −1+z2

2z ,

woraus man für die Trajektorien die Gleichung x
x2+y2

= c erhält (x, y 6= 0).

Für x = 0 bzw. y = 0 erhält man die Halbgeraden x = 0, y < 0 und x = 0, y > 0 als
Trajektorien, sowie (0, 0) als stationären Punkt.

Transformation in Polarkoordinaten liefert das System

ṙ = r2 sinϕ

ϕ̇ = −r. cosϕ

Erstes Integral: dr
dϕ = −r sinϕ

cosϕ ergibt r = c.| cosϕ| für ϕ 6= π
2 ,

3π
2 .

Bei Konvergenz von ϕ gegen diese Werte strebt r gegen 0; daraus und aus den Vorzei-
chen von ṙ und ϕ̇ erkennt man, daß die Trajektorien symmetrisch zur y-Achse liegen
und jede von ihnen den Ursprung als ±∞-Grenzpunkt hat.

Außerdem erhält man wieder den stationären Punkt (0, 0) und die Halbgeraden x =
0, y > 0 bzw. y < 0 als Trajektorien (beide nach oben orientiert). G∞(ϕ) = (0, 0) für
die untere, G∞(ϕ) = ∅ für die obere Halbgerade.

3. ẋ = y

ẏ = −x+ (1− x2 − 2y2)y

Singulärer Punkt: (0, 0).

In Polarkoordinaten: ṙ = 1
r (xẋ+ yẏ) = 1

r (1− x2 − 2y2)y2.

Also ist ṙ negativ außerhalb der Ellipse x2 + 2y2 = 1, positiv innerhalb (diese Ellipse
ist aber keine Trajektorie!) Speziell ist ṙ positiv innerhalb des Kreises x2 + y2 = 1

2
und negativ außerhalb von x2 + y2 = 1. Daher ist (0, 0) der −∞-Grenzpunkt jeder
Trajektorie, die Punkte der inneren Kreisscheibe enthält.

Da keiner der beiden Kreise Trajektorie ist, muß für t→∞ jede in der inneren Kreis-
scheibe beginnende Trajektorie diese Kreisscheibe verlassen, ebenso muß jede außerhalb
des äußeren Kreises beginnende schließlich innerhalb von x2 + y2 ≤ 1 landen. Da der
Kreisring keine singulären Punkte enthält, muß für diese Trajektorien jeweils ein Grenz-
zyklus existieren, der innerhalb des Kreisringes verläuft.

Da die Halbgeraden x = 0, y > 0 bzw. y < 0 Transversalen sind, ergibt sich aus
der Orientierung des Feldvektors längs dieser Halbgeraden, daß jeder Grenzzyklus im
mathematisch negativen Sinn durchlaufen werden muß.

108



4. ẋ = −x3

ẏ = x. cos 1
x (0 an x = 0)

Singuläre Punkte: y-Achse.
∂p
∂x + ∂q

∂y = −3x2 ≤ 0; daher gibt es keine geschlossenen Trajektorien.

Nichtsinguläre Trajektorien: y = sin 1
x + c.

Aus dem Vorzeichen von ẋ erkennt man, daß für jede dieser Trajektorien die ∞-
Grenzmenge aus den Punkten der y-Achse mit c− 1 ≤ y ≤ c+ 1 besteht.

5. ẋ = 1

ẏ = 1

Lösungen:

Gerade y = x+ c⇒ G∞(ϕ) = ∅ für jede Lösung ϕ.

In vielen Fällen ist die exakte Bestimmung der Trajektorien relativ schwierig, sodaß man das
lokale Verhalten dieser Trajektorien in der Umgebung einer Stelle nur aus dem Richtungsfeld
an dieser Stelle ablesen kann; an singulären Stellen des Richtungsfeldes versagt allerdings
auch das.

4.4 DIE PHASENPORTRAITS ZWEIDIMENSIONALER AUTONO-
MER SYSTEME IN DER NÄHE STATIONÄRER PUNKTE

HOMOGENE LINEARE SYSTEME:
Für homogene lineare Systeme

(ẋ
ẏ

)
= A ·

(x
y

)
mit konstanten Koeffizienten gibt es Lösungsfor-

meln, aus denen man die Trajektorien samt ihrer Orientierung ablesen kann.
Im Fall komplexer Eigenwerte λ = a ± ib von A lautet eine reelle Lösungsdarstellung des
Systems

(ẋ
ẏ

)
= A.

(x
y

)
: (

x

y

)
= R ·

(
eat cos bt
eat sin bt

)

mit einer regulären Matrix R.
Für den Polarwinkel ϕ(t) des Vektors (eat cos bt, eat sin bt) gilt ϕ(t) = bt→ ±∞ für t→∞.
Da R nur eine Basistransformation bewirkt, folgt:
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Sind die Eigenwerte λ von A (konjugiert) komplex, so strebt der Polarwinkel ϕ(t)
jeder Lösung des Systems

(ẋ
ẏ

)
= A

(x
y

)
für t → ±∞ gegen ±∞; die Trajektorien

umrunden also den einzigen stationären Punkt (0, 0) und zwar

1. für Reλ = 0 mit konstantem Polarradius r(t); es gibt also nur periodische
Lösungen deren Trajektorien (0, 0) umrunden: man nennt (0, 0) in diesem Fall
ZENTRUM oder WIRBELPUNKT (center);

2. für Reλ > 0 mit wachsendem Polarradius r(t) : (0, 0) ist ein ABSTOSSENDER
BRENN- oder STRUDELPUNKT (repulsive focus bzw. repulsive spiral point)

3. für Reλ < 0 mit fallendem Polarradius r(t) : (0, 0) ist ein ANZIEHEN-
DER BRENN- oder STRUDELPUNKT (attractive focus bzw. attractive spiral
point).

Im Fall reeller Eigenwerte von A untersucht man zunächst das System
(u̇
v̇

)
= J ·

(u
v

)
für

die Jordan Normalform J von A und transformiert sodann mit Hilfe einer Matrix T (mit
TJT−1 = A) in den (x, y)-Raum. Man erhält

Hat A reelle, von 0 und voneinander verschiedene Eigenwerte, so strebt der Polar-
winkel ϕ(t) jeder Lösung des System

(ẋ
ẏ

)
= A

(x
y

)
für t→ ±∞ gegen einen endlichen

Grenzwert.

Man nennt diese Grenzwerte die CHARAKTERISTISCHEN RICHTUNGEN (characteristic
directions) DES SYSTEMS.
Eine detailliertere Analyse ergibt unter Berücksichtigung von rṙ = xẋ+ yẏ :

Hat A reelle, voneinander und von 0 verschiedene Eigenwerte, so sind die charak-
teristischen Richtungen des Systems

(ẋ
ẏ

)
= A

(x
y

)
genau die der Spaltenvektoren

von T (dabei ist T die Transformationsmatrix von A in die Jordan-Normalform:
A = TJT−1).
Der Ursprung ist der einzige stationäre Punkt; die vom Ursprung ausgehenden Halb-
geraden in den charakteristischen Richtungen sind (die einzigen geraden) Trajekto-
rien des Systems. Die zum größeren Eigenwert gehörige charakteristische Richtung
ist jene für t→∞, die andere jene für t→ −∞.

Im Detail sind drei Fälle zu unterscheiden:
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1. Sind beide Eigenwerte positiv, so auch ṙ; man nennt in diesem Fall (0, 0) einen
ABSTOSSENDEN KNOTEN (repulsive node); die Tangentenrichtungen der
nicht geraden Trajektorien streben bei Annäherung an (0, 0) gegen die zum
kleineren Eigenwert gehörige charakteristische Richtung (d.h. zu jener für t→
−∞); für t → ∞ werden sie unbeschränkt, ihre Tangentenrichtungen nähern
sich der zum größeren Eigenwert gehörigen charakteristischen Richtung;

2. sind beide Eigenwerte negativ, so auch ṙ und (0, 0) ist ein ANZIEHENDER
KNOTEN (attractive node); die Tangentialrichtungen der nicht geraden Tra-
jektorien streben bei Annäherung an (0, 0) gegen die zum größeren Eigenwert
gehörige charakteristische Richtung (d.h. zu jener für t → +∞); für t → −∞
werden sie unbeschränkt, ihre Tangentenrichtungen nähern sich der zum klei-
nen Eigenwert gehörigen charakteristischen Richtung;

3. ist ein Eigenwert positiv und einer negativ, so ist das Vorzeichen von ṙ von
der betrachteten Stelle abhängig; speziell die Halbgeraden in den charakteri-
stischen Richtungen sind als Trajektorien verschieden zu orientieren: in der
einen Richtung zum Ursprung hin, in der anderen von ihm weg;

(0, 0) heißt ein SATTELPUNKT (saddle point); die nicht geraden Trajektorien
schmiegen sich in der Nähe von (0, 0) an das Kreuz der charakteristischen
Richtungen.

Im Fall eines doppelten Eigenwertes führen analoge Überlegungen zu:

Hat A einen doppelten, von 0 verschiedenen (notwendigerweise reellen) Eigenwert, so
hängt die Gestalt des Phasenportraits des Systems

(ẋ
ẏ

)
= A

(x
y

)
von der Normalform

J von A ab:

im Fall J =

(
λ 0
0 λ

)
(der nur für A = J möglich ist) sind die Trajektorien genau

alle Halbgeraden durch den Ursprung;

im Fall J =

(
λ 1
0 λ

)
gibt es genau eine charakteristische Richtung, nämlich das

Bild der x-Richtung unter T ; diese Richtung ist dann die Grenzlage, der Tangenti-
alrichtungen an die Trajektorien bei Annäherung an (0, 0).
In beiden Fällen ist der Ursprung der einzige stationäre Punkt; er ist je nach dem
Vorzeichen von λ anziehend (-) oder abstoßend (+).
Man nennt ihn auch in diesen Fällen einen KNOTEN (im 1.Fall auch STERNKNO-
TEN (star node)).

Für den Eigenwert 0 ergibt sich:
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Ist 0 in der 1.Zeile der Normalform stehender Eigenwert von A, so sind alle Punkte
des Bildes der x-Achse unter T stationäre Punkte des Systems

(ẋ
ẏ

)
= A

(x
y

)
.

Für J =

(
0 0
0 λ

)
sind die sonstigen Trajektorien genau die Bilder unter T sämt-

licher von der x-Achse ausgehender senkrechter Halbgeraden und zwar von dieser
Achse weg orientiert für λ > 0 bzw. zu ihr hinorientiert für λ < 0;

im Fall J =

(
0 1
0 0

)
sind die sonstigen Trajektorien die Bilder aller horizontalen

Geraden mit Ausnahme der x-Achse; Orientierung: in positive x-Richtung oberhalb
der x-Achse, in negativer unterhalb.

Klarerweise gilt:

Alle gewonnenen Aussagen gelten in der (x, ẋ)-Ebene auch für Gleichungen 2.Ord-
nung; allerdings können in diesem Fall keine Sternknoten auftreten,

Beispiele:

1. ẍ = ax bzw. ẍ = −ax (a > 0)

Matrizen der äquivalenten Systeme:

A =

(
0 1
a 0

)
bzw.

(
0 1

−a 0

)
Eigenwerte: λ = ±

√
a bzw. ±i

√
a

⇒ (0, 0) ist Sattelpunkt bzw. Zentrum.

Für A =

(
0 1
a 0

)
ist J =

( √
a 0

0 −
√
a

)
die Normalform und T =

(
1 1√
a −

√
a

)
eine Transformationsmatrix.

Die charakteristischen Richtungen sind für ẍ = ax daher die Vektoren (1,
√
a) und

(1,−
√
a).

Für ẍ = −ax gibt es keine charakteristischen Richtungen.

2. ẋ = 2x+ y

ẏ = x+ 3y

A =

(
2 1
1 3

)
, J =

(
5+
√

5
2 0
0 5−

√
5

2

)
, T =

(
1 1

1+
√

5
2

1−
√

5
2

)
⇒ (0, 0) ist abstos-

sender Knoten, die charakteristischen Richtungen sind die der Vektoren
(
1, 1+

√
5

2

)
und(

1, 1−
√

5
2

)
; die Tangenten an die nicht geraden Trajektorien nähern sich bei Annähe-

rung an (0, 0) (d.h. für t → −∞) der durch den Vektor (1, 1−
√

5
2 ) definierten Geraden

durch den Ursprung; für t→∞ werden die Tangenten parallel zur Richtung (1, 1+
√

5
2 ).
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3. ẋ = 2x− y

ẏ = 3x+ y

A =

(
2 −1
3 1

)
, Eigenwerte: 3

2 ± i
√

11
2

⇒ (0, 0) ist ein abstoßender Brennpunkt.

4. ẋ = x− y

ẏ = x+ 3y

A =

(
1 −1
1 3

)
J =

(
2 1
0 2

)
.

Für T kann jede Matrix der Gestalt

(
−a− b a
a+ b b

)
mit a+ b 6= 0 gewählt werden, da

(A− 2E)2 = 0).

(0, 0) ist ein abstoßender Knoten mit der zweiten Winkelsymmetralen als einziger cha-
rakteristischer Richtung.

5. ẋ = −2x ẏ = −2y

A = J =

(
−2 0

0 −2

)
⇒ (0, 0) ist anziehender Sternknoten.

PHASENPORTRAITS UND LINEARISIERUNG:
Ist die Abbildung x → f(t,x) an einer Stelle x0 bei festgehaltenem t differenzierbar, so kann
man f(t,x) in der Nähe dieser Stelle linear (bezüglich x) approximieren.
Man nennt das System ẋ = A(t).(x − x0) + b(t) DIE LINEARISIERUNG DES SYSTEMS
ẋ = f(t,x) UM DEN PUNKT x0, wenn gilt:

f(t,x) = A(t).(x− x0) + b(t) + s(t,x)

mit

lim
x→x0

||s(t.x)||
||x− x0||

= 0.

A(t) ist dann die Funktionalmatrix der Abbildung x → f(t,x); ist f(t,x0) = 0, so folgt
b(t) = 0; speziell lautet die Linearisierung um 0 des Systems ẋ = f(t,x) dann ẋ = A(t).x.
Ist die Gleichung g(t,x, ẋ) = 0 nach dem Hauptsatz über implizite Funktionen nach ẋ
auflösbar in einer Umgebung von (t,x0), so gibt es eine stetig differenzierbare Funktion f mit
f(t,x) = ẋ ⇔ g(t,x, ẋ) = 0; die Funktionalmatrix von f und damit die Linearisierung des
Systems g(t,x, ẋ) = 0 um x0 kann dann ohne explizite Berechnung von f ermittelt werden.
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Wegen lim(x,y)→(α,β)
||s(x,y)||

||(x−α,y−β)|| = 0 ist zu erwarten, daß das Phasenportrait eines Systems(
ẋ
ẏ

)
=

(
p(x, y)
q(x, y)

)
=
d(p, q)
d(x, y)

(α, β)

(
x− α
y − β

)
+

(
s1(x, y)
s2(x, y)

)

in der Nähe eines stationären Punktes (α, β) im Wesentlichen mit jenem seiner Linearisierung
um (α, β) bzw. einfacher mit jenem von(

ẋ

ẏ

)
=
d(p, q)
d(x, y)

(α, β).

(
x

y

)
= A.

(
x

y

)

in der Nähe von (0, 0) übereinstimmt.

Durch Abschätzung von
∣∣∣∣∣∣∣∣ (p,q)

||A.(x
y)||

−
A.(x

y)
||A.(x

y)||

∣∣∣∣∣∣∣∣ erhält man zunächst:

Ist (α, β) Gleichgewichtslage des Systems

ẋ = p(x, y)
ẏ = q(x, y)

so gilt, falls die Funktionalmatrix A = d(p,q)
d(x,y)(α, β) regulär ist:

1. (α, β) ist (wie für das linearisierte System) eine isolierte Gleichgewichtslage
des Systems;

2. die Tangentenrichtungen der Trajektorien des Systems und die seiner Lineri-
sierung um (α, β) unterscheiden sich für hinreichend nahe an (α, β) gelegene
Punkte beliebig wenig.

Aus den Formeln ṙ = xẋ+yẏ
r und ϕ̇ = xẏ−ẋy

r2
gewinnt man zunächst die Abschätzungen

|ṙ − ṙlin| ≤ |s1|+ |s2| und

|ϕ̇− ϕ̇lin| ≤
|s1|+ |s2|

r
,

wobei ṙ und ϕ̇ bzw.ṙlin und ϕ̇lin die Ableitungen des Polarradius bzw. Polarwinkels längs der
Trajektorien des Systems bzw. seiner Linearisierung (jeweils an derselben Stelle) sind.
Nach Berechnung von ṙlin und ϕ̇lin in den verschiedenen für das linearisierte Systm möglichen
Fällen erhält man daraus:
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Für eine Gleichgewichtslage (α, β) des Systems

ẋ = p(x, y)
ẏ = q(x, y)

mit regulärer Funktionalmatrix A = d(p,q)
d(x,y)(α, β) ist das Phasenportrait in einer

Umgebung von (α, β) ähnlich jenem des linearen Systems(
ẋ

ẏ

)
= A.

(
x

y

)

in der Nähe von (0, 0) im folgenden Sinn:

1. ist (0, 0) anziehender bzw. abstoßender Brennpunkt des linearen Systems, so ist
(α, β) anziehender bzw. abstoßender Brennpunkt des nichtlinearen Systems;

2. ist (0, 0) Zentrum des lineren Systems, so ist (α, β) entweder Zentrum oder
anziehender oder abstoßender Brennpunkt des nichtlinearen Systems;

3. ist (0, 0) anziehender bzw. abstoßender Knoten (aber kein Sternknoten) des
linearen Systems, so ist (α, β) anziehender bzw. abstoßender Knoten des nicht-
linearen Systems;

die Halbgeraden in den charakteristischen Richtungen sind im allgemeinen
keine Trajektorien mehr; die zum größeren bzw. kleineren Eigenwert von A
gehörige charakteristische Richtung des linearen Systems ist aber auch für das
nichtlineare System Grenzlage fast aller Tangentenrichtungen an die Trajek-
torien bei Annäherung an (α, β); wobei “fast aller” bedeutet “mit Ausnahme
der den beiden Halbgeraden in der anderen charakteristischen Richtung ent-
sprechenden Trajektorien des nichtlinearen Systems”;

4. ist (0, 0) anziehender bzw. abstoßender Sternknoten, so ist (α, β) anziehender
bzw. abstoßender Knoten oder Brennpunkt des nichtlineren Systems;

5. ist (0, 0) Sattelpunkt des linearen Systems, so ist (α, β) Sattelpunkt des nicht-
linearen Systems.

Man beachte, daß sich alle diese Aussagen über das Phasenportrait des nichtlinearen Systems
nur auf eine (eventuell relativ kleine) Umgebung von (α, β) beziehen!
Im Fall eine singulären Funktionalmatrix ist die Rolle des nichtlinearen Fehlerterms s(x, y)
wesentlich größer und es können keine einfachen allgemeingültigen Aussagen getroffen werden.

Beispiele:

1. Ungedämpftes Pendel: ẍ+ a sinx = 0 (a = g
l > 0)
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Gleichgewichtslagen: x = nπ, ẋ = 0

Linearisierung um 2kπ : ẍ = −ax (nach Verschiebung um 2kπ).

(0, 0) ist Zentrum des Phasenportraits der Linearisierung, (2kπ, 0) ist Zentrum oder
Brennpunkt der ursprünglichen Gleichung (alles in der (x, ẋ)-Ebene).

Linearisierung um (2k + 1)π : ẍ = ax (nach Verschiebung um (2k + 1)π).

(0, 0) ist Sattelpunkt der Linearisierung, also ist ((2k+1)π, 0) Sattelpunkt der ursprüng-
lichen Gleichung (in der (x, ẋ)-Ebene) mit charakteristischen Richtungen (1,

√
a) und

(1,−
√
a).

Das Phasenportrait der ursprünglichen Gleichung kann man aus dem ersten Integral
gewinnen.

ẋ = y

ẏ = −a sinx

liefert yẏ = −a sinx.ẋ, also

y2 = 2a cosx+ c, d.h. y = ±
√

2a cosx+ c.

Für −2a < c < 2a gibt es Nullstellen von y = ẋ (für x = ±Arccos(− c
2a)); wegen der

Symmetrie bezüglich der x-Achse sind die entsprechenden Trajektorien geschlossen; sie
umrunden die stationären Punkte (2kπ, 0) der (x, ẋ)-Ebene;

für c = 2a erhält man die stationären Punkte (2kπ, 0);

für c = −2a erhält man die stationären Punkte ((2k+1)π, 0) und die nicht geschlossenen
Trajektorien y =

√
2a
√

cosx+ 1, x 6= (2k + 1)π, die jeweils einen dieser Punkte als
∞− bzw. −∞-Grenzmenge haben; sie entsprechen den Halbgeraden-Trajektorien der
linearisierten Gleichung (in den charakteristischen Richtungen);

für c > 2a erhält man jeweils zwei bezüglich der x-Achse symmetrische, diese aber nicht
erreichende Trajektorien;

c < −2a liefert nichts.

2. ẋ = −y + xr2

ẏ = x+ yr2

bzw.

ẋ = −y − xr2

ẏ = x− yr2

Gleichgewichtslage: jeweils (0, 0)

Linearisierung um (0, 0) für beide Systeme:

ẋ = −y
ẏ = x

Eigenwerte: ±i
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⇒ (0, 0) ist Zentrum des linearisierten Systems; für die nichtlinearen Systeme erhält
man

ṙ = xẋ+yẏ
r = r3 bzw. −r3;

(0, 0) ist also abstoßender bzw. anziehender Brennpunkt.

3. ẋ = (x+ 1) ln 1
x+1 = −(x+ 1) ln(x+ 1)

ẏ = 2(y + 1) ln (x+1)2

y+1 = (y + 1)(4 ln(x+ 1)− 2 ln(y + 1))

Gleichgewichtslage: (0, 0)

Linearisierung um (0, 0) :(
ẋ
ẏ

)
=

(
−1 0

4 −2

)(
x
y

)
,

Eigenwerte: λ = −1, −2 ⇒ (0, 0) ist anziehender Knoten.

Zugehörige Eigenvektoren: (1,−4), (0, 1);

diese sind die charakteristischen Richtungen;

mit Ausnahme der beiden Halbgeraden auf der y-Achse schmiegen sich alle Trajektorien
des linearisierten Systems und somit fast alle Trajektorien des ursprünglichen Systems
bei (0, 0) an die Gerade y = −4x.

Im konkreten Fall ist es durch eine Koordinatentransformation möglich, das ursprüng-
liche System direkt zu studieren: unter

x→ ex − 1
y → ey − 1

erweist sich unser System als das transformierte seiner Linearisierung. Somit sind seine
Trajektorien die transformierten jener des linearisierten Systems.

Lösungen des linearen Systems:(
x
y

)
=

(
1 0

−4 1

)(
e−at 0
0 e−2t

)(
c1
c2

)
=

=

(
c1e

−t

−4c1e−t + c2e
−2t

)
.

⇒ Die Trajektorien sind gegeben durch:

c21y + 4c21x− c2x
2 = 0.

⇒ Jene des nichtlinearen Systems genügen der Gleichung

c21(e
y − 1) + 4c21(e

x − 1)− c2(ex − 1)2 = 0.
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Die Halbgeraden y = −4x und x = 0 in den charakteristischen Richtungen (entspre-
chend c2 = 0 bzw. c1 = 0) werden zu auf ex+ ey = 5 bzw. x = 0 gelegenen Trajektorien
des nichtlinearen Systems.

Man bestätigt durch die Berechnung des Orthogonalvektors

(
4c21e

x − 2c2(ex − 1)ex

c21e
y

)
leicht, daß die Tangenten aller Trajektorien mit Ausnahme jener auf der y-Achse bei
Annäherung an (0, 0) gegen die Gerade y = −4x konvergieren.

4. Analoge Rechnung für das System

ẋ = (x+ 1) ln
y + 1
x+ 1

ẏ = (y + 1) ln
1

(y + 1)2

mit der Linearisierung (
ẋ
ẏ

)
=

(
−1 1

0 −2

)

um (0, 0) ergibt dieselben Eigenwerte und die charakteristischen Richtungen (1, 0) zu
λ = −1 bzw. (1, 1) zu λ = −2. Diesmal bleiben die Halbgeraden in der “Hauptrichtung”
(1, 0) Trajektorien des nichtlinearen Systems, während man in der “Ausnahmerichtung”
(1,−1) zwei nicht gerade Trajektorien mit ex + ey = 2 erhält.

Im allgemeinen Fall (einer Matrix ohne Nullen) werden alle geraden Trajektorien des
linearen Systems (in den charakteristischen Richtungen) zu nicht geraden Trajektorien
des nichtlinearen Systems.

5. ẋ = −x− y
ln r

ẏ = −y + x
ln r

an (0, 0) stetig ergänzt durch ẋ = ẏ = 0.

(0, 0) ist Gleichgewichtslage

Linearisierung um (0, 0) : (
ẋ
ẏ

)
=

(
−1 0

0 −1

)(
x
y

)

⇒ (0, 0) ist anziehender Sternknoten des linearisierten Systems.

Für das nichtlineare System gilt:

rṙ = xẋ+ yẏ = −r2 < 0

r2ϕ̇ = xẏ − yẋ = r2

ln r < 0 für r < 1
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⇒ r(t) = c.e−t + r(0) (c ≥ 0)

ϕ(t) ≤
∫ t
0

du
ln(ce−u+r(0)) + ϕ(0) ≤

∫ t
0

du
ln c−u + ϕ(0) =

= − ln | ln c− u||t0 + ϕ(0) → −∞ für t→∞.

⇒ (0, 0) ist anziehender Brennpunkt des nichtlinearen Systems.

6. ẋ = −x(1 + r)
ẏ = −y(1 + r)

hat dieselbe Linearisierung um die Gleichgewichtslage (0, 0);

rṙ = xẋ+ yẏ = (−x2 − y2)(1 + r) < 0

r2ϕ̇ = xẏ − yẋ = 0

⇒ das nichtlineare System hat dieselben Trajektorien wie das lineare;

(0, 0) ist also anziehender Sternknoten.

7. ẋ = x+ y + xy
ẏ = −x+ 3y + y2

Gleichgewichtslagen: (0, 0) und (−2,−2).

Linearisierung um (0, 0).(
ẋ
ẏ

)
=

(
1 1

−1 3

)(
x
y

)
doppelter Eigenwert λ = 2

J =

(
2 1
0 2

)
, t =

(
1 0
1 1

)
(0, 0) ist abstoßender Knoten mit der einzigen charakteristischen Richtung

T.
(0
1

)
=
(1
1

)
.

Linearisierung um (−2,−2) :

A =

(
−1 −1
−1 −1

)
Singuläre Matrix.

Eigenwerte: λ = 0 und −2.

J =

(
0 0
0 −2

)
T =

(
1 1

−1 1

)
.

Alle Punkte der Geraden y = −x sind Gleichgewichtslagen; die übrigen Trajektorien
sind die dazu senkrechten Halbgeraden (zur Geraden y = −x hin orientiert).

Für das urspüngliche System erhält man:

rṙ = xẋ+ yẏ = r2(cos2 ϕ+ r cos2 ϕ sinϕ+ 3 sin2 ϕ+ r sin2 ϕ) > 0 für kleines r

womit sich bestätigt, daß (0, 0) abstoßend ist.

r2ϕ̇ = xẏ − yẋ = −r2 + 2r2 sinϕ cosϕ
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⇒ ϕ̇ = −1 + sin 2ϕ;

somit sind die Halbgeraden ϕ = π
4 und ϕ = 5π

4 Trajektorien.

⇒
∫ dϕ
−1+sin 2ϕ = t+ c

∫ dϕ
−1+sin 2ϕ =

∣∣∣∣∣ u = tanϕ
du = (1 + u2)dϕ

∣∣∣∣∣ = −
∫ du

(u−1)2
+ c

⇒ 1
tanϕ−1 = t+ c.

Für t → −∞ konvergiert tanϕ von unten gegen 1; die Tangenten an die Trajektorien
nähern sich also bei Annäherung an (0, 0) im 1.Quadranten von unten, im 3.Quadranten
von oben der charakteristischen Richtung y = x.

Durch Verschiebung des Ursprungs in den Punkt (−2,−2) wird das nichtlineare System
zu:

ẋ = −x− y + xy

ẏ = −x− y + y2

rṙ = xẋ+ yẏ = r2(r sinϕ− (cosϕ+ sinϕ)2)

⇒ ṙ ist in der Nähe von (0, 0) negativ außer für ϕ = 3π
4 , wo ṙ stets positiv ist.

r2ϕ̇ = xẏ − yẋ = −r2 cos 2ϕ;

die Halbgeraden in den Richtungen π
4 ,

3π
4 ,

5π
4 ,

7π
4 sind also Trajektorien;

ϕ̇ = − cos 2ϕ⇒ für die übrigen Trajektorien gilt:

t+ c = −
∫

dϕ

cos 2ϕ
=
∫ cos 2ϕdϕ

sin2 ϕ− 1
=

∣∣∣∣∣ sin 2ϕ = u
2 cos 2ϕdϕ = du

∣∣∣∣∣ =

=
1
2

∫
du

u2 − 1
=

1
4

ln
∣∣∣∣u− 1
u+ 1

∣∣∣∣ = 1
4

ln
∣∣∣∣sin 2ϕ− 1
sin 2ϕ+ 1

∣∣∣∣ ;
für t→∞ muß ϕ daher gegen eine Nullstelle des Nenners konvergieren, d.h. gegen 3π

4
oder 7π

4 .

Das Phasenportrait des nichtlinearen Systems unterscheidet sich also in der Nähe von
(−2,−2) wesentlich von dem seiner Linearisierung um diesen Punkt.

8. ẋ = x2

ẏ = y

Die Linearisierung um die Gleichgewichtslage (0, 0) lautet(
ẋ
ẏ

)
=

(
0 0
0 1

)(
x
y

)
;

die Punkte der x-Achse sind die Gleichgewichtslagen, die übrigen Trajektorien sind die
senkrechten Halbgeraden (von der x-Achse weg orientiert).
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Die Lösung des nichtlinearen Systems lautet

x = − 1
t+a y = bet

d.h. y = c.e−
1
x und y′ = c 1

x2 e
− 1

x .

Die Gestalt des Phasenportraits ist aus

lim
x→−∞

c.e−
1
x = c lim

x→−∞
c

1
x2
e−

1
x = 0

lim
x→0−

c.e−
1
x = +∞ lim

x→0−
c

1
x2
e−

1
x = +∞

lim
x→0+

c.e−
1
x = 0 lim

x→0+
c.

1
x2
e−

1
x = 0

lim
x→∞

c.e−
1
x = c lim

x→∞
c

1
x2
e−

1
x = 0

zu erkennen.

9. ẋ = y2

ẏ = y

Die Linearisierung um (0, 0) ist dieselbe wie in Bsp.8.

Alle Punkte der x-Achse sind jetzt auch Gleichgewichtslagen des nichtlinearen Systems.
Die übrigen Lösungen lauten:

x = a2

2 e
2t + b y = aet

⇒ die Trajektorien sind die Halbparabeln x = y2

2 + c von der x-Achse weg orientiert.

10. ẍ = ẋ3

Äquivalentes System:

ẋ = y

ẏ = y3

Alle Punkte der x-Achse sind Gleichgewichtslagen; die Linearisierung lautet jeweils(
ẋ
ẏ

)
=

(
0 1
0 0

)(
x
y

)
,

hat also auch die Punkte der x-Achse als Gleichgewichtslagen; die übrigen Trajektorien
sind die horizontalen Geraden (oberhalb der x-Achse in positiver, unterhalb in negativer
x-Richtung orientiert).
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Lösungen des nichtlinearen Systems:

x = ±
√
−2(t+ a) + b y = ± 1√

−2(t+a)

⇒ x− b = − 1
y ;

die nicht einpunktigen Trajektorien sind also Hyperbeläste (oberhalb der x-Achse in
positiver, unterhalb in negativer x-Richtung orientiert).

Die letzten Beispiele unterstreichen, daß man im Fall einer singulären Funktional-
matrix aus der Linearisierung kaum Rückschlüsse auf die Trajektorien eines Systems
erhält; speziell kann nicht allgemein entschieden werden, ob die betrachtete Gleich-
gewichtslage isoliert ist. Noch krasser ist die Situation im Fall der Nullmatrix: in
diesem Fall hat die Linearisierung alle Punkte der Ebene als konstante Lösungen,
während für das nichtlineare Systems sehr viele Möglichkeiten bestehen.
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5 STABILITÄT

Literatur: [A],[KK],[L],[PH],[R],[RM],[W]

5.1 BENACHBARTE ANFANGSWERTPROBLEME

In der Praxis ist einerseits der Anfangswert c oft mit (Meß)fehlern behaftet und die Funktion
f(t,x) nicht exakt, da bei der Modellbildung manche Einflüsse vernachlässigt werden.
Andererseits ist es oft wünschenwert, ein kompliziertes System ẋ = f(t,x) durch einfacheres
ẋ = g(t,x) zu ersetzen.
Wir nennen im Folgenden zwei ANFANGSWERTPROBLEME

ẋ = f(t,x), x(t∗0) = c

ẋ = g(t,x), x(t0) = d

AUF EINEM GEBIET G BENACHBART, wenn es (in der Praxis kleine) positive Zahlen
α, β, δ gibt, mit:

|t0 − t∗0| < α, ||c− d|| < β

und

||f(t,x)− g(t,x)|| < δ auf G.

Es stellt sich die Frage, wie stark sich die Lösungen benachbarter Anfangswertprobleme un-
terscheiden. Für Lösungen ϕ und ψ dieser Anfangswertprobleme gilt

ϕ(t) = c +
∫ t

t∗o

f(u, ϕ(u))du bzw. ψ(t) = d +
∫ t

t0
g(u, ψ(u))du;

erfüllt f auf G eine Lipschitzbedingung bezüglich x (Lipschitzkonstante: λ) und ist f dort
beschränkt (||f(t,x)|| ≤M auf G); so erhält man folgende Abschätzung:

||ϕ(t)− ψ(t)|| ≤ β +Mα+ |t− t0|δ + λ

∣∣∣∣∫ t

t0
||ϕ(u)− ψ(u)||du

∣∣∣∣ .
Zur weiteren Auswertung dieser Abschätzung benötigen wir

DAS LEMMA VON GRONWALL:
Setzt man I(t) =

∫ t
t0
w(u)du und H(t) =

∫ t
t0
w(u).h(u).du, so erhält man durch Integration

von t0 bis t der Ungleichung
d
dt

(
e−I(t).H(t)

)
= e−I(t)(Ḣ(t)− w(t).H(t)) ≤ e−I(t).v(t).w(t) :
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Aus

0 ≤ h(t) ≤ v(t) +
∫ t

t0
w(u).h(u).du

folgt für t ≥ t0 :

h(t) ≤ v(t) +
∫ t

t0
v(u).w(u). exp(

∫ t

u
w(τ).dτ).du.

EINE ABSCHÄTZUNG DER DIFFERENZ DER LÖSUNGEN
BENACHBARTER ANFANGSWERTPROBLEME:
Durch Anwendung des Gronwall-Lemmas (bzw. vorherige Substitution t = 2t0 − t̃ im Fall
t < t0) erhält man nach partieller Integration:

Sind ẋ = f(t,x), x(t∗0) = c und ẋ = g(t,x), x(t0) = d Anfangswertprobleme mit auf
einem Gebiet (welches die Punkte (t∗0, c) und (t0,d) enthält) stetigen Funktionen f
und g und gilt:

1. |t0 − t∗0| ≤ α,

2. ||c− d|| ≤ β,

3. f ist auf G beschränkt: ||f(t,x)|| ≤M ∀(t,x ∈ G),

4. f erfüllt auf G die Lipschitzbedingung mit Konstanter λ bezüglich x,

5. ||f(t,x)− g(t,x|| ≤ δ ∀(t,x) ∈ G,

so folgt für die eindeutig bestimmte Lösung ϕ des ersten und jede Lösung ψ des
zweiten Anfangswertproblems:

||ϕ(t)− ψ(t)|| ≤ (Mα+ β).eλ|t−t0| + δ

∫ |t−t0|

0
eλudu

für alle t des gemeinsamen Definitionsintervalls von ϕ und ψ. Daraus gewinnt man
auch die gröbere, aber einfachere Abschätzung:

||ϕ(t)− ψ(t)|| ≤ (Mα+ β + δ|t− t0|)eλ|t−t0|.

Speziell folgt, daß für d → c jede Lösung des Anfangswertproblems
ẋ = f(t,x), x(t0) = d gegen jene des Problems ẋ = f(t,x), x(t0) = c konvergiert
und zwar gleichmäßig auf jedem kompakten Teil des gemeinsamen Definitionsinter-
valls der Lösungen.
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Die obigen Abschätzungen bedeuten, daß bei vorgegebenem ε für jede feste Stelle t des
gemeinsamen Definitionsintervalls der Lösungen zweier Anfangswertprobleme diese Lösungen
sich an t um weniger als ε unterscheiden, falls die Probleme “eng genug benachbart” sind.
Speziell erhält man die

STETIGE ABHÄNGIGKEIT DER LÖSUNGEN VON PARAMETERN:
In der Praxis tritt häufig der Fall auf, daß die Funktion f eines Systems ẋ = f(t,x) von aus
Mathematisierung des praktischen Problems stammenden Parametern abhängt; es stellt sich
dann die Frage, welchen Einfluß fehlerhafte Parameterwerte auf die Lösung(en) haben.
Es gilt:

Ist die Funktion p→ f(t,x,p) von P ⊆ Rn → Rk an einer Stelle p0 gleichmäßig ste-
tig bezüglich (t,x) ∈ G ⊆ IRk+1 und erfüllt f(t,x,p0) auf G eine Lipschitzbedingung
bezüglich x, so konvergieren die Lösungen ϕp der Anfangswertprobleme

ẋ = f(t,x,p) , x(t0) = c

für p → p0 gegen die (eindeutig bestimmte) Lösung ϕp0 des Anfangswertproblems

ẋ = f(t,x,p0) , x(t0) = c

und zwar gleichmäßig auf jedem kompakten Teil des gemeinsamen Definitionsin-
tervalls der Lösungen. Diese Bedingungen sind speziell für auf kompaktem G × P
stetiges f erfüllt.

∗ DIFFERENZIERBARE ABHÄNGIGKEIT DER LÖSUNGEN VON PARAMETERN:
Bezeichnet man mit ϕp jeweils eine Lösung des Anfangswertproblems ẋ = f(t,x,p), x(t0) =
c so erhält man mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung, daß die Funktion
ϕp − ϕp0 Lösung des linearen Anfangswertproblems

ẋ = ∂f
∂x(t, ϕp0(t) + ϑ.(ϕp(t)− ϕp0(t)),p).x + ∂f

∂p(t, ϕp0(t),p0 + ϑ.(p− p0)).(p− p0)
x(t0) = 0

ist (wobei ϑ und ϑ von t und p abhängige Elemente aus (0, 1) sind).
Mit p = p0 + λej folgt daraus, daß

ϕp0+λej
−ϕp0

λ Lösung eines linearen Anfangswertproblems
der Gestalt

ẋ = A(t,p0, λ).x + b(t,p0, λ)
x(t0) = 0

ist mit an λ = 0 stetigen A und b.
Wegen der stetigen Abhängigkeit von Parametern (hier von λ) existieren also alle partiel-
len Ableitungen der Abbildungen p → ϕp(t) an der Stelle p0. Nochmalige Anwendung der
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Aussage über stetige Abhängigkeit von Parametern auf das Problem

ẋ = A(t,p, 0).x + b(t,p, 0)
x(t0) = 0

(Parameter: p) liefert die Stetigkeit der gefundenen partiellen Ableitungen und somit:

Erfüllt die Funktion f : [a, b] × Kr(c) × P (kompakt) ⊆ R × Rk × Rm → R die
Bedingungen:

1. (t,x) → f(t,x,p) ist für alle p ∈ P stetig,

2. x → f(t,x,p) und p → (t,x,p) sind differenzierbar mit bezüglich aller Varia-
blen stetigen partiellen Ableitungen, so sind für alle t0, t ∈ [a, b] die Lösungen
ϕp(t) der Anfangswertprobleme

ẋ = f(t,x,p)

x(t0) = c

in (stetig) differenzierbarer Weise von p ∈ P abhängig.

Es gilt: ∂ϕp

∂pj
(t) ist die (eindeutig bestimmte) Lösung des Anfangswertproblems

ẋ =
∂f

∂x
(t, ϕp(t),p).x +

∂f

∂p
(t, ϕp(t),p).ej .

2

Wie bereits aus Beispielen (s. etwa 3.4) bekannt ist, kann der Abstand der Lösungen zweier
benachbarter Anfangswertprobleme

ẋ = f(t,x), x(t0) = cbzw.d

mit wachsendem |t− t0| exponentiell wachsen, sodaß die Konvergenz der Lösungen für c → d
auf dem Gesamtintervall nicht gleichmäßig sein muß und das Verhalten für t → ∞ der
Lösungen benachbarter Anfangswertprobleme völlig verschieden sein kann.

5.2 LJAPUNOW-STABILITÄT

GRUNDBEGRIFFE:
Eine auf [a,∞) definierte Lösung ϕ des Systems g(t,x, ẋ) = 0 heißt STABIL (stable) IM
SINN VON LJAPUNOW AUF [a,∞), wenn für jedes t0 ∈ [a,∞) und alle hinreichend nahe
bei ϕ(t0) liegenden Anfangswerte c gilt:
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1. alle maximalen Intervall-Lösungen des Anfangswertproblems

g(t,x, ẋ) = 0, x(t0) = c

sind zumindest auf [t0,∞) definiert und

2. jede dieser Lösungen ψ unterscheidet sich auf ganz [t0,∞) beliebig wenig von ϕ.

Genauer: zu jedem t0 ∈ [a,∞) und jedem ε ∈ R+ gibt es ein δ(ε, to) ∈ R+ so daß aus
||ϕ(t0)− c|| < δ(ε, t0) folgt:

1. wie oben und

2. ||ϕ(t)− ψ(t)|| < ε ∀t ∈ [t0,∞),

für alle obigen ψ.

Man nennt eine auf [a,∞) definierte Lösung ϕ von g(t,x, ẋ) = 0 ATTRAKTIV (attractive)
AUF [a,∞), wenn für alle hinreichend nahe an ϕ(t0) liegenden Anfangswerte c, d.h. für
||ϕ(t0)− c|| < γ(t0) ∈ R+, gilt:

1) wie oben und

3) jede Lösung ψ von g(t,x, ẋ) = 0, x(t0) = c kommt im Unendlichen ϕ beliebig nahe,

d.h. erfüllt limt→∞ ||ϕ(t)− ψ(t)|| = 0.

Lösungen, die sowohl stabil als auch attraktiv auf [a,∞) sind, nennt man AUF [a,∞) ASYM-
PTOTISCH STABIL (asymptotically stable). Auf analoge Art kann man die Begriffe “sta-
bil”,“attraktiv”,“asymptotisch stabil” auf (−∞, a] definieren.
Direkt aus obigen Definitionen ist abzulesen:

1. Ist ϕ eine auf [a,∞) stabile Lösung von g(t,x, ẋ) = 0, so konvergieren für jedes
t0 ∈ [a,∞) die Lösungen ψ des Anfangswertproblems

g(t,x, ẋ = 0, x(t0) = c für c → ϕ(t0) gleichmäßig auf [t0,∞) gegen ϕ.

2. Ist ϕ eine auf [a,∞) stabile Lösung von g(t,x, ẋ) = 0, so bleibt jede Lösung
dieses Systems, die an einer Stelle t0 ∈ [a,∞) der Lösung ϕ hinreichend nahe
kommt, für alle größeren t nahe bei ϕ.

3. Asymptotische Stabilität von ϕ bedeutet, daß jede Lösung des Systems, die
ϕ an einer Stelle t0 ∈ [a,∞) hinreichend nahe kommt, nicht nur nahe bei ϕ
verbleibt, sondern ϕ im Unendlichen erreicht.

Laut Definition folgt aus “asymptotisch stabil” sowohl “stabil” als auch “attraktiv”.

Wie die folgenden Beispiele zeigen, sind die Begriffe “stabil” und attraktiv” vonein-
ander unabhängig.
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Beispiele:

1. ẍ = x

Eine Lösungsbasis ist et, e−t.

x(0) = 0 liefert die Null-Lösung

x(0) = c = ẋ(0) liefert x = cet → (sgn c).∞ für t→∞
x(0) = c = −ẋ(0) liefert x = ce−t → 0 für t→∞.

⇒ Die Null-Lösung ist für alle a ∈ R weder stabil noch attraktiv.

2. tẋ = −x
Lösungen 0 und x = c

t

x(1) = 0 liefert die Null-Lösung auf ganz R;

x(1) = c 6= 0 liefert die Lösung x = c
t auf (0,∞).

⇒ Die Null-Lösung ist für a ≤ 0 weder stabil noch attraktiv auf [a,∞), für a > 0
asymptotisch stabil auf [a,∞).

3. ẍ+ x = 0

Lösungsbasis: cos t, sin t

(gehörig zu den Anfangswerten x(0) = 1, ẋ(0) = 0 bzw. x(0) = 0, ẋ(0) = 1).

Für den Anfangswert x(0) = c, ẋ(0) = d erhält man die Lösung x = c. cos t + d. sin t,
die für kleine c, d in der Nähe von 0 bleibt, aber für t→∞ nicht gegen 0 konvergiert.

⇒ die Null-Lösung ist auf [0,∞) stabil, aber nicht attraktiv.

4. Um zu einem Beispiel einer attraktiven, aber nicht stabilen Lösung zu gelangen, kann
man eine Lösung der Gestalt

r(t) = c1.f(t, ϕ)
ϕ(t) = c2 (in Polarkoordinaten)

mit passendem f suchen. Das System lautet dann

ṙ =
∂f
∂t

(t,ϕ)

f(t,ϕ) r

ϕ̇ = 0.

Wählt man für f(t, ϕ) eine bezüglich t rationale Funktion, so ist, wenn der Grad des
Nenners größer als jener des Zählers ist, die Attraktivität der Null-Lösung auf jedem
Intervall [a,∞), auf dem f für alle ϕ definiert ist, gesichert.

Für f(t, ϕ) = 1+2t2 sin2 ϕ
1+t+t3 sin6 ϕ

erhält man für den Anfangswert (r, ϕ)(0) = (sin c, c)

die Lösung r(t) = sin c 1+2t2 sin2 c
1+t+t3 sin6 c

, ϕ(t) = c.
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Wählt man eine Folge {cn} → 0, so konvergiert die Folge der Anfangswerte

(r, ϕ)(0) = (sin cn, cn) gegen (0, 0).

Es gilt für die Zeitpunkte tn = 1
sin3 cn

→ +∞ : r(tn) = sin4 cn+2
sin3 cn+2

→ 1.

Die Null-Lösung ist daher auf keinem Intervall [a,∞) stabil.

Aus den Ergebnissen über benachbarte Anfangswertprobleme ergibt sich:

Erfüllt f auf dem betrachteten Bereich eine Lipschitzbedingung bezüglich x, so
genügt es, die Existenz der Zahlen δ(ε, t0) bzw. γ(t0) in den obigen Definitionen
für das System ẋ = f(t,x) für den Wert t0 = a zu verlangen, um deren Existenz
für jedes t0 ∈ [a,∞) zu sichern. (Diese Zahlen bleiben aber im allgemeinen von t0
abhängig!)

Das Stabilitätsverhalten einer Lösung kann vom betrachteten Intervall [a,∞) abhängen (s.
Bsp.2). In vielen Fällen kann aber a beliebig im maximalen Definitionsintervall der betrach-
teten Lösung gewählt werden ohne das Verhalten zu beeinflussen.
Ist eine Lösung ϕ des Systems g(t,x, ẋ) = 0 für jedes a im maximalen Definitionsintervall
von ϕ (als Lösung) stabil bzw. attraktiv bzw. asymptotisch stabil auf [a,∞), so nennt man
ϕ STABIL bzw. ATTRAKTIV bzw. ASYMPTOTISCH STABIL FÜR t→∞.

DIE REDUKTION DES STABILITÄTSPROBLEMS AUF NULL-LÖSUNGEN:
Durch die Substitution x = ϕ(t) + y erhält man:

Das Stabilitätsproblem der Lösung ϕ des Systems g(t,x, ẋ) = 0 ist äquivalent zum
Problem der Stabilität der Null-Lösung des Systems
g(t, ϕ(t) + y, ϕ̇(t) + ẏ) = 0.
Im Fall eines expliziten Systems ẋ = f(t,x) erhält man wieder ein explizites System:
ẏ = f(t, ϕ(t) + y)− f(t, ϕ(t)).

Da für autonome Systeme ẋ = f(x) gilt: x = ϕ(t) ist Lösung des Anfangswertproblems mit
x(0) = c genau dann, wenn x = ϕ(t− t0) Lösung des Problems mit x(t0) = c ist, folgt:

Ist eine Lösung ϕ eines autonomen Systems ẋ = f(x) stabil bzw. attraktiv bzw.
asymptotisch stabil auf [a,∞) für ein a ∈ D(ϕ), so ist ϕ stabil bzw. attraktiv bzw.
asymptotisch stabil für t→∞.

DAS STABILITÄTSVERHALTEN DER LÖSUNGEN LINEARER SYSTEME:
Bei linearen Systemen ẋ = A(t).x+b(t) existieren alle Lösungen auf dem maximalen Stetig-
keitsintervall von A und b. Man erhält aus Obigem:
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Ist I (rechte Grenze: +∞) das maximale Stetigkeitsintervall von A und b, so ist
das Stabilitätsverhalten jeder Lösung des Systems ẋ = A(t).x + b(t) auf [a,∞) (a
beliebig in I) dasselbe wie jenes der Null-Lösung des homogenen Systems ẋ = A(t).x
auf [a,∞).

Aus den bekannten Lösungsformeln für Anfangswertaufgaben homogener Systeme folgt daher:

Die Lösungen des Systems ẋ = A(t).x+b(t) sind genau dann stabil auf [a,∞), wenn
das homogene System eine Lösungsbasis mit auf [a,∞) beschränkter Wronski-Matrix
hat. In diesem Fall sind die Wronski-Matrizen aller Lösungsbasen des homogenen
Systems auf [a,∞) beschränkt.
Die Lösungen des Systems ẋ = A(t).x + b(t) sind genau dann asymptotisch stabil
auf [a,∞), wenn das homogene System eine Lösungsbasis mit für t → ∞ gegen 0
strebender Wronski-Matrix hat. In diesem Fall gilt limt→∞W (t) = 0 für die Wronski-
Matrizen aller Lösungsbasen.
Ist die Matrix A(t) auf ihrem Stetigkeitsintervall beschränkt, gelten alle Stabilitäts-
aussagen für t→∞.

Die Lösungen des Systems ẋ = A.x + b(t) mit konstanten Koeffizienten sind genau
dann stabil für t→∞, wenn die Eigenwerte von A alle nichtpositiven Realteil haben
und im Fall Reλ = 0 die Vielfachheit von λ gleich der Dimension des zugehörigen
Eigenraums ist.
Die Lösungen des Systems ẋ = A.x + b(t) sind genau dann asymptotisch stabil für
t→∞, wenn alle Eigenwerte von A negativen Realteil haben.
Alle diese Aussagen gelten für beliebige, auf [a,∞) definierte Störfunktionen b(t).

Für zweidimensionale autonome Systeme folgt daraus:

1. Ist der Ursprung ein anziehender Brennpunkt oder Knoten des homogenen
Systems, so sind alle Lösungen asymptotisch stabil.

2. Ist der Ursprung ein Zentrum des homogenen Systems, so sind alle Lösungen
stabil.

3. Ist der Ursprung ein Sattelpunkt oder ein abstoßender Brennpunkt bzw. Kno-
ten, so sind alle Lösungen instabil.

STABILITÄTSUNTERSUCHUNG MIT HILFE ERSTER INTEGRALE:
Mit Hilfe des Existenzsatzes von Peano erhält man für stetiges F :
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Ist die Funktion f zumindest auf S(a, %) = [a,∞)×K%(0) stetig und F ein zumindest
dort definiertes stetiges erstes Integral des Systems ẋ = f(t,x) mit f(t,0) = 0 (d.h.
mit der trivialen Null-Lösung), so ist die Null-Lösung des Systems stabil auf [a,∞),
falls F folgende Bedingungen erfüllt:

1. F (t,0) = 0;

2. zu jedem σ < % gibt es ein εσ < σ, so daß für passendes s(εσ) > 0 gilt:

|F (t,x)| ≥ s(εσ) falls t ≥ a und εσ ≤ ||x|| ≤ σ.

Die Existenz von εσ ist speziell dann gesichert, wenn es eine stetige Funktion W :
K%(0) → R gibt mit W (x) 6= 0 für x 6= 0 und |W (x)| ≤ |F (t,x)| ∀(t,x) ∈ S(a, %)

Im Fall eines von t unabhängigen ersten Integrals F kann man oft F selbst als W verwenden.
Die angeführten Bedingungen sind nur hinreichend, da auch im Fall der Stabilität der Null-
Lösung nicht jedes erste Integral die geforderten Bedingungen erfüllen muß.

Beispiele:

1. ẍ+ g
l . sinx = 0 (ungedämpftes Pendel)

Äquivalentes System:

ẋ = y
ẏ = −g

l . sinx.

Ein erstes Integral ist y2

2 −
g
l . cosx+ c.

Um die erste Bedingung zu erfüllen, wählt man c = g
l

F (x, y) = y2

2 −
g
l . cosx+ g

l .

Da F von t unabhängig ist, kann man mit W = F setzen und erhält, daß die Null-
Lösung stabil für t→∞ ist.

2. ẋ = cy(r + α) r = Polarradius

ẏ = −cx(r − β)

Aus −cx(r − β).ẋ = cy(r + α).ẏ erhält man die (exakte) Differentialgleichung

x(r − β).dx+ y(r + α).dy = 0

und daraus das erste Integral F (x, y) = 1
3

√
x2 + y23 − β

2x
2 + α

2 y
2.

Wieder kann man W = F ansetzen; die erste Bedingung ist erfüllt. Im Fall α + β = 0
ist F (x, y) = r2(1

3r + α) und somit die Null-Lösung stabil für t→∞.

Sonst ergibt sich (in Polarkoordinaten):

F (x, y) 6= 0 ⇔ sin2 ϕ 6= 3β−2r
3(α+β) (ϕ = Polarwinkel, (x, y) 6= 0).

Ist also β = 0 und α > 0 oder der Bruch β
α+β negativ bzw. größer als 1, so ist die

Null-Lösung stabil für t→∞. In den übrigen Fällen liefert das Verfahren mit F keine
Aussage.
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5.3 DIE DIREKTE METHODE VON LJAPUNOW

BEZÜGLICH x POSITIV DEFINITE FUNKTIONEN:
Eine Funktion V : S(a, σ) → R heißt BEZÜGLICH x POSITIV DEFINIT bzw. POSI-
TIV SEMIDEFINIT (positive (semi)definite with respect to x), wenn es eine nur von x
abhängige Funktion W : Kσ(0) → R gibt, die positiv definit bzw. semidefinit ist und die
Ungleichung W (x) ≤ V (t,x) für alle (t,x) ∈ S(a, σ) erfüllt. Analog definiert man NEGATIV
(SEMI)DEFINIT BEZÜGLICH x.
Ist eine stetige Funktion W positiv definit, so kann man zur Funktion α∗ : r →
infr≤||x||≤σW (x) eine streng monotone Minorante konstruieren und erhält:

Eine stetige Funktion W : Kσ(0) → R ist positiv definit genau dann, wenn es eine
stetige, streng monoton wachsende Funktion α : [0, σ] → R mit α(0) = 0 gibt, die
auf Kσ(0) die Ungleichung W (x) ≥ α(||x||) erfüllt.

LJAPUNOW-FUNKTIONEN:
Für jedes differenzierbare erste Integral F (t,x) eines Systems ẋ = f(t,x) und jede Lösung ϕ
erhält man c = F (t, (ϕ(t)) und daher
0 = Ḟ (t, ϕ(t)) = ∂F

∂t (t, ϕ(t)) +
∑k
j=1

∂F
∂xj

(t, ϕ(t)).fj(t, ϕ(t)).

Für eine differenzierbare Funktion V : (t,x) → V (t,x) ∈ R nennt man
V̇ (t,x) = ∂V

∂t (t,x) +
∑k
j=1

∂V
∂xj

(t,x).fj(t,x) die ABLEITUNG VON V BEZÜGLICH DES

SYSTEMS oder LÄNGS DER TRAJEKTORIEN DES SYSTEMS (derivative of V with
respect to the system oder along the orbits of the system) ẋ = f(t,x). Laut Konstruktion
gilt:

Ḟ (t,x) = 0 für jedes erste Integral F (t,x) des Systems ẋ = f(t,x) und jedes x,
welches auf einer Trajektorie liegt.

Eine zumindest auf S(a, %) definierte, differenzierbare Funktion V mit Werten in R heißt
eine LJAPUNOW-FUNKTION (Ljapunow function) des zumindest auf S(a, %) definierten
Systems ẋ = f(t,x) mit f(t,0) = 0, wenn gilt:

a) V (t,0) = 0 ∀t ≥ a und für geeignetes σ < % :

b) V (t,x) ist auf S(a, σ) positiv definit bezüglich x;

c) V̇ (t,x) ist auf S(a, σ) negativ semidefinit bezüglich x.

“Positiv” und “negativ” in b) und c) können auch vertauscht werden (Verwendung von −V
liefert dann die ursprüngliche Eigenschaft).

132



Ist V von t unabhängig, so kann die in der Definition der Definitheit auftretende Funktion W
gleich V gesetzt werden; analog für V̇ . Jedes positiv definite erste Integral ist eine Ljapunow-
Funktion.
Aufgrund der Definitheitseigenschaften der Ljapunow-Funktionen kann man sie als verallge-
meinerte Distanzen im x-Raum auffassen und erhält:

Gibt es zum System ẋ = f(t,x) mit zumindest auf S(a, %) stetigem f und f(t,0) = 0
eine Ljapunow-Funktion, so ist die Null-Lösung des Systems stabil auf [a,∞).

Aus der Stetigkeit von V folgt ferner:

Gibt es zum System ẋ = f(t,x) mit zumindest auf S(a, %) stetigem f und f(t,0) = 0
eine Ljapunow-Funktion V , mit

c’) V̇ ist negativ definit bezüglich x;

d) limx→0 V (t,x) = 0 gleichmäßig bezüglich t ∈ [a,∞);

so ist die Null-Lösung des Systems asymptotisch stabil auf [a,∞).

Auf ähnliche Art erhält man die folgenden beiden

BEDINGUNGEN FÜR INSTABILITÄT:

Gibt es zum System ẋ = f(t,x) mit zumindest auf S(a, %) stetigem f und f(t,0) = 0
eine differenzierbare Funktion V : S(a, %) → R mit den Eigenschaften

a) V (t,0) = 0;

b) zu jedem hinreichend kleinen σ < % gibt es ein t0 ≥ a und ein c ∈ Kσ(0) mit
V (t0, c) < 0;

c’) V̇ ist negativ definit bezüglich x;

d) limx→0 V (t,x) = 0 ist gleichmäßig bezüglich t ∈ [a,∞),

so ist die Null-Lösung des Systems instabil auf [a,∞).
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Gibt es zum System ẋ = f(t,x) mit zumindest auf S(a, %) stetigem f und f(t,0) = 0
ein σ < % und eine stetig differenzierbare Funktion V : S(a, %) → R, sowie ein Gebiet
X ⊆ Kσ(0) mit:

a’) V (t,x) = 0 ∀t ≥ a, ∀x ∈ Kσ(0) ∩RdX;

b∗) V (t,x) ist auf [a,∞)×X positiv und beschränkt (≤ S);

c) V̇ (t,x) ≥ α(V (t,x)) auf a,∞)×X für eine stetige, monoton wachsende Funktion
α : [0, S] → R mit α(u) = 0 ⇔ u = 0;

e) 0 ∈ RdX,

so ist die Null-Lösung des Systems instabil auf [a,∞).

Es gibt kein allgemeines Verfahren zur Konstruktion von Ljapunow-Funktionen bzw. Funktio-
nen, die Instabilität sichern. Oft ist ein erstes Integral eines vereinfachten Systems brauchbar.
Ist V von t unabhängig, so ist Bedingung d) trivialerweise erfüllt. Derartige Funktionen V
verwendet man stets bei autonomen Systemen.

Beispiele:

1. ẍ+ h(t).ẋ+ g
l . sinx = 0 (gedämpftes Pendel).

Das äquivalente System lautet:

ẋ = y
ẏ = −g

l sinx− h(t)y.

Untersuchung der Null-Lösung:

Das erste Integral V (x, y) = y2

2 −
g
l cosx+ g

l der Gleichung des ungedämpften Pendels
liefert: V̇ (x, y) = −h(t).y2.

V ist auf S(a, σ) für hinreichend kleines σ positiv definit (also positiv definit bezügl.
(x, y), da t nicht auftritt);

V̇ ist dort negativ semidefinit bezüglich (x, y) falls h(t) ≥ s > 0 auf [a,∞);

V ist dann eine Ljapunow-Funktion des Systems, die die Stabilität der Null-Lösung auf
[a,∞) sichert.

In allen übrigen Fällen sind weder c) noch c’) noch a’) und c) erfüllt, sodaß man mit
Hilfe von V keine Aussage erhält.

Untersuchung der konstanten Lösung x = π (y = 0) : Substitution x = π+u, y = v
liefert das neue System

u̇ = v
v̇ = g

l sinu− h(t)v.
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Für V (u, v) = v2

2 + g
l cosu− g

l (erstes Integral des ungedämpften Systems) erhält man
V̇ (u, v) = −h(t)v2.

V ist für alle σ > 0 auf S(a, σ) indefinit, also keine Ljapunow-Funktion;

V̇ erfüllt c’) nicht.

Wählt man X = {(u, v) ∈ Kσ(0, 0)|v > 0, v2 > 2gl (1 − cosu)}, so sind a’),b∗) und e)
erfüllt. Die Überprüfung von c) führt auf

−h(t)v2 ≥ α

(
v2

2
− g

l
(1− cosu)

)
.

Für h(t) ≤ s < 0 kann man α(z) = − sz
2 wählen und erhält so laut 2 die Instabilität der

konstanten Lösung x = π.

In allen übrigen Fällen ist c) nicht erfüllt und V liefert keine Aussage.

Wählt man V (u, v) = v2

2 sinu, σ = π
4 und X = (0, π4 ) × (0, 1), so erhält man für den

Fall ohne Dämpfung V̇ (u, v) = v3

2 cosu + g
l .v. sin

2 u ≥ v4

4 ≥ (V (u, v))2 auf R ×X und
damit Instabilität laut 2.

2. ẋ = 2x3y2 − x
ẏ = −y
V (x, y) = y2 liefert V̇ (x, y) = −2y2.

V ist positiv semidefinit, V̇ negativ semidefinit, daher ist mit V keine Stabilitätsaussage
zu erhalten.

Analoges gilt für V (x, y) = x2.

Wählt man jedoch V (x, y) = x2 + y2, erhält man

V̇ (x, y) = 4x4y2 − 2x2 − 2y2 = 2y2(2x4 − 1)− 2x2;

V̇ ist negativ definit, daher ist die Null-Lösung asymptotisch stabil für t→∞.

∗ WEITERE STABILITÄTSKRITERIEN
Durch die Annahme, daß die Lösung ϕ des Anfangswertproblems ẋ = f(t,x), x(t0) = c für
t = t1 den Rand von Kσ(0) erreicht, erhält man auf indirektem Wege:
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Gibt es zum System ẋ = f(t,x) mit auf S(a, %) stetiger Funktion f (mit f(t,0) = 0
für t ≥ a) zu jedem σ < % eine differenzierbare Funktion
Vσ : S(a, %) → R mit:

1. Vσ(t,x) > 0 für ||x|| = σ und t ≥ a

2. Vσ(t,0) < inf ||x||=σ Vσ(t,x) für t ≥ a

3. V̇σ(t,x) ≤ 0 auf S(a, %),

4. ∂Vσ
∂t (t,x) ≥ 0 auf S(a, %).

so ist die Null-Lösung des Systems stabil auf [a,∞).

Für autonome Systeme führt der Ansatz Vσ(x) = V (x) + λ(σ).(F (x) − d)2 mit λ(σ) =
Quotient von max||x||=σ |V (x)|+ 1 und min(F (x)− d)2 auf der Menge
{x| ||x|| = σ; d(x,B) ≥ geeignetes δ}, über das obige Kriterium zur Aussage:

Ist F (x) ein erstes Integral des autonomen Systems ẋ = f(x) (f stetig auf K%(0)
und f(0) = 0), für das F (0) = d gilt und existiert eine differenzierbare Funktion
V : K%(0) → R mit:

1. V positiv definit auf B = {x|F (x) = d} ∩K%(0),

2. V̇ negativ semidefinit auf K%(0),

so ist die Null-Lösusng des Systems stabil für t→∞.

Für nicht autonome Systeme ist ein analoger Ansatz möglich, aber nicht zielführend.
2

Für die autonomen Systeme in der Ebene bietet sich als weitere Möglichkeit die

TRANSFORMATION IN POLARKOORDINATEN:

Setzt man x = r cosϕ und y = r sinϕ, so erhält man aus einem autonomen System

ẋ = p(x, y)
ẏ = q(x, y)

ein neues System

ṙ = P (r, ϕ)
ϕ̇ = Q(r, ϕ),

für das in manchen Fällen (etwa aus dem Vorzeichen von ṙ) Rückschlüsse auf die
Stabilität von Lösungen gezogen werden können.
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(Allgemeine Behandlung autonomer Systeme siehe 5.4).

Beispiel:
ẋ = x− y(1− x2 − y2)
ẏ = y + x(1− x2 − y2)
liefert
rṙ = xẋ+ yẏ = x2 + y2 = r2

r2ϕ̇ = xẏ − yẋ = (x2 + y2)(1− x2 − y2) = r2(1− r2)
und somit ṙ = r (daß das auch für r = 0 gilt, erkennt man aus dem ursprünglichen System)
und ϕ̇ = 1− r2.

Da ṙ für r 6= 0 positiv ist und sogar mit r monoton wächst, folgt, daß sich jede von der Null-
Lösung verschiedene Lösung für wachsendes t immer weiter von der Null-Lösung entfernt; die
Null-Lösung ist also instabil.

5.4 LINEARISIERUNG

DIE INDIREKTE METHODE:
Um den Schwierigkeiten bei der direkten Methode von Ljapunow auszuweichen, geht man oft
den indirekten Weg, indem man anstelle des gegebenen Systems

ẋ = f(t,x) = h(t,x) + s(t,x)

ein einfacheres System ẋ = h(t,x) untersucht. Man nennt s(t,x) eine STÖRUNG (pertur-
bation) des Systems ẋ = h(t,x) und ẋ = h(t,x) + s(t,x) das durch s(t,x) GESTÖRTE
(perturbed) SYSTEM. Ziel ist, aus dem Stabilitätsverhalten der Lösungen des ungestörten
Systems ẋ = h(t,x) Rückschlüsse auf das der Lösungen des gestörten Systems zu treffen.
Speziell bietet sich die Methode an, Systeme als gestörte lineare Systeme zu betrachten.

DER VERGLEICH EINES SYSTEMS UND SEINER LINEARISIERUNG
BEZÜGLICH STABILITÄT:
Beispiele:

1. ẋ = x2

Allgemeine Lösung: x = c
1−ct (c = x(0)).

Der Definitionsbereich jeder solchen Lösung endet für c 6= 0 an der Stelle t = 1
c .

Wählt man c beliebig nahe an 0 und positiv, so ist die Lösung des entsprechenden
Anfangswertproblems nicht bis ∞ definiert.

0 ist daher eine instabile Lösung.

Die Linearisierung um x0 lautet: ẋ = 2x0x− x2
0;

Linearisierung um 0 : ẋ = 0

Allgemeine Lösung: x = c

Daher ist 0 stabile Lösung (für t→∞) der Linearisierung um 0.
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2. ẋ = −x
ẏ = (sin ln t+ cos ln t− 2)y + e3tx2

Die Linearisierung um (0, 0) lautet:

ẋ = −x
ẏ = (sin ln t+ cos ln t− 2)y

Jede dieser Gleichungen ist durch Trennung der Variablen lösbar; man erhält:

x = c.e−t, y = d.et(sin ln t−2);

da beide Exponenten für alle t > 0 negativ sind, folgt, daß die Null-Lösung des lineari-
sierten Systems auf [a,∞) asymptotisch stabil ist für beliebiges positives a.

Für das ursprüngliche System erhält man wieder x = c.e−t und daher für y die Glei-
chung ẏ = (sin ln t + cos ln t − 2)y + c2et. Aus der allgemeinen Lösung der homogenen
Gleichung (s. linearisiertes System) erhält man durch Variation der Konstanten:

y = d.et(sin ln t−2) + c2.et(sin ln t−2).
∫ t
0 e

−u(sin lnu−3)du.

Mit Hilfe der Regel von de l’Hospital erkennt man, daß der zweite Summand für t→∞
unbeschränkt wird.

Daher ist die Null-Lösung instabil.

3. ẋ = x− etx3 (Bernoulli-Differentialgleichung).

Die Substitution y = x−2 liefert ẏ = −2y + 2et und damit y = c.e−2t + 2
3e
t mit

c = y(0)− 2
3 ;

Daher: x = ±
((

1
x(0)2

− 2
3

)
e−2t + 2

3e
t
)− 1

2 → 0 für t→∞.

Die Null-Lösung ist also attraktiv.

|x| < ε gilt genau dann, wenn 1
x(0)2

> e2t

ε2
+ 2

3(1− e3t) = g(t)

g(t) hat ein Maximum für t = −2 ln ε, woraus folgt:

|x| < ε für |x(0)| <
√

3ε3√
1+2ε6

; die Null-Lösung ist asymptotisch stabil.

Die Linearisierung um 0 lautet: ẋ = x :

allgemeine Lösung: x = x(0).et.

Die Null-Lösung der Linearisierung ist also instabil.

Aus diesen Beispielen erkennt man, daß sich ohne zusätzliche Voraussetzung kein Schluß
bezüglich Stabilität mit Hilfe des linearisierten Systems machen läßt.

GLEICHMÄSSIGE STABILITÄT:
Man nennt eine Lösung ϕ des Systems g(t,x, ẋ) = 0 GLEICHMÄSSIG STABIL bzw.
GLEICHMÄSSIG ASYMPTOTISCH STABIL auf [a,∞), wenn alle in den Definitionen von
“stabil” bzw. “asymptotisch stabil” auftretenden Konvergenzaussagen gleichmäßig bezüglich
t0 aus [a,∞) gelten.
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ϕ ist also genau dann gleichmäßig stabil auf [a,∞), wenn die Zahl δ(ε) in der Definition der
Stabilität unabhängig von t0 ≥ a gewählt werden kann, d.h. die Null-Lösung eines Systems ist
genau dann gleichmäßig stabil, wenn die Lösung ψ des entsprechenden Anfangswertproblems
mit x(t0) = c für c → 0 gleichmäßig bezüglich t und t0 aus [a,∞) gegen 0 konvergiert.
ϕ ist genau dann gleichmäßig asymptotisch stabil, wenn zusätzlich gilt: es gibt ein von t0 ∈
[a,∞) unabhängiges γ ∈ IR+ so daß für ||c− ϕ(t0)|| < γ der Grenzübergang
limt→∞ ||ψt0(t) − ϕ(t)|| = 0 gleichmäßig bezüglich t0 ≥ a ist (dabei ist ψt0 Lösung des
Anfangswertproblems x(t0) = c).
Es gibt also dann zu jedem ε ∈ R+ ein T (ε) mit ||ψt0(t)− ϕ(t)|| < ε für alle t0 ≥ a und alle
t > t0 + T (ε).
Berücksichtigt man, daß die Lösung des Anfangswertproblems ẋ = A(t).x, x(t0) = c gegeben
ist durch x = W (t).W (t0)−1.c, wobei W die Wronski-Matrix einer Lösungsbasis ist, so erhält
man für lineare Systeme:

Die Null-Lösung des Systems ẋ = A(t).x ist genau dann gleichmäßig stabil auf
[a,∞), wenn es eine von t0 unabhängige Schranke für ||W (t).W (t0)−1|| auf [a,∞)
gibt. Die Null-Lösung des Systems ẋ = A(t).x ist genau gleichmäßig asymptotisch
stabil, wenn zusätzlich zu jedem ε ∈ R+ ein T (ε) ∈ R+ (von t0 unabhängig) existiert
mit ||W (t).W (t0)−1|| < ε für t > t0 + T (ε).

Da die Lösungen linearer Systeme mit konstanten (oder periodischen) Koeffizienten nur durch
eine beschränkte Matrix (T bzw. P (t)) und eine Exponentialmatrix mit Variabler t − t0
bestimmt sind, folgt:

Ist die Null-Lösung eines linearen Systems mit konstanten (oder periodischen) Ko-
effizienten stabil bzw. asymptotisch stabil für t → ∞, so ist sie gleichmäßig stabil
bzw. gleichmäßig asymptotisch stabil auf [a,∞) für alle a ∈ R.

EINE EXPONENTIELLE ABSCHÄTZUNG:
Aus den obigen Kriterien für gleichmäßige asymptotische Stabilität der Null-Lösung eines
linearen Systems erhält man:

Ist die Null-Lösung des linearen Systems ẋ = A(t).x gleichmäßig asymptotisch stabil
auf [a,∞), so gibt es zu jeder Lösungsbasis des Systems positive reelle Zahlen α und
β für die gilt: ||W (t).W (t0)−1|| ≤ α.e−β(t−t0) ∀t ≥ t0 ≥ a (dabei istW die Wronski-
Matrix der betrachteten Basis).
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STABILITÄTSUNTERSUCHUNG MIT HILFE DER LINEARISIERUNG:
Unter Zuhilfenahme der obigen Abschätzung und des Gronwall-Lemmas erhält man aus der
Darstellung

ϕ(t) = W (t).W (t0)−1.c +W (t)
∫ t

t0
.W (u)−1.s(u, ϕ(u))du

jeder Lösung ϕ des Anfangswertproblems ẋ = A(t).x + s(t,x), x(t0) = c :

Ist die Null-Lösung des Systems ẋ = A(t).x gleichmäßig asymptotisch stabil auf
[a,∞) und gilt limx→0

||s(t,x)||
||x|| = 0 gleichmäßig bezüglich t ∈ [a,∞), so ist die Null-

Lösung des Systems ẋ = A(t).x + s(t,x) asymptotisch stabil auf [a,∞).

Wie das folgende Beispiel zeigt, ist die Situation bei Instabilität komplizierter:

Beispiel:
Das System

ẋ = y − xf(x)
ẏ = z − yg(y)− 2x3

ż = −zh(z)− 2(y2 + x4)y

hat für viele Funktionen f, g, h um (0, 0, 0) die Linearisierung

ẋ = y

ẏ = z

ż = 0

mit 0 als dreifachem Eigenwert und mit Lösungsbasis (1, 0, 0), (t, 1, 0),
(
t2

2 , t, 1
)
.

Die Null-Lösung des linearisierten Systems ist also instabil. Wählt man zur Untersuchung
des nichtlinearen Systems die Funktion
V (x, y, z) = z2 + (y2 + x4)2

so erhält man
V̇ (x, y, z) = −2z(zh(z) + 2(y2 + x4)y) + 2(y2 + x4)(2y(z − yg(y)− 2x3) + 4x3(y − xf(x))) =

= −2(z2h(z) + (y2 + x4)(2y2g(y) + 4x4f(x))
Im Fall f(u) = g(u) = h(u) = u2 d.h. für das System

ẋ = y − x3

ẏ = z − y3 − 2x3

ż = −z3 − 2(y2 + x4)y

ist somit V̇ negativ definit und, da t nirgends auftritt, 0 asymptotisch stabile Lösung.
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Für f(x) = −x4

2 , g(y) = −y2, h(z) = −z2, d.h. für das System

ẋ = y +
x5

2
ẏ = z + y3 − 2x3

ż = z3 − 2(y2 + x4)y

erhält man V̇ (x, y, z) = 2(z4 + (y2 + x4)(2y4 + 2x8)).
Ein Vergleich mit V 2(x, y, z) = z4 + (y2 + x4)4 + 2z2(y2 + x4)2 ≤ 2(z4 + (y2 + x4)4) liefert
wegen (y2 + x4)3 ≤ (y2 + x4)2 ≤ 2(y4 + x8) für y2 + x4 ≤ 1 :
V̇ (x, y, z) ≥ V 2(x, y, z) für y2 + x4 ≤ 1.
Somit ist 0 nach dem 2.Instabilitätskriterium (man wähle X = Kσ(0) \ {0} mit σ < 1)
instabile Lösung des nichtlinearen Systems.
Im Spezialfall eines Systems ẋ = A.x + s(t,x) mit mindestens einem Eigenwert von A mit
positivem Realteil kann man aber folgendermaßen vorgehen:

1. Transformation in ein System ẏ = B.y+T−1s(t, Ty) in dem B die Gestalt der Jordan-
Normalform von A hat, jedoch mit einem zu wählenden Element b anstelle allfälliger
Einser oberhalb der Hauptdiagonale. B wird so gewählt, daß die Eigenwerte von A mit
positivem Realteil die ersten k Elemente der Hauptdiagonale sind,

2. Abschätzen von α̇(t) − β̇(t), wobei α(t) und β(t) die euklidische Norm der Vektoren
(ϕ1(t), . . . , ϕk(t)) bzw. (ϕk+1(t), . . . , ϕn(t)) bezeichnet,

3. Wahl eines geeigneten Anfangswertes für dessen zugehörige Lösung ϕ(t) die Unbe-
schränktheit des Vektors (ϕ1(t), . . . , ϕk(t)) auf [t0,∞) folgt.

Aus diesen Überlegungen und dem vorherigen Beispiel erhält man:

Hat die Matrix A mindestens einen Eigenwert mit positivem Realteil und gilt
limx→0

||s(t,x)||
||x|| = 0 gleichmäßig bezüglich t ∈ [a,∞), so ist die Null-Lösung des

Systems ẋ = A.x + s(t,x) instabil auf [a,∞).
Aus der Instabilität der Null-Lösung von ẋ = A(t).x kann im allgemeinen nicht
einmal bei von t unabhängiger Funktion s auf die Instabilität der Null-Lösung des
Systems ẋ = A(t).x+s(t,x) geschlossen werden! Dies trifft speziell auch auf den Fall
einer konstanten Matrix A(t) = A zu, für die die Instabilität von 0 für das lineare
System von mehrfachen Eigenwerten auf der imaginären Achse herrührt.

Beispiele:

1. ẋ = x2, Linearisierung um 0 : ẋ = 0

0 ist stabile, jedoch nicht asymptotisch stabile Lösung der linearisierten Gleichung; 0
ist instabil als Lösung der ursprünglichen Gleichung.
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2.

ẋ = −y + βx(x2 + y2)
ẏ = x+ βy(x2 + y2)

Das linearisierte System hat als Systemmatrix A =

(
0 −1
1 0

)
; Eigenwerte: ±i;

daher ist die Null-Lösung gleichmäßig stabil auf jedem Intervall [a,∞).

Das ursprüngliche System liefert in Polarkoordinaten:

rṙ = xẋ+ yẏ = βr4 ⇒ ṙ = βr3

(Außerdem erhält man für den Polarwinkel ϕ : ϕ̇ = 1).

Für die Null-Lösung des Systems gilt also:

0 ist asymptotisch stabil für β < 0, stabil für β = 0, instabil für β > 0.Man beachte, daß
s(t, x, y) hier von t unabhängig ist; die Konvergenz von ||s(t,ϕ)||

||(x,y)|| gegen 0 für (x, y) → (0, 0)
ist also gleichmäßig bezüglich t.

3.

ẋ = −x
ẏ = (sin ln t+ cos ln t− 2)y + x2

Die allgemeine Lösung des linearisierten Systems ist

x = c.e−t, y = d.et(sin ln t−2);

die Lösung 0 ist asymptotisch und gleichmäßig stabil auf [a,∞), da die Exponenten
negativ sind (a ≥ 0).

s(t, x, y) = (0, x2) ist von t unabhängig, also konvergiert ||s(t,x,y)||
||(x,y)|| für (x, y) → (0, 0)

gleichmäßig bezüglich t gegen 0.

Da die Null-Lösung des ursprünglichen Systems instabil ist, folgt, daß die Null-Lösung
des linearisierten Systems nicht gleichmäßig asymptotisch stabil auf [a,∞) ist (a ≥ 0).

4. ẋ = x− etx3.

s(t, x) = −etx3; |s(t,x)|
|x| = etx2 → 0 für x→ 0,

jedoch nicht gleichmäßig bezüglich t ≥ a a ∈ R.

Das erklärt warum die Null-Lösung zwar instabil für die linearisierte Gleichung ist,
jedoch sogar asymptotisch stabil für die ursprüngliche.

5. Pendel mit konstanter (nichtnegativer) Dämpfung

ẍ+ hẋ+ g
l sinx = 0
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Äquivalentes System:

ẋ = y

ẏ = −hy − g

l
sinx

Linearisierung um (0, 0):

ẋ = y

ẏ = −hy − g

l
x

Systemmatrix ist: (
0 1
−g
l −h

)

Eigenwerte:

−h±
√
h2 − 4.g/l
2

.

Die Realteile sind entweder negativ oder gleich 0 (nur im Fall h = 0); die Null-Lösung
der Linearisierung ist also (gleichmäßig) asymptotisch stabil bzw. (gleichmäßig) stabil
für t → ∞; da die Gleichung von t unabhängig ist, folgt dasselbe für die Null-Lösung
der ursprünglichen Gleichung (für h > 0).

Die Untersuchung der konstanten Lösung x = π führt auf das System

ẋ = y

ẏ = −hy +
g

l
sinx

Linearisierung um 0 :

ẋ = y

ẏ = g
l x− hy

Systemmatrix:

(
0 1
g
l −h

)

Eigenwerte: −h±
√
h2+4g/l

2 .

Einer hat positiven Realteil, daher ist die Lösung x = π instabil für das linearisierte
System; wie oben überträgt sich diese Eigenschaft auch auf die ursprüngliche Gleichung.

Aus diesen Beispielen erkennt man:

143



1. Aus der gleichmäßigen (nicht jedoch gleichmäßig asymptotischen) Stabilität
der Null-Lösung eines linearisierten Systems kann selbst bei gleichmäßiger
Konvergenz von ||s(t,x)||

||x|| bezüglich t ∈ (a,∞) für x → 0 nicht auf die Sta-
bilität der Null-Lösung des ursprünglichen Systems geschlossen werden.

2. Aus gleichmäßiger und asymptotischer Stabilität folgt nicht gleichmäßig asym-
ptotische Stabilität (die Attraktivität braucht nicht gleichmäßig zu sein).

Aus der bereits verwendeten Lösungsdarstellung

ϕ(t) = W (t).W (t0)−1.c +W (t)
∫ t

t0
.W (u)−1.s(u, ϕ(u))du

erhält man unter verschärften Bedingungen für s(t,x) Aussagen über (asymptotische) Sta-
biltiät der Null-Lösung aus der Betrachtung des linearisierten Systems unter schwächeren
Voraussetzungen über Stabilität für diese Linearisierung:

Gilt auf S(a, %) : ||s(t,x)||
||x|| ≤ ε(t) für eine nichtnegative Funktion ε : [a,∞) → R mit

konvergentem Integral
∫∞
a ε(t)dt,

so folgt:

1. Ist die Null-Lösung des Systems ẋ = A(t).x gleichmäßig stabil auf [a,∞), so
ist die Null-Lösung von ẋ = A(t).x + s(t,x) stabil auf [a,∞);

2. Ist die Null-Lösung des Systems ẋ = A(t).x asymptotisch und gleichmäßig sta-
bil (jedoch nicht notwendigerweise gleichmäßig asymptotisch stabil) auf [a,∞),
so ist die Null-Lösung von ẋ = A(t).x + s(t.x) asymptotisch stabil auf [a,∞).

Diese Aussagen sind speziell auch dann anwendbar, wenn s(t,x) linear ist:

Ist C(t) eine Matrixfunktion mit konvergierendem Integral
∫∞
a ||C(t)||dt, so folgt:

1. Ist die Null-Lösung des Systems ẋ = A(t).x gleichmäßig stabil auf [a,∞), so
ist sie stabil auf [a,∞) auch für das System ẋ = (A(t) + C(t)).x.

2. Ist die Null-Lösung asymptotisch und gleichmäßig stabil auf [a,∞) für das
System ẋ = A(t).x, so ist sie dort asymptotisch stabil für

ẋ = (A(t) + C(t)).x.

Diese Aussagen erlauben vor allem Schlüsse von linearen Systemen mit konstanten
Koeffizienten auf solche mit variabler Systemmatrix.
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Beispiele:

1.

ẋ = −y + x2+y2

t2

ẏ = x− x2+y2

t2

A(t) =

(
0 −1
1 0

)
s(t, x, y) =


x2+y2

t2

−x2+y2

t2


||s(t, x, y)|| =

√
2x

2+y2

t2
=

√
2
t2
||(x, y)||2 ≤

√
2
t2
||(x, y)|| für ||(x, y)|| ≤ 1.

Eigenwerte von A : ±i; die Stabilität der Null-Lösung überträgt sich nach obigem
Ergbnis vom linearen auf das nichtlineare System.

2. Linearisierte Pendelgleichung mit zeitabhängiger Dämpfung:

ẍ+ h(t)ẋ+ g
l x = 0

System:

ẋ = y
ẏ = −g

l x− h(t)y

A =

(
0 1

−g
l 0

)
C(t) =

(
0 0
0 −h(t)

)
Eigenwerte von A : ±igl ;
ist das Integral

∫∞
a |h(t)|dt konvergent, so ist also die Null-Lösung der linearisierten

Pendelgleichung stabil auf [a,∞).
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6 ELEMENTARE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

In diesem Kapitel werden einige wichtige partielle Differentialgleichungen behandelt, wobei
Lösungsmethoden durch Rückführung auf gewöhnliche Differentialgleichungen im Vorder-
grund stehen.

6.1 GRUNDLEGENDES

Die Aufgabenstellung ist, eine unbekannte Funktion u

u : x ∈ X ⊆ Rk → u(x) ∈ R

aus einer Gleichung zu bestimmen, in der u,x, sowie partielle Ableitungen von u vorkommen.
Die höchste auftretende Ableitungsordnung heißt wie bei gewöhnlichen Differentialgleichun-
gen die ORDNUNG (order) der Gleichung. Jede LÖSUNGSFUNKTION (solution), d.h. jede
Funktion u = u(x), die die Gleichung erfüllt, vermittelt eine explizite Darstellung einer
(k-dimensionalen) Hyperfläche im (x, u)-Raum, die man eine LÖSUNGSFLÄCHE (integral
surface) nennt.

Der wichtigste Begriff im Zusammenhang mit der Rückführung auf gewöhnliche Differential-
gleichungen ist jener der

CHARAKTERISTIKEN:
Grundgedanke ist dabei, die Lösungshyperfläche aus Kurven aufzubauen, die man aus
gewöhnlichen Differentialgleichungen ermittelt. Für jede dieser Kurven benötigt man eine
Anfangsbedingung: um insgesamt eine k-dimensionale Fläche zu erhalten, ist somit die An-
gabe der Werte der Lösungsfunktion u bzw. bei Gleichungen höherer Ordnung auch der Werte
der partiellen Ableitungen niedrigerer Ordnung von u auf einer ((k−1)-dimensionalen) Hyper-
fläche F des x-Raums sinnvoll (was auch vielen praktischen Problemstellungen entspricht).
Man nennt eine derartige Angabe eine RANDBEDINGUNG (boundary condition). Im Fall
k = 2 ist F natürlich eine Kurve. Wie sich herausstellen wird, hängen die Lösungseigenschaf-
ten (Existenz, Eindeutigkeit, usw. . . .) bei partiellen Differentialgleichungen stark von den
Randbedingungen ab.
Die eine Lösungsfläche auf die geschilderte Art aufbauenden Kurven nennt man CHARAK-
TERISTIKEN (characteristics) der Gleichung.
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Das zugehörige Lösungsprinzip lautet somit:
Sind die Werte u(x) der gesuchten Lösungsfunktion u (und der bei Gleichungen
höherer Ordnung benötigten partiellen Ableitungen von u) für alle x einer (k − 1)-
dimensionalen Hyperfläche

F : x = g(s), s ∈ P ⊆ Rk−1

gegeben, so hat man für jedes feste s ∈ P die sich aus der gegebenen partiellen
Differentialgleichung ergebende(n) Differentialgleichung(en) für

(x, u) = (x(s, t), u(s, t))

zu lösen, wobei man x(s, 0) = g(s) setzt und die sich aus den Angaben über u an
der Stelle x = g(s) ∈ F ergebende Anfangsbedingung verwendet.

Die Kurve x = x(s, t) nennt man die SPUR (trace) der Charakteristik (x, u)(s, t).
Achtung! Im allgemeinen wird der Begriff Charakteristik bei Gleichungen höherer Ordnung
für die Spur der Charakteristik verwendet!
Zu beachten ist dabei:

1. Die angegebene Vorgangsweise liefert - soferne sie überhaupt praktisch
durchführbar ist - eine Lösungsfläche in Durchlaufungsform mit den Para-
metern s ∈ P und t aus einem Intervall (welches von s abhängen kann). Zur
Berechnung der Lösungsfunktion u(x) muß man also noch die erhaltene Funk-
tion x(s, t) invertieren und das Ergebnis in u(s, t) einsetzen. Dieser Schritt
kann an jenen Stellen problematisch werden wo die Funktionalmatrix dx

d(s,t)
singulär ist.

2. Mit dieser Methode werden können nur jene Teile einer Lösungsfläche erfaßt
werden, die auf Charakteristiken liegen, deren Spur die Fläche F der Rand-
bedingung schneidet. Da die Berechnungen für jede Charakteristik getrennt
durchzuführen sind, ist keine allgemeine Aussage über benachbarte Lösungs-
punkte möglich.

3. Ist (x0, u0) gemeinsamer Punkt zweier Charakteristiken, so ist entweder
(x0, u0) singulärer Punkt des Richtungsfeldes der Gleichungen für (x, u)(s, t)
oder die beiden Charakteristiken berühren einander in diesem Punkt.
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4. Schneidet die Spur einer Charakterik die Fläche F der Randbedingung in mehr als
einem Punkt, so gibt es nur dann eine Lösung, wenn alle in den Schnittpunkten
erhaltenen Werte von u mit den vorgegebenen Werten übereinstimmen. Die
Spuren der Charakteristiken sind somit Kurven längs derer keine Bedingungen
über die Lösungsfunktion u vorschreiben darf (außer an einer Stelle).

Eine weitere Methode der Rückführung auf gewöhnliche Differentialgleichung ist

DIE TRENNUNG DER VARIABLEN
Diese besteht im Ansatz

u(x) = v1(x1) · v2(x2) . . . vk(xk)

mit von jeweils nur einer Variablen abhängigen Funktionen v1, . . . , vk. Nach Einsetzen in die
partielle Differentialgleichung für u erhält man nur mehr eine gewöhnliche Differentialglei-
chung.
Eine Gleichung mit k unbekannten Funktionen von k verschiedenen Variablen liefert natürlich
noch nichts.

Kann man in der erhaltenen Gleichung die Variablen trennen, also die Gleichung für
passende (Differential)-Ausdrücke A,B in der Form

A(xi1 , . . . , xil) = B(xj1 , . . . , xjk−l
)

schreiben mit {xi1 , . . . , xil , xj1 , . . . , xjk−l} = {x1, . . . , xk}, so müssen A und B kon-
stant sein und man erhält zwei getrennte Gleichungen

A(xi1 , . . . , xil) = c
B(xj1 , . . . , xjk−l

) = c.

Fortsetzen kann auf k getrennte gewöhnliche Differentialgleichungen in je einer Va-
riablen führen.
Auf diese Weise werden natürlich nur Lösungen der speziellen Bauart des Ansatzes
erfaßt.

Beispiel:
Für die Laplace-Gleichung

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0

liefert der Ansatz u(x, y, z) = v1(x)v2(y)v3(z) :

v̈1(x) · v2(y)v3(z) + v̈2(y)v1(x)v3(z) + v̈3(z)v1(x)v2(y) = 0.
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Daher: v̈1(x) · v2(y)v3(z) + v1(x)(v̈2(y)v3(z) + v2(y)v̈3(z)) = 0
und somit für v1(x) · v2(y) · v3(z) 6= 0, also u(x, y, z) 6= 0 :

v̈1(x)
v1(x)

= − v̈2(y)v3(z) + v2(y)v̈3(z)
v2(y)v3(z)

Daraus folgt:

v̈1(x)
v1(x)

= c = − v̈2(y)v3(z) + v2(y)v̈3(z)
v2(y)v3(z)

.

Die 2.Gleichung ergibt:

cv2(y)v3(z) = −v̈2(y)v3(z)− v2(y)v̈3(z),

also

v̈2(y)
v2(y)

= −c− v̈3(z)
v3(z)

.

Schließlich erhält man das System:

v̈1(x)
v1(x)

= c,
v̈2(y)
v2(y)

= d,
v̈3(z)
v3(z)

= −c− d.

6.2 LINEARE UND QUASILINEARE GLEICHUNGEN 1.ORDNUNG

Man nennt eine partielle Differentialgleichung LINEAR, wenn sie linear ist sowohl in den
partiellen Ableitungen der gesuchten Funktion u als auch in u selbst.
Für Ordnung 1 haben derartige Gleichungen also die Gestalt

k∑
j=1

aj(x)
∂u

∂xj
+ b(x)u = h(x)

bzw. im anderer Schreibweise:

a(x) · grad u+ b(x)u = h(x).

QUASILINEARE (quasilinear) GLEICHUNGEN sind nur in den partiellen Ableitungen von
u linear (und nicht notwendigerweise in u selbst). Sie haben somit für Ordnung 1 die Gestalt

k∑
j=1

aj · (x, u)
∂u

∂xj
= h(x, u)

also

a(x, u) · grad u = h(x, u).
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DIE CHARAKTERISTIKEN QUASILINEARER UND LINEARER GLEICHUNGEN:
Jede Lösungsfläche ist im (x, u)-Raum durch die implizite Darstellung u−u(x) = 0 gegeben.
Setzt man stetige Differenzierbarkeit von u voraus, so hat diese Darstellung die Funktio-
nalmatrix (− ∂u

∂x1
, . . . ,− ∂u

∂xk
, 1) und man erhält an jeder Stelle (x, u) der Lösungsfläche als

deren Tangentialraum den Raum ker(− ∂u
∂x1

, . . . ,− ∂u
∂xk

, 1). Damit eine Charakteristik auf der
Lösungsfläche liegt, muß ihr Tangentialvektor also an jeder Stelle in diesem Kern liegen.
Daraus folgt:

Für das quasilineare Randwertproblem

a(x, u) · grad u = h(x, u)

u(x) = f(x) auf der Hyperfläche x = g(s), s ∈ P in Rk erhält man jede Charakteri-
stik durch den Punkt x = g(s) aus dem System gewöhnlicher Differentialgleichungen

(ẋ, u̇)(s, t) = (a(x, u), h(x, u))(s, t)

mit der Anfangsbedingung x(s, 0) = g(s), u(s, 0) = f(g(s)).

Man beachte, daß das ebenso mögliche System

(ẋ, u̇)(s, t) = c(a(x, u), h(x, u))

nur eine andere Parametrisierung der selben Charakerik(en) liefert!
Im Fall eines linearen Problems ist a nur von x abhängig und an die Stelle von h(x, u) tritt
h(x)− b(x)u.
Daher:

Bei linearen Randwertproblemen

a(x) · grad u = h(x)− b(x)u

u(x) = f(x) auf der Hyperfläche x = g(s), ∈ P in Rk lautet das System gewöhnli-
cher Differentialgleichungen für die Charakteristiken:

ẋ(s, t) = a(x)(s, t)
u̇(s, t) = (h(x)− b(x)u)(s, t).

Das System ist also teilweise entkoppelt und man kann aus den Gleichungen für ẋ
zunächst die Spur jeder Charakteristik ermitteln und sodann aus der letzten Glei-
chung die Funktion u(s, t).

Wie in 6.1 bereits erwähnt, muß in jedem Fall zur Ermittlung der zugehörigen Lösungsfunk-
tion x(s, t) invertiert und das Ergebnis in u(s, t) eingesetzt werden.

Beispiele
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1.

∂u

∂x
+
∂u

∂y
+ u = 1

u(x, y) = sinx längs der Kurve y = x2 + x, x ≥ 0.

Diese Gleichung ist linear mit a(x, y) = (1, 1), b(x, y) = 1, h(x, y) = 1.

F ist die Kurve (x, y) = g(s) = (s, s2 + s), s ∈ P = [0,∞). Somit erhält man für die
Charakteristiken das Gleichungsystem

ẋ = 1
ẏ = 1
u̇ = −u+ 1

mit den Anfangsbedingungen

x(0) = s, y(0) = s2 + s, u(0) = sin s (s ∈ [0,∞)).

Aus den ersten beiden Gleichungen erhält man für die Spur der Charakteristiken

(x, y) = (s+ t, s2 + s+ t), t ∈ R

und somit y − x = s2.

Die allgemeine Lösung der 3.Gleichung lautet

u = e−tσ + 1,

woraus die Anfangsbedingung liefert

u(s, t) = (sin s− 1)e−t + 1, (s, t) ∈ [0,∞)×R.

Wegen s2 = y − x lautet die Inversion von (x, y) = (s+ t, s2 + s+ t) :

(s, t) = (
√
y − x, x−

√
y − x)

und man erhält als Lösungsfunktion

u(x, y) = (sin
√
y − x− 1)e−x+

√
y−x + 1

zunächst für y ≥ x.

Die erhaltene Funktion u(x, y) ist jedoch für y = x weder nach x noch nach y partiell
differenzierbar, sodaß sie nur auf der offenen Halbebene y > x die Lösung darstellt.

Dies steht im Einklang dazu, daß im Fall s = 0, der y = x entspricht, die Funktional-
matrix

d(x, y)
d(s, t)

=

(
1 1

2s+ 1 1

)
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singulär ist.

Läßt man in der Randbedinung die Einschränkung s ≥ 0 weg, d.h. verlangt man
u(x, y) = sinx längs der gesamten Parabel y = x2 + x, so bleiben die Spuren der
Charakteristiken die selben.

Jene mit s 6= 0 schneiden jetzt aber die Parabel F : (x, y) = (s, s2 + s) in je zwei
Punkten, die den Werten t = 0 und t = −2s (mit x = s und x = −s) entsprechen.
Damit wird für die 3.Gleichung die Anfangsbedingung u(0) = sin s zur Randbedingung

u(0) = sin s, u(−2s) = sin(−s) = − sin s.

Die früher ermittelte, eindeutig bestimmte Lösung

u(s, t) = (sin s− 1)e−t + 1 zu u(0) = sin s

liefert für t = −2s den Wert

u(−2s) = (sin s− 1)e2s + 1,

der im allgemeinen vom geforderten Wert u(−2s) = − sin s verschieden ist.

Zur Randbedingung längs der gesamten Parabel F gibt es also keine Lösung.

Gibt man für die Punkte der x-Achse die Randbedingung u(x, y) = sinx vor, so erhält
man das selbe System gewöhnlicher Differentialgleichungen wie oben, jedoch mit der
Anfangsbedinung

x(0) = s, y(0) = 0, u(0) = sin s.

Die Spuren der Charakteristiken sind also jetzt gegeben durch

(x, y) = (s+ t, t), t ∈ R;

für u erhält man wie oben

u(s, t) = (sin s− 1)e−t + 1.

Jetzt ist (s, t) = (x− y, y) und es folgt, daß

u(x, y) = (sin(x− y)− 1)e−y + 1

Lösung auf der gesamten Ebene ist.

Man erkennt hier, daß die Lösungen auf der Halbebene y ≤ x keinen Einfluß auf jene
für y > x haben, die (je nach Randbedingung) entweder gleich oder verschieden sind
oder gar nicht existieren.
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2. (y + u)∂u∂x + y ∂u∂y = x− y, u = 1 + x längs der Geraden y = 1.

Diese Gleichung ist quasilinear mit a(x, y, u) = (y + u, y) und h(x, y, u) = x− y, sowie
g(s) = (s, 1), s ∈ R.

Daher das Gleichungssystem:

ẋ = y + u
ẏ = y
u̇ = x− y

mit den Anfangsbedingungen

x(0) = s, y(0) = 1, u(0) = 1 + s.

Dieses System ist linear mit den Matrizen

A =

 0 1 1
0 1 0
1 −1 0

 , J =

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 , T =

 1 1 1
1 0 0
0 1 −1

 ,
woraus sich ergibt

TetJ =

 et et e−t

et 0 0
0 et e−t


und somit die Lösung

(x, y, u)(s, t) = ((s+ 1)et − e−t, et, set + e−t), t ∈ R.

Es ist also t = ln y; aus x = (s+ 1)et − e−t folgt dann s = x
y + 1

y2
− 1 und die Lösung

für u lautet

u =
2
y

+ x− y auf der Halbebene y > 0.

Bei Dimension k = 2 bietet sich als weiteres Verfahren an:

DIE METHODE VON LAGRANGE
Grundgedanke dieser Methode ist die Darstellung der Charakteristiken der Gleichung
a(x, y, u) · grad u = h(x, y, u) als Schnittkurven je zweier Lösungsflächen.
Man geht aus von zwei einparametrigen Scharen von Lösungsflächen in impliziter Darstellung:

ϕ(x, y, u) = c1, ψ(x, y, u) = c2;

d.h. von zwei Funktionen ϕ und ψ von (x, y, u), die

a1(x, y, u)
∂ϕ

∂x
+ a2(x, y, u)

∂ϕ

∂y
+ h(x, y, u)

∂ϕ

∂u
= 0
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und die analoge Gleichung für ψ erfüllen mit an jeder Stelle linear unabhängigen Vektoren
gradϕ und gradψ.
IstG eine beliebige, stetig differenzierbare Funktion, so definiert die GleichungG(ϕ,ψ)(x, y, u) =
0 durch G(c1, c2) = 0 eine einparametrige Schar von Lösungskurven, also von Charakteristi-
ken. Durch Auflösen der Gleichung erhält man laut Hauptsatz über implizite Funktionen
stets die Gestalt ψ = H(ϕ) (oder ϕ = H(ψ)).
Daher:

Man erhält die Lösungen der quasilinearen Gleichung

a1(x, y, u)
∂u

∂x
+ a2(x, y, u)

∂u

∂y
= h(x, y, u)

aus zwei beliebigen Funktionen ϕ und ψ mit verschiedenen Gradienten, die

a1(x, y, u)
∂ϕ

∂x
+ a2(x, y, u)

∂ϕ

∂y
+ h(x, y, u)

∂ϕ

∂u
= 0

und

a1(x, y, u)
∂ψ

∂x
+ a2(x, y, u)

∂ψ

∂y
+ h(x, y, u)

∂ψ

∂u
= 0

erfüllen, durch die Gleichung

ψ(x, y, u) = H(ϕ(x, y, u)) oder ϕ(x, y, u) = H(ψ(x, y, u))

für eine beliebige, stetig differenzierbare Funktion H.
Die Funktion H muß der jeweiligen Randbedingung angepaßt werden.

Im Fall linearer Gleichungen

a1(x, y)
∂u

∂x
+ a2(x, y)

∂u

∂y
+ b(x, y)u = h(x, y)

benötigt man zunächst nur die Spuren der Charakteristiken; es genügt dann, eine
Funktion ϕ von x und y zu wählen, die

a1(x, y)
∂ϕ

∂x
+ a2(x, y)

∂ϕ

∂y
= 0

erfüllt. Darstellung von y und u als Funktionen von x und ϕ transformiert die
ursprüngliche Gleichung in

a1(x, ϕ)
∂u

∂x
+ b(x, ϕ)u = h(x, ϕ).

Anpassung der Lösung an die Randbedingung liefert dann die Funktion G.
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Der Vorteil der Methode von d’Alembert besteht darin, daß man nur zwei (unabhängige)
Lösungen bzw. nur eine implizite Spurdarstellung von Charakteristiken benötigt. Allerdings
kann die Anpassung von G an die Randbedingung erhebliche Probleme bereiten.

Beispiele:

1.

∂u

∂x
+
∂u

∂y
+ u = 1.

Offensichtlich erfüllt ϕ(x, y) = x− y die Bedingung

a1(x, y)∂ϕ∂x + a2(x, y)∂ϕ∂y = ∂ϕ
∂x + ∂ϕ

∂y = 0.

u als Funktion von x und ϕ ist zu bestimmen aus

∂u

∂x
+ u = 1

mit der allgemeinen Lösung u = 1 +G(ϕ) · e−x.
Für die Randbedingung

u(x) = sinx längs y = x2 + x, x ≥ 0

folgt wegen ϕ = x− y

1 +G(−x2) = (sinx− 1)ex

und wegen ϕ = −x2 längs der Randbedingungskurve

G(ϕ) = (sin
√
−ϕ− 1)e

√
−ϕ, ϕ ≤ 0,

also wie früher

u = 1 + (sin
√
y − x− 1)e

√
y−x.

Die Randbedingung u = sinx längs y = 0 führt zu x = ϕ und daher zu

1 +G(ϕ)e−ϕ = sinϕ

und somit zur Lösung

u = 1 + (sinϕ− 1)eϕ · e−x = 1 + (sin(x− y)− 1)e−y.

2.

(y + u)
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= x− y.
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Zur Suche nach Funktionen ϕ und ψ bestimmt man zu zwei linear unabhängigen Lösun-
gen v(x, y, u) von

(y + u)v1 + yv2 + (x− y)v3 = 0

je ein erstes Integral der Gleichung

v1(x, y, u)dx+ v2(x, y, u)dy + v3(x, y, u)du = 0.

v = (−y, 2y − x+ u, y) liefert etwa die exakte Gleichung

−ydx+ (2y − x+ u)dy + ydu = 0

und ϕ(x, y, u) = −xy + uy + y2;

v = (x− y, y − x,−u) ergibt wieder eine exakte Gleichung:

(x− y)dx+ (y − x)dy − udu = 0

mit ψ(x, y, u) = (x−y)2
2 − u2

2 bzw. einfacher ψ(x, y, u) = (x− y)2 − u2.

Die Randbedingung u = 1 + x längs y = 1 setzt man in die Lösungsdarstellung

(x− y)2 − u2 = ψ = H(ϕ) = H(−xy + uy + y2) ein und erhält:

−4x = (x− 1)2 − (1 + x2) = H(−x(1 + x) + 1) = H(2),

woraus H nicht bestimmbar ist.

Der Ansatz ϕ = H(ψ) führt auf 2 = H(−4x), somit auf die konstante Funktion H = 2;
man erhält damit die Lösung

−xy + uy + y2 = 2,

also wie früher u = 2
y + x− y.

Hier wurde zufälligerweise mit ϕ genau die gesuchte Lösung getroffen.

Setzt man an Stelle des ersten Vektors v etwa

v = (
1
y
,−x+ u

y2
,
1
y
),

so liefert die (wieder exakte) Gleichung

1
y
dx− x+ u

y2
dy +

1
y
du = 0

die Funktion ϕ(x, y, u) = x+u
y und

(x− y)2 − u2 = ψ = H(ϕ) = H(
x+ u

y
)
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ergibt aus der Randbedingung:

−4x = H(
2x+ 1

1
), also H(t) = −4(

t− 1
2

) = −2t+ 2.

Die implizite Lösungsdarstellung lautet dann:

(x− y)2 − u2 = −2(
x+ u

y
) + 2.

Auflösung dieser quadratischen Gleichung ergibt

u =
1
y
± (x− y +

1
y
);

auf Grund der Randbedingung kommt nur ”+“ in Frage:

u =
2
y

+ x− y.

6.3 LINEARE GLEICHUNGEN 2.ORDNUNG

Lineare Gleichungen 2.Ordnung haben die Gestalt

k∑
i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

k∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x) · u = h(x),

die man oft in der Gestalt

L(x)(u) + c(x) · u = h(x)

schreibt, wobei L(x) der Differentialoperator

k∑
i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

k∑
i=1

bi(x)
∂

∂xi

ist.
Für derartige Gleichungen gibt es keine allgemeine Lösungsmethode (außer Potenzreihenap-
proximation).

FAKTORISIERUNG:
In manchen Fällen kann man den Operator

M(x) : L(x)(u) + c(x) · u

faktorisieren, d.h. darstellen als Hintereinanderausführung von zwei Operatoren, die nur Ab-
leitungsbildungen 1.Ordnung enthalten und so die Aufgabenstellung auf das Lösen von zwei
Gleichungen 1.Ordnung zurückführen.
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Gilt M(x) = M2(x) ◦M1(x) mit M1 und M2 von Gestalt

u −→Mj(x)(u) =
k∑
l=1

αjl(x)
∂u

∂xl
+ βj(x) · u (j = 1, 2)

so erhält man die Lösung der Gleichung

M(x)(u) = h(x)

indem man zuerst
M2(x)(v) = h(x) und sodann M1(x)(u) = v(x) löst.

Das Problem dabei besteht darin, daß M(x) nicht derartig faktorisierbar sein muß.

Beispiele:

1. y ∂
2u
∂x2 + ∂u

∂x = 0

Faktorisierung:
∂
∂x

(
y ∂u∂x + u

)
= 0

1.Schritt: ∂v
∂x = 0 liefert v(x, y) = v(y)

2.Schritt: y ∂u∂x + u = v(y), also ∂u
∂x = −u

y + v(y)
y

liefert die allgemeine Lösung u(x, y) = w(y) · e−
x
y + v(y)

y

mit beliebigen Funktionen v und w.

2. ∂2u
∂x2 − ∂2u

∂y2
+ 2∂u∂x + u = 0.

Hier lautet die Faktorisierung:(
∂
∂x + ∂

∂y + 1
) (

∂
∂x −

∂
∂y + 1

)
(u) = 0

und man erhält:
∂v
∂x + ∂v

∂y + v = 0 und ∂u
∂x −

∂u
∂y + u = v(x, y)

3. Koeffizientenvergleich im Ansatz(
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2

)
(u) =

(
∂
∂x + a ∂

∂y + b
) (

∂
∂x + α ∂

∂y + β
)

(u)

zeigt, daß die Laplace-Gleichung nicht faktorisierbar ist.

DIE KLASSIFIKATION IM 2-DIMENSIONALEN FALL
Lineare Gleichungen 2.Ordnung kann man im 2-dimensionalen Fall schreiben in der Gestalt

a1
∂2u

∂x2
+ 2a2

∂2u

∂x∂y
+ a3

∂2u

∂y2
+ b1

∂u

∂x
+ b2

∂u

∂y
+ cu = h(x, y)
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bzw. kürzer

a1uxx + 2a2uxy + a3uyy + b1ux + b2uy + cu = h(x, y)

mit von (x, y) abhängigen Koeffizienten a1, a2, a3, b1, b2, c. Man sucht nun, mit Hilfe einer Va-
riablensubstitution (x, y) −→ (s, t)(x, y) möglichst viele Terme 2.Ordnung zum Verschwinden
zu bringen.
Die Kettenregel liefert für u = u((s, t)(x, y)) :

a1uxx + 2a2uxy + a3uyy + b1ux + b2uy + cu =
(a1s

2
x + 2a2sxsy + a3s

2
y)uss + (a1t

2
x + 2a2txty + a3t

2
y)utt+

+2(a1sxtx + a2(sxty + sytx) + a3syty)ust+
+(a1sxx + 2a2sxy + a3syy + b1sx + b2sy)us+
+(a1txx + 2a2txy + a3tyy + b1tx + b2ty)ut + cu.

Für die Elimination von uss bzw. utt spielen offensichtlich die Lösungen der quadratischen
Gleichung

a1α
2 + 2a2αβ + a3β

2 = 0

eine wesentliche Rolle. Je nach dem Vorzeichen ihrer Determinante ∆ = a2
s − a1a3 bestimmt

diese Gleichung eine Hyperbel (∆ > 0), eine Parabel (∆ = 0) oder eine Ellipse (∆ < 0) in
der (α, β)-Ebene.
Dem entsprechend nennt man die Gleichung

a1uxx + 2a2uxy + a3uyy + b1ux + b2uy + cu = h(x, y)

im Fall ∆ > 0 HYPERBOLISCH (hyperbolic),
im Fall ∆ = 0 PARABOLISCH (parabolic) und
im Fall ∆ < 0 ELLIPTSICH (elliptic).

Achtung! Da die Koeffizienten a1, a2, a3 von (x, y) abhängen, kann eine Gleichung
an verschiedenen Stellen von unterschiedlichem Typ sein!

HYPERBOLISCHE GLEICHUNGEN:
Im Fall ∆ > 0 hat die Gleichung a1α

2 + 2a2αβ+ a3β
2 = 0 zwei verschiedene reelle Lösungen

α
β = −a2±

√
∆

a1
(bzw. β

α = −a2±
√

∆
a3

), die man für sx
sy

und tx
ty

verwendet.
Damit ergibt sich:
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Im hyperbolischen Fall ∆ = a2
2 − a1a3 > 0 kann die Gleichung

a1uxx + 2a2uxy + a3uyy + b1ux + b2uy + cu = h(x, y)

auf die Gestalt

A · ust +B1us +B2ut + cu = h

transformiert werden. Man nennt diese Form die KANONISCHE FORM.
Die benötigten Funktionen s und t erhält man, indem man

sx
sy

=
−a2 +

√
∆

a1
und

tx
ty

=
−a2 −

√
∆

a1

setzt; Einsetzen in die Gleichungen

sxdx+ sydy = 0 und txdx+ tydy = 0

liefern s und t in impliziter Form s(x, y) =const, t(x, y) = const.
Aus der Rechnung ergibt sich, daß (s, t)(x, y) invertierbar ist (außer eventuell an
einzelnen Stellen).

Beispiele

1. yuxx + (x+ y)uxy + xuyy = 0

∆ = a2
2 − a1a3 = (x+y)2

4 − xy = (x−y)2
4 > 0 für x 6= y

sx
sy

= −x+y
2

+x−y
2

y = −1

daher

0 = sxdx+ sydy = sy(−dx+ dy)

und somit erhält man für s:

s(x, y) = −x+ y = const.

Analog für t:

tx
ty

=
−x+y

2 − x−y
2

y
= −x

y

0 = txdx+ tydy ist jetzt äquivalent zu

−xdx+ ydy = 0.

Somit folgt: t(x, y) = −x2 + y2 =const.
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det d(s,t)d(x,y) =

∣∣∣∣∣ −1 1
−2x 2y

∣∣∣∣∣ 6= 0 für x 6= y, was s = t = 0 entspricht.

Als neue Gleichung erhält man:

2(ysxtx + (x+y)
2 (sxty + sytx) + xsyty)ust+

(ysxx + (x+ y)sxy + xsyy)us + (ytxx + (x+ y)txy + xtyy)ut = 0,

Also:

2(y(−1)(−2x) + (x+y)
2 (−1 · 2y + 1 · (−2x)) + x1 · 2y)ust+

+(y ·0+(x+y) ·0+x ·0)us+(y(−2)+(x+y) ·0+x ·2)ut = 2(−(x−y)2ust+(x−y)ut) =

= 2(−s2ust − sut) = 0

Die kanonische Form lautet also:

s · ust + ut = 0.

Diese neue Gleichung kann durch Faktorisierung in

∂

∂t

(
s · ∂u

∂s
+ u

)
= 0

leicht gelöst werden.

2. uxx + yuyy = 0

∆ = 02− y = −y; diese Gleichung ist also für y < 0 hyperbolisch, für y = 0 parabolisch
und für y > 0 elliptisch.

Für y < 0 erhält man
sx
sy

= −
√
−y und

tx
ty

=
√
−y,

also sind sxdx+ sydy = 0 und txdx+ tydy = 0 äquivalent zu

±
√
−ydx+ dy = 0.

Man erkennt leicht M(y) = 1√
−y als integrierender Faktor;

die neuen Gleichungen

±dx+
1√
−y

dy = 0

liefern s = x− 2
√
−y = const. und t = x+ 2

√
−y const.

Als neue Gleichung ergibt sich:

2(1 · 1 · 1 + y · 1√
−y ·

−1√
−y )ust + y 1

2
√
−y3

us + y −1

2
√
−y3

ut =

= 2(1 + y2)ust − 1
2
√
−yus + 1

2
√
−yut = 0.

Aus s = x− 2
√
−y und t = x+ 2

√
−y erhält man

√
−y = t−s

4 und durch Einsetzen die
kanonische Form

(1 + (t−s)4
162 )ust + 1

t−sus −
1
t−sut = 0.
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PARABOLISCHE GLEICHUNGEN:
Im Fall ∆ = 0 erhält man nur eine Lösung α

β = −a2
a1

der Gleichung a1α
2 + 2a2αβ + a3β

2 =
0, aus der man wie oben s ermitteln kann. Wählt man für t eine beliebige Funktion mit
det d(s,t)d(x,y) 6= 0, so erkennt man, daß bei der Substitution (x, y) −→ (s, t)(x, y) nicht nur der
Koeffizient von uss sondern auch jener von ust verschwindet. Daher:

Im parabolischen Fall ∆ = a2
2 − a1a3 = 0 kann die Gleichung

a1uxx + 2a2uxy + a3uyy + b1ux + b2uy + cu = h(x, y)

auf die KANONISCHE FORM

Autt +B1us +B2ut + cu = h

transformiert werden. Dabei ist s aus

sx
sy

= −a2

a1

analog zum hyperbolisches Fall zu berechnen; für t kann eine beliebige Funktion mit
det d(s,t)d(x,y) 6= 0 gewählt werden.

Beispiel:
x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0
∆ = a2

2 − a1a3 = (xy)2 − x2y2 = 0
sx
sy

= −xy
x2 = − y

x .

Daher
0 = sxdx+ sydy = sy(− y

xdx+ dy)
oder einfacher
− 1
xdx+ 1

ydy = 0,
woraus man erhält:
s = ln |y| − ln |x| = const.
Sinnvollerweise wird man diese Gleichung ersetzen durch die äquivalente Gleichung
s = y

x = const. (die man aus der Gestalt − y
x2dx + 1

xdy = 0 der Gleichung sxdx + sydy = 0
erhalten hätte).
Für t kann man etwa t = x wählen; damit erhält man die Form:
(x2 · 12 + 2xy · 1 · 0 + y2 · 02)utt + 2(x2(− y

x2 ) · 1 + xy(− y
x2 · 0 + 1

x · 1) + y2 1
x · 0)ust+

+(x2 · 2y
x3 + 2xy(− 1

x2 ) + y2 · 0)us + (x2 · 0 + 2xy · 0 + y2 · 0)ut =
= x2utt = t2utt = 0
Also kanonische Form: utt = 0.
(Allgemeine Lösung: u = t · F (s) +G(s) mit beliebigen Funktionen F und G.)
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ELLIPTISCHE GLEICHUNGEN:
Im Fall ∆ < 0 hat die Gleichung a1α

2+2a2αβ+a3β
2 = 0 zwei konjugiert komplexe Lösungen

aus denen man analog zu den vorherigen Fällen zwei konjugierte komplexwertige Funktionen

s = σ + iτ, t = σ − iτ

erhält.
Direkte Berechnung liefert dann:

Im elliptischen Fall ∆ = a2
2 − a1a3 < 0 kann die Gleichung

a1uxx + 2a2uxy + a3uyy + b1ux + b2uy + cu = h(x, y)

auf die KANONISCHE FORM

A(uσσ + uττ ) +B1uσ +B2uτ + cu = h

transformiert werden. Für die Funktionen σ und τ sind dabei der Real- und der
Imaginärteil der aus

sx
sy

=
−a2 + i

√
−∆

a3

analog zu den bisherien Fällen zu berechnenden komplexwertigen Funktion s zu
nehmen.

Beispiele:
uxx + yuyy = 0, ∆ = −y < 0 für y > 0
sx
sy

= −0+i
√
y

1 = i
√
y

0 = (σ + iτ)xdx+ (σ + iτ)ydy = (σ + iτ)y(i
√
ydx+ dy)

oder einfacher
dx− i 1√

ydy = 0,

woraus man s = x− 2i
√
y = const. erhält.

Somit ist σ = x und τ = 2
√
y und man erhält die Form

(1 · 12 + 0 + y · 02)uσσ + (1 · 02 + 0 + y · (2i)2 · ( 1
2
√
y )

2 · ( 1
2
√
y )

2)uττ + 0 · uστ+
+0 · uσ + y · (−1

2
1√
y3

)uτ = uσσ + uττ − 1
2
√
yuτ = 0

Die kanonische Form lautet also:

uσσ + uττ −
1
τ
uτ = 0.
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CHARAKTERISTIKEN:
Gibt man die Werte von u, ux und uy oder gleichbedeutend die Werte von u und der NOR-
MALABLEITUNG (normal derivative) von u (=Ableitung in Richtung der Kurvennormale)
längs einer Kurve K vor, so erhält man für die Ableitungen 2.Ordnung von u längs K ein
lineares (bis auf Ausnahmefälle) inhomogenes Gleichungssystem. Bei impliziter Darstellung
f(x, y) = c von K erhält man als Wert der Systemdeterminante

D = a1f
2
x + 2a2fxfy + a3f

2
y .

Daraus folgt:

Die Kurven längs derer u, ux und uy bzw. gleichbedeutend u und un nicht beliebig
vorgeschrieben werden können, sind genau die bei der Transformation auf kanoni-
sche Form berechneten(!) Kurven s = const. bzw. t = const. Diese Kurven werden
als Charakteristiken bezeichnet (streng genommen sind sie die Spuren der Charak-
teristiken).

Man bezeichnet die Aufgabenstellung bei Vorgabe von u, ux und uy längs einer Kurve K
als eine CAUCHYPROBLEM (Cauchy problem) für die gegebene Differentialgleichung. Das
Cauchyproblem längs der Charakteristiken ist also im allgemeinen nicht lösbar.

6.4 DIE WELLENGLEICHUNG

Schwingung einer Saite:
Bei horizontal zwischen x = 0 und l eingespannter Saite ergibt sich für die auf das Saitenstück
zwischen x und x+ δx wirkende Rückholkraft K;

S(x+ ∆x) · sinα(x+ ∆x)− S(x) · sinα(x) = K

mit:
S = Spannung der Saite
α = Auslenkungswinkel gegenüber der Horizontalen
Aus der Regel: Kraft = Masse × Beschleunigung folgt:

K = M(x,∆x) · ∂
2y

∂t2

Mit M(x,∆x) = Masse des Saitenstücks zwischen x und x+ ∆x.
Bei kleiner Abweichung von der Ruhelage ist die Horizontalkomponente der Spannung in
etwa konstant woraus folgt:

S(x+ ∆x) cosα(x+ ∆x) = S(x) cosα(x) = S;
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ferner ist dann M(x,∆x) ≈ δ ·∆(x) (δ = Massendichte/Längeneinheit), sodaß sich ergibt:

tanα(x+ ∆x)− tanα(x) =
δ

s
∆x · ∂

2y

∂t2

also wegen tanα = ∂y
∂x :

∂2y

∂t2
(x, t) =

S

δ
·
∂y
∂x(x+ ∆x, t)− ∂y

∂x(x, t)
∆x

und somit

∂2y

∂t2
(x, t) =

S

δ

∂2y

∂x2
(x, t)

bzw. anders angeschrieben:

yxx(x, t)−
1
a2
ytt(x, t) = 0

Man nennt diese Gleichung, die auch bei der Modellierung anderer Schwingungsvorgänge
auftritt, die eindimensionale WELLENGLEICHUNG (wave equation). Sie ist der Prototyp
einer hyperbolischen Gleichung.
Beim Problem der Saite erhält man als Randbedingung:
1.y(0, t) = y(l, t) = 0
und als Anfangsbedingungen:

2.y(x, 0) = f(x) 0 ≤ x ≤ l
3.yt(x, 0) = 0 0 ≤ x ≤ l.

TRENNUNG DER VARIABLEN:
Der Ansatz y(x, t) = u(x) · v(t) führt auf

ü(x) · v(t) =
1
a2
u(x)v̈(t)

und somit auf

ü

u
(x) = c =

1
a2

v̈

v
(t).

ü− cu = 0 hat die Eigenschaft λ = ±
√
c und die allgemeine Lösung ist

u(x) = α · e
√
cx + βe−

√
cx.

Analog dazu erhält man für
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v̈ − a2cv = 0 die Eigenwerte λ = ±a
√
c (a > 0)

und die allgemeine Lösung

v(t) = γea
√
ct + δe−a

√
ct.

Insgesamt:

Die allgemeine (reelle oder komplexwertige) Lösung mit getrennten Variablen der
eindimensionalen Wellengleichung

yxx(x, t)−
1
a2
ytt(x, t) = 0

lautet (für a > 0) :

y(x, t) = (αe
√
cx + βe−

√
cx)(γea

√
ct + δe−a

√
ct).

Anpassung an die Rand- und Anfangsbedingungen:

Bed. 1: y(0, t) = y(l, t) = 0 bedeutet u(0)v(t) = u(l)v(t) = 0,
also entweder v(t) = 0 (alles bleibt in Ruhelage) oder u(0) = u(l) = 0.

Bei positivem c müßte dann α = β = 0, also u(t) = 0 und damit y(x, t) = 0 sein.

c = 0 liefert eine konstante Lösung, die wieder nur 0 sein kann.

Somit muß c < 0 sein und
√
c = iη; also lautet die reelle Lösung für u:

u(x) = α cos ηx+ β sin ηx.

Aus der Bedingung u(0) = u(l) = 0 folgt

α = 0 und η = kπ
l , also

u(x) = β sin kπ
l x.

Analog berechnet man

v(t) = γ cos akπl t+ δ sin akπ
l t.

Bed. 3: yt(x, 0) = u(x) · v̇(0) = 0, also v̇(0) = 0

liefert

akπ

l
(−γ sin

akπ

l
0 + δ cos

akπ

l
0) = 0

und somit δ = 0.

Die Lösungen mit getrennten Variablen, die die Bedingungen 1 und 3 erfüllen, sind also

y(x, t) = β · γ · sin kπ
l
x · cos

akπ

l
t (β, γ ∈ R, k ∈ Z)
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Bed. 2: y(x, 0) = f(x) 0 ≤ x ≤ l

Selbstverständlich muß f(0) = f(0) = 0 gelten.

Es gilt:

y(x, 0) = γβ sin
kπ

l
x

1.Fall:

f(x) = b · sin kπ
l
x

In diesem Fall braucht man nur γβ = b zu setzen und erhält als Loßung:

y = b sin
kπ

l
x cos

akπ

l
t

2.Fall:

f(x) =
n∑
k=1

bk sin
kπ

l
x

Da die Wellengleichung linear ist, braucht man bloß die entsprechenden Lösungen zu
addieren:

y(x, t) =
n∑
k=1

bk sin
kπ

l
x cos

akπ

l
t.

Allgemeiner Fall:

f(x) kann auf [0, l] als stetig mit einseitigen Ableitungen vorausgesetzt werden, die auf
[−l, l] ungerade fortgesetzte Funktion hat eine reine Sinusreihe als Fourierreihe und
diese konvergiert auf [0, l] punktweise gegen f :

f(x) =
∞∑
k=1

bk sin
kπ

l
x.

Als Lösung ist also

y(x, t) =
∑∞
k=1 bk sin kπ

l x ·cos akπl t mit den Fourierkoeffizienten bk = 2
l

∫ l
0 f(x) sin kπ

l xdx
der auf (−l, 0] ungerade fortgesetzten Funktion f zu erwarten.

Durch Umformung der Produkte sin kπ
l x · cos akπl t in Summen erhält man als zu erwar-

tende Lösung

y(x, t) = 1
2

∑∞
k=1 bk(sin

kπ
l (x+ at) + sin kπ

l (x− at)) =
= 1

2

∑∞
k=1 bk sin kπ

l (x+ at) + 1
2

∑∞
k=1 bk sin kπ

l (x− at) =
= g(x+at)+g(x−at)

2 ,

wobei g die zuerst auf (−l, 0] ungerade und sodann 2l-periodisch fortgesetzte Funktion
f ist.
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Um diese Erwartung theoretisch zu bestätigen, benützt man

DIE LÖSUNGSMETHODE VON D’ALEMBERT:
1.Schritt ist die Transformation der Wellengleichung

yxx(x, t)−
1
a2
ytt(x, t) = 0

auf kanonische Form:

sx
sy

=
0±

√
1
a2

1
= ±1

a
(a > 0)

liefert dx± ady = 0
und somit die Charakteristiken
r = x+ at und s = x− at.
yxx − 1

a2 ytt = 2(1 · 1 · 1 + 0− 1
a2a(−a))yrs = 4yrs.

Die kanonische Form lautet also:

yrs = 0

und man erhält

Die allgemeine Lösung der Wellengleichung

yxx(x, t)−
1
a2
ytt(x, t) = 0

lautet:

y(x, t) = F (r) +G(s) = F (x+ at) +G(x− at)

mit beliebigen (zweimal differenzierbaren) Funktionen F und G.

Anpassung an die Rand- und Anfangsbedingungen beim Problem der Saite:
Bed. 2: y(x, 0) = f(x) und
Bed. 3: yt(x, 0) = 0
ergeben das Gleichungssystem

F (x) +G(x) = f(x)
F (x)−G(x) = c,

woraus folgt:

F (x) =
1
2
(f(x) + c) und G(x) =

1
2
(f(x)− c),
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also

y(x, t) =
1
2
(f(x+ at) + f(x− at)).

Bed. 1: y(0, t) = 0
liefert zunächst f(at) + f(−at) = 0; man muß sich also die zunächst nur auf [0, l] definierte
Funktion f auf [−l, 0) ungerade fortgesetzt denken.
Einsetzen von l + at anstelle von at in y(l, t) = 0 ergibt ferner

f(2l + at) + f(−at) = 0, also f(2l + at) = f(at);

somit ist die in der Darstellung von F und G auftretende Funktion f - wenn man sie auch
außerhalb von [0, l] betrachtet - nichts anderes als die bereits in der Lösung durch Trennung
der Variablen aufscheinende Funktion g und man erhält insgesamt:

Die Lösung der Wellengleichung

yxx(x, t)−
1
a2
ytt(x, t) = 0 (a > 0)

zu den Rand- und Anfgangsbedingungen
1. y(0, t) = y(l, t) = 0
2. y(x, 0) = f(x)
3. yt(x, 0) = 0
mit stetiger, an jeder Stelle zu beiden Seiten einseitig differenzierbarer Funktion f
lautet:

y(x, t) =
∞∑
k=1

bk · sin
kπ

l
x · cos

akπ

l
t =

g(x+ at) + g(x− at)
2

,

wobei g die zunächst auf [−l, 0) ungerade und sodann 2l-periodisch fortgesetzte
Funktion f ist und

bk =
2
l

∫ l

0
f(x) sin

kπ

l
xdx

die Fourierkoeffizienten von g sind.

WELLENAUSBREITUNG:
Wird eine sehr lange (“unendliche”) Schnur in einen Bereich [−l, l] aus ihrer Ruhelange
gebracht und losgelassen, so erhält man bei der mathematischen Modellierung ihrer weiteren
Bewegung (ohne Berücksichtigung von Reibungs- und anderen Dämpfungsfaktoren) wieder
die Wellengleichung; allerdings ändern sich die Bedingungen zu:
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1. y(x, 0) = f(x)

für eine gerade Funktion f , die außerhalb von [−l, l] verschwindet.

2. yt(x, 0) = 0.

Anpassung der d’Alembert-Lösung an diese Bedingungen liefert wieder

y(x, t) =
1
2
(f(x+ at) + f(x− at)),

diesmal für die Funktion f aus Bedingung 1 selbst. Aus dieser Darstellung der Lösung erkennt
man:

Die zum Zeitpunkt t = 0 durch f(x) entstehende Welle pflanzt sich in beide Rich-
tungen mit Geschwindigkeit a und jeweils halber Höhe fort.

Ähnliches gilt für die Ausbreitung der etwa durch einen auf eine Wasseroberfläche fallende
Wassertropfen; hier breitet sich die Welle radial aus.

6.5 DIE WÄREMELEITUNGSGLEICHUNG

Problemstellung: die beiden zur Zylinderachse senkrechten Endflächen eines Kreiszylinders
der Länge l werden bei konstanter Temperatur gehalten; wie verhält sich die Temperatur im
Inneren des Zylinders, wenn die Mantelfläche vollständig isoliert ist und es im Inneren keine
Wärmequellen gibt ?

Modellierung: Wählt man als x−Achse die Zylinderachse, so hängt wegen der Isolierung am
Zylindermantel die Temperatur u eines Punktes nur von x und der Zeit t ab.
Ist in einem kleinen Zylinderabschnitt zwischen x und x+∆x die Temperatur im wesentlichen
konstant, so errechnet sich die Wärmemenge Q in diesem Abschnitt zum Zeitpunkt t als:

Q = c ·m(x, x+ ∆x) · u(x, t) = c · % ·A ·∆x · u(x, t),

wobeim die Masse des Zylinderabschnitts bezeichnet, % die Massendichte, A die Querschnitts-
fläche des Zylinders und c die spezifische Wärme des Zylindermaterials.
Für den Wärmezufluß durch eine ebene Fläche gilt

ut = KAun ,

wobei A das Flächenmaß der Fläche ist, K die Wärmeleitfähigkeit des Materials und un die
Richtungsableitung von u in Richtung des nach außen zeigenden Normalvektors zur Fläche
ist.
Für den Zylinderabschnitt zwischen x und x+ ∆x ergibt sich damit für den Wärmezuflüß:

ut = KAux(x+ ∆x, t)−KAux(x, t).
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Insgesamt erhält man also die Gleichung

c%A ·∆x · ut(x, t) = KA(ux(x+ ∆x, t)− ux(x, t))

und schließlich die eindimensionale WÄRMELEITUNGSGLEICHUNG (heat-conductor
equation)

uxx(x, t) =
c%

K
ut(x, t) =

1
a
u(x, t).

Randbedingung:
1.u(0, t) = 0 = u(l, t)
Anfangsbedingung:
2.u(x, 0) = f(x) 0 ≤ x ≤ l.

Wie man sofort sieht, ist die Wärmeleitungsgleichung parabolisch und bereits in kanonischer
Form.

TRENNUNG DER VARIABLEN:
Der Ansatz u(x, t) = v(x)w(t) liefert
v̈(x)w(t) = 1

av(x)ẇ(t),
also
v̈(x)
v(x) = c = 1

a
ẇ(t)
w(t) .

Für v erhält man wie bei der Wellengleichung

v(x) = α · e
√
cx + βe−

√
cx.

ẇ(t) = acw(t) bedeutet

w(t) = γeact

und man erhält:

Die allgemeine (reell- oder komplexwertige) Lösung mit getrennten Variablen der
eindimensionalen Wärmeleitungsgleichung

uxx(x, t) =
1
a
ut(x, t)

lautet

u(x, t) = αγe
√
cxeact + βγe−

√
cxeact.
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Anpassung an die Rand- und Anfangsbedingung:
Bed 1 liefert wie bei der Wellengleichung

c = −
(
kπ

l

)2

< 0 und α = 0

Die Anpassung an Bedingung 2 erfolgt analog zur Wellengleichung und man erhält insgesamt:

Die Lösung mit getrennten Variablen der Wärmeleitungsgleichung

uxx(x, t) =
1
a
ut(x, t)

zu den Rand- und Anfangsbedingungen
1. u(0, t) = 0 = u(l, t)
2.u(x, 0) = f(x)
mit stetiger, an jeder Stelle zu beiden Seiten einseitig differenzierbarer Funktion f
lautet

u(x, t) =
∞∑
k=1

bk sin
kπ

l
x·−a(

kπ
l

)2t,

wobei die Koeffizienten

bk =
2
l

∫ l

0
f(x) sin

kπ

l
xdx

die Fourierkoeffizienten der auf [−l, 0) ungerade und sodann 2l-periodisch fortgeset-
zen Funktion f sind.

EINDEUTIGKEIT DER LÖSUNG:
Sind u1(x, t) und u2(x, t) zwei Lösungen einer Gleichung der Form

uxx(x, t)−
1
a
ut(x, t) = g(x, t),

so gilt für ihre Differenz v(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) die Wärmeleitungsgleichung

vxx(x, t)−
1
a
vt(x, t) = 0.

Das ENERGIEINTEGRAL (energy integral)

I(t) =
1
2

∫ l

0
v2(x, t)dx

von v hat, wie man leicht sieht, eine nicht positive Ableitung, woraus folgt:
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Die Lösung jeder Gleichung der Gestalt

uxx(x, t)−
1
a
ut(x, t) = g(x, t)

(also speziell auch der Wärmeleitungsgleichung) mit Anfangsbedingung

u(x, 0) = f(x) 0 ≤ x ≤ l

ist eindeutig bestimmt.

Achtung! Diese Eindeutigkeitsaussage bezieht sich nur auf die angegebene Anfangsbedingung!

6.6 DIE ZWEIDIMENSIONALE LAPLACE-GLEICHUNG

Die zweidimensionale Laplace-Gleichung

uxx + uyy = 0

ist vom elliptischen Typ und hat bereits die kanonische Form. Ihre Lösungen werden HAR-
MONISCHE FUNKTIONEN (harmonic functions) genannt.

Physikalische Anwendungen:
Unter den zahlreichen physikalischen Problemen, die auf die Laplace-Gleichung führen, seien
die folgenden erwähnt:

1. quell- und wirbelfreie Vektorfelder v haben die Gestalt

v = grad u ,

wobei die Funktion u die Laplace-Gleichung erfüllt (s. Analysis 3).

2. Analog zur Wärmeleitungsgleichung im zylindrischen Stab erhält man für die Wärme-
leitung in einer ebenen, auf beiden Seiten isolierten Platte die dreidimensionale Wärme-
leitungsgleichung

uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t) =
1
a
ut(x, y, t).

Zur Frage nach einem stabilem Zustand (steady state) der Wärmeverteilung in der
Platte hat man u− t = 0 zu setzen und erhält:

die Laplace-Gleichung

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0.

Als Randbedingung ist für die Aufgabenstellung die (zeitlich konstant zu haltende)
Temperatur auf dem Rand der Platte anzugeben.
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Eine wesentliche Eigenschaft der Lösungen der zweidimensionalen Laplace-Gleichung ist

DIE MITTELWERTEIGENSCHAFT DER HARMONISCHEN FUNKTIONEN:
In Polarkoordinaten um den Punkt P berechnet ergibt sich für den Mittelwert der harmoni-
schen Funktion u auf der Kreislinie mit Radius r um P :

µ(r) =
1
2π

∫ 2π

0
u(r cosϕ, r sinϕ)dϕ.

Berechnung mit Hilfe des Integralsatzes in der Ebene liefert µ̇(r) = 0, woraus folgt:

Der Wert einer auf einem Gebiet G harmonischen Funktion u in einem Punkt P von
G ist gleich dem Mittelwert

µ(r) =
1
2π

∫ 2π

0
u(r cosϕ, r sinϕ)dϕ

von u auf einer beliebigen in G verlaufenden Kreislinie (mit Radius r) um P .

Daraus folgt sofort:

Eine auf dem Abschluß eines Gebiets G harmonische Funktion nimmt ihr Minimum
und ihr Maximum auf dem Rand von G an.

KOMPLEXE LÖSUNGSFUNKTIONEN:
Aus der Tatsache, daß jede komplex differenzierbare Funktion

x+ iy → (u+ iv)(x+ iy)

die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

∂u

∂x
=
∂v

∂y
und

∂v

∂x
= −∂u

∂y

erfüllt (s. Analysis 2), folgt:

Der Realteil und ebenso der Imaginärteil jeder komplex differenzierbaren Funktion
löst die zweidimensionale Laplace-Gleichung uxx + uyy = 0.
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Die so erhaltenen Lösungen sind allerdings reellwertige Funktionen mit komplexer Variabler.
Sie können aber zur weiteren Behandlung mit Methoden der komplexen Analysis herangezo-
gen werden.

TRENNUNG DER VARIABLEN:
Der Ansatz u(x, y) = v(x)w(y) führt auf

v̈(x)
v(x)

= c = − ẅ(y)
w(y)

und damit zu

v(x) = αe
√
cx + βe−

√
cx undw(y) = γe

√
−cy + δe−

√
−cy.

Somit

Die allgemeine (komplexwertige) Lösung mit getrennten Variablen der zweidimen-
sionalen Laplace-Gleichung

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0

lautet

u(x, y) = (αe
√
cx + βe−

√
cx)(γe

√
−cy + δe−

√
−cy).

EINDEUTIGKEIT DER LÖSUNG:
Sind u1 und u2 Lösungen auf einem durch eine stückweise glatte geschlossene Kurve K
begrenzten Bereich B einer Poisson-Gleichung uxx + uyy = g(x, y) mit Randbedingungen
u(x, y) = f(x, y) längs K, so erfüllt u = u1−u2 die Laplace-Gleichung mit Randbedingungen
u(x, y) = 0 längs K.
Anwendung des Integralsatzes auf die Differentialform
ω(x, y) = u · uxdy − u · uydx
liefert:

Die Lösung jeder zweidimensionalen POISSON-GLEICHUNG

uxx(x, y) + uyy(x, y) = g(x, y)

(also speziell auch der zweidimensionalen Laplace-Gleichung) mit Randbedingung

u(x, y) = f(x, y)

längs einer geschlossenen, stückweise glatten Kurve K ist auf dem von K begrenzten
Bereich eindeutig bestimmt.
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ZWEI SPEZIALFFÄLLE:

1. Rechteckige Platte mit Dimensionen a und b mit Temperatur 0 auf 3 Rändern und
vorgegebenen Temperaturwerten auf dem vierten.

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0

Randbedingung:

1.u(0, y) = u(a, y) = 0 0 < y < b
2.u(x, b) = 0 0 ≤ x ≤ a
3.u(x, 0) = f(x) 0 ≤ x ≤ a

Anpassung der allgemeinen Lösung

u(x, y) = v(x)w(y) = (αe
√
cx + βe−

√
cx)(γe

√
−cy + δe−

√
−cy)

an die Randbedingungen liefert zunächst aus Bedingung 1 wie bei der Wellengleichung:

c = −(
kπ

a
)2,

und weiteres

v(x) = β sin
kπ

a
x.

w(y) = γe
kπ
a
y + δe−

kπ
a
y = γ sinh kπ

a y + δ cosh kπ
a y.

Bd 2 ergibt:

0 = w(b) = γ(sinh
kπ

a
b+ η cosh

kπ

a
b),

also η = − tanh kπ
a b,

woraus folgt:

w(y) = σ(sinh kπ
a y cos kπa b− cosh kπ

a y sinh kπ
a b) =

= σ · sinh kπ
a (y − b).

somit erhält man als Lösungen zu den Randbedingungen 1 und 2:

u(x, y) = σ · sin kπ
a
x · sinh

kπ

a
(y − b) (k ∈ Z.)

Die Anpassung an Bedingung 3 erfolgt wieder analog zur Wellengleichung:

u(x, 0) =
∞∑
k=1

σk sin
kπ

a
x sinh

kπ

a
(−b) = f(x)

176



liefert:

Die Lösung der Laplace-Gleichung für die rechteckige Platte mit den oben angeführten
Randbedingungen 1 bis 3 lautet:

u(x, y) = −
∞∑
k=1

bk

sinh kπ
a b

sin
kπ

a
x · sinh

kπ

a
(y − b),

wobei die bk die Fourierkoeffizienten der auf [−a, 0) ungerade und sodann 2a-periodisch
fortgesetzten Funktion f sind (die als stetig und an jeder Stelle von [0, a] zu beiden
Seiten eindeitig differenzierbar vorauszusetzen ist).

2. Kreisrunde Plate:

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0

Randbedingung:

u(x, y) = f(x, y) längs der Kreislinie x2 + y2 = R2.

Bei dieser Randbedingung verwendet man zweckmäßigerweise Polarkoordinaten.

Die allgemeine Transformationsformel aus 6.3 transformiert die Gleichung

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0

unter r =
√
x2 + y2 und ϕ = arctan y

x = arccot xy in:

urr(r, ϕ) +
1
r
ur(r, ϕ) +

1
r2
uϕϕ(r, ϕ) = 0.

Der Ansatz u(r, ϕ) = v(r) · w(ϕ) führt dann zu

v̈(r)w(ϕ) +
1
r
v̇(r)w(ϕ) +

1
r2
v(r)ẅ(ϕ) = 0

und somit auf

r2
v̈(r)
v(r)

+ r
v̇(r)
v(r)

= c = − ẅ(ϕ)
w(ϕ)

.

Damit erhält man zunächst wie früher

w(ϕ) = γe
√
−cϕ+ δe−

√
−c.

Da f(x, y) längs x2 + y2 = R2 gegeben ist, hängt f letztendlich nur von ϕ ab und ist
2π-periodisch.

Somit folgt:

u(r, ϕ) = v(R)w(ϕ) = f(ϕ)
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und w(ϕ) muß 2π-periodisch sein.

Daher ist c positiv und man kann w(ϕ) schrieben in der Gestalt

w(ϕ) = γ cos
√
cϕ+ δ sin

√
cϕ = γ cos kϕ+ δ sin kϕ

mit
√
c = k ∈ N.

Für v erhält man dann die Gleichung

r2v̈(r) + rv̇(r)− k2v(r) = 0

mit den offensichtlichen Basislösungen v(r) = rk und v(r) = r−k, von denen r−k wegen
Unbeschränktheit im Ursprung ausscheidet.

Als brauchbare Lösungen verbleiben daher nur

u(r, ϕ) = rk(α cos kϕ+ β sin kϕ).

f(ϕ) = Rk
(
α0

2
+

∞∑
k=1

(αk cos kϕ+ βk sin kϕ)

)

liefert dann:

Die Lösung der Laplace-Gleichung für die kreisrunde Platte mit der Randbedingung

u(x, y) = f(ϕ) längs x2 + y2 = R2

lautet

u(r, ϕ) = rk
(
α0

2
+

∞∑
k=1

αk cos kϕ+ βk sin kϕ

)
,

wobei die αk und βk die Fourierkoeffizienten der 2π-periodischen, stetigen, an jeder
Stelle zu beiden Seiten einseitig differenzierbaren Funktion f sind.
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7 ÜBUNGSBEISPIELE

ZU KAPITEL 1

1)-3) Kann man das angegebene System durch eine lineare Substitution entkoppeln bzw.
teilweise entkoppeln ?

1) ẋ = 2x+ y
ẏ = −x− 2y + cos t

2) ẋ = 3x− y + et

ẏ = x+ 2y − 1

3) ẋ = y + t2

ẏ = −4x− 4y + 1

4)-9) Entkoppeln Sie das angegebene System (zumindest teilweise) durch Transformation in
Polarkoordinaten:

4) ẋ = t2x− ety
ẏ = 3x+ (t+ 1)y

5) ẋ = tx− t3y
ẏ = t3x+ ty

6) ẋ = (t+ 1)x− y
ẏ = x− (t+ 1)y

7) ẋ = x3 + xy2 − x− y
ẏ = y3 + x2y + x− y

8) ẋ = x(x2 − 2y2)
ẏ = y3 + 4x2y

9) ẋ = y(x2 + 1)
ẏ = x(y2 − 1)

10)-12) Bestimmen sie die allgemeine Lösung der angegebenen Differentialgleichung und die
spezielle Lösung des Anfangswertproblems für k = 4 mit der Anfangsbedingung
x(0) = ẋ(0) = 1, ẍ(0) = 0, x(3)(0) = −1 :

10) x(k) = et

11) x(k) = cosh t

12) x(k) = t2 + 1
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13)-15) Berechnen Sie unter der Voraussetzung der Existenz einer entsprechend oft
differenzierbaren Lösung x = ϕ(t) des angegebenen Anfangswertproblems die Werte
ϕ̇(0), ϕ̈(0), ϕ(3)(0) ohne die Funktion ϕ selbst zu bestimmen. Können die Ergebnisse zur
approximativen Lösung verwendet werden ?

13) ẋ = t3 + x2, x(0) = 1

14) ẋ = 3
√
t8 + x2, x(0) = 1

15) ẋ = ln(t+ 1) + 2x, x(0) = 1

16)-18) Es ist leicht, Lösungen der angegebenen Gleichungen zu “erraten”. Bestimmen Sie
das äquivalente System 1.Ordnung und zeigen Sie, daß jedes zugehörige Anfangswertproblem
eine Lösung hat. Skizzieren Sie die zu den angegebenen Anfangswerten erhaltenen Trajekto-
rien und Lösungskurven der Gleichung (x- bzw. (t, x)-Raum) und des Systems ((x, y)- bzw.
(t, x, y)-Raum).

16) ẍ = x
x(0) = 1, ẋ(0) = 1 bzw. x(0) = 1, ẋ(0) = −1

17) ẍ = −x
x(0) = 1, ẋ(0) = 0 bzw. x(0) = 0, ẋ(0) = 1.

18) ẍ = |x|
x(0) = x(0) = 1 bzw. x(0) = ẋ(0) = −1

19)-24) Ermitteln Sie eine approximative Lösung des angegebenen Anfangswertproblems auf
dem Intervall [0, 1] unter Verwendung des jeweils angeführten Verfahrens bei Teilung des
Intervalls in 2 und in 4 gleichlange Teile. Auf welchen Lösungskurven befinden sich die für
t = 1 gefundenen Punkte ?

19) ẋ = x (allgemeine Lösung: x = c.et)
x(0) = 1

Polygonzugverfahren von Euler-Cauchy;

20) ẋ = x− 1 (allgemeine Lösung: x = c · et + 1)
x(0) = 0

Polygonzugverfahren von Euler-Cauchy;

21) ẋ = −x (allgemeine Lösung: x = c.e−t)
x(0) = 1

Polygonzugverfahren von Euler-Cauchy

22) Problem aus Bsp.19; Runge-Kutta-Verfahren

23) Problem aus Bsp.20; Runge-Kutta-Verfahren
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24) Problem aus Bsp.21; Runge-Kutta-Verfahren

25)-33) Ermitteln Sie mit Hilfe des jeweils angeführten Verfahrens eine approximative Lösung
des angegebenen Anfangswertproblems auf [0, 1] bei Teilung des Intervalls in 4 (25-27) bzw.
2 (28-33) gleichlange Teile. Berechnen Sie den Fehler und den relativen Fehler (bezogen auf
den Wert der exakten Lösung) an den Stellen t = 1

2 ,
3
4 ,

9
10 :

25) ẋ = 2tx2 (exakte Lösung: x = 1
1−t2 )

x(0) = 1
Polygonzugverfahren von Euler-Cauchy

26) ẋ = −x2 (exakte Lösung: x = 1
t+1)

27)) ẋ = x2 (exakte Lösung: x = 1
1−t)

x(0) = 1
Polygonzugverfahren von Euler-Cauchy

28) Problem aus Bsp.25; Approximation durch Taylorpolynome 2.Grades

29) Problem aus Bsp.26; Approximation durch Taylorpolynome 2.Grades

30) Problem aus Bsp.27; Approximation durch Taylorpolynome 2.Grades

31) Problem aus Bsp.25; Runge-Kutta-Verfahren

32) Problem aus Bsp.26, Runge-Kutta-Verfahren

33) Problem aus Bsp.27; Runge-Kutta-Verfahren

34)-39) Zeigen Sie, daß das Verfahren der sukzessiven Approximation auf das angegebene
Anfangswertproblem anwendbar ist und ermitteln Sie die ersten 3 Näherungslösungen:

34) ẋ = sin t+ y. cos t (x, y)(0) = (1, 1)
ẏ = x. cos t+ y. sin t

35) ẋ = ty + t (x, y)(0) = (π2 , 0)
ẏ = y. sinx

36) ẋ = t2x+ ty − 1 (x, y)(0) = (−1, 2)
ẏ = x2y

37) ẍ− tẋ2 + x = 0 x(0) = 0, ẋ(0) = 1.

38) ẍ+ xẋ2 − t2x = 0 x(0) = 0, ẋ(0) = 1.

39) ẍ+ txẋ− x2 = 0 x(0) = 0, ẋ(0) = 1
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40)-42) Ermitteln Sie ein (bezüglich des Startpunktes 0 symmetrisches) Intervall, auf dem die
Konvergenz des sukzessiven Approximationsverfahrens gesichert ist und schätzen Sie dort den
Fehler bei Ersetzen der exakten Lösung durch die 3.Näherungslösung ϕ2 ab für das Problem:

40) aus Bsp.37

41) aus Bsp.38

42) aus Bsp.39

43) Das Anfangswertproblem

{
ẋ = f(t,x)
x(t0) = c

erfülle die Bedingungen des Satzes von Picard

und Lindelöf.
x = ϕ(t) sei die Lösung, ϕn(t) (n ≥ 0) seien die sukzessiven Approximationslösungen.
Zeigen Sie: ist f entsprechend oftmalig stetig differenzierbar, so gilt:
ϕn(t0) = ϕ(t0), . . . , ϕ

(n)
n (t0) = ϕ(n)(t0).

Kann man diese Aussage zur Approximation der Lösung des Anfangswertproblems verwen-
den ?

∗ 44)-46) Ist der Satz von Picard und Lindelöf auf das angegebene Anfangswertproblem
anwendbar ?
Zeigen Sie, daß das Problem in einer Umgebung des Anfangspunktes eine eindeutig bestimmte
Lösung hat:

44) ẋ = −t 3
√
x+ 1, x(0) = 0

45) ẋ =


2− x

t t 6= 0
x(0) = 0

2 t = 0

46) ẋ =


√
x
t + 1 t 6= 0

x(0) = 0
1 t = 0

2

ZU KAPITEL 2

47)-49) Lösen Sie das Anfangswertproblem (maximale Intervall-Lösung!):

47) (1− t2)ẋ+ tx = 0 x(1) = 0 bzw. x(1) = 2

48) ẋ. sin t+ x = 0 x(π) = 0 bzw. x(π) = 2
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49) tẋ− x ln t = 0 x(1) = 0 bzw. x(1) = 2

50)-61) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der Differentialgleichung:

50) ẋ = x
t (1 + lnx− ln t)

51) tẋ cos xt = x cos xt − t

52) ẋ = x2−tx
x2+t2

53) ẋ = t+x+3
−t+x+5

54) ẋ = t+3x+7
2t+3x+5

55) ẋ = 2t+x−4
t+3x+3

56) ẋ = t+2x+1
2t+4x+3

57) ẋ = 3t−x+2
6t−2x−2

58) ẋ = 2t+2x−5
t+x−3

59) ẋ cos t+ x sin t = 1

60) tẋ+ x = arctan t

61) tẋ− 2x = ln t

62)-64) Lösen Sie das Anfangswertproblem

62) tẋ− 4x = t
√
x x(1) = 0 bzw. x(1) = 3

63) ẋ = t2x− t2x2 x(1) = 0 bzw. x(1) = 3

64) t2ẋ+ tx = 3
√
tx x(1) = 0 bzw. x(1) = 3

65)-67) Suchen Sie zunächst eine Lösung von Polynomgestalt und bestimmen Sie sodann die
allgemeine Lösung von:

65) t3ẋ = x2 + t4

66) 2tẋ = 3(x2 − t6 − 1)

67) t3ẋ = 5t2x− x2 − 2t4

68)-70) Bestimmen Sie die durch den Punkt (1, 0) der (x, y)-Ebene führende(n) Lösungskur-
ve(n) von:
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68) x = ln |y′|

69) x = cos y′

70) x = ey
′

71)-79) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung von:

71) y = xy′ − sin y′

72) y = xy′ + y′2

73) y = xy′ − ln y′

74) y = xy′2 + y′3

75) y = 2xy′3 + ey
′

76) y = 2x(y′2 − 1) + 1

77) 2xẍ = 1 + ẋ2

78) ẍ+ 2xẋ3 = 0

79) x2ẍ = ẋ3

80)-85) Bestimmen Sie die Trajektorien der Gleichung:

80) (x2 + y2 + 2x)dx+ 2ydy = 0

81) (1− x2y)dx+ x2(y − x)dy = 0

82) (xy2 + y)dx− xdy = 0

83) (x2 + y2 + 1)dx− 2xydy = 0

84) xy2dx+ (x2y − x)dy = 0

85) (x2y3 + y)dx+ (x3y2 − x)dy = 0

86)-88) Bestimmen Sie ein erstes Integral der Gleichung:

86) (2xy + z)dx+
(
x2 − 1

z

)
dy +

(
x2y
z + 2x

)
dz = 0

87) eyzdx+ zeyzdy + yeyzdx = 0

88) ydx+ xdy − xy tan zdz = 0
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89)-91) Für welche Funktionen f führt die Bestimmung eines ersten Integrals von ẍ = f(x, ẋ)
auf eine exakte Differentialgleichung ?
Bestimmen Sie die Trajektorien von:

89) ẍ = 1− 3ex

90) ẍ =

{
x ln |x| x 6= 0
0 x = 0

91) ẍ = x2 − 3

92) Unter welchen Bedingungen ist die Differentialgleichung
(ax+ by + c)dx− (αx+ βy + γ)dy = 0
exakt? Hat sie, falls sie nicht exakt ist, integrierende Faktoren der Gestalt M(x),M(y) bzw.
allgemeiner M(px+ qy) ?

93)-95) Verwenden Sie die Ergebnisse von Bsp.92 zur Lösung von:

93) ẋ = t+x+3
−t+x+5

94) ẋ = t+2x+1
−2t+3x+4

95) ẋ = −t−3x+7
3t−4x+1

96)-101) Ermitteln Sie gemäß Bsp.92 einen integrierenden Faktor zur entsprechenden Diffe-
rentialgleichung
a(x, t)dt+ b(x, t)dx = 0 :

96) ẋ = t+3x+7
2t+3x+5

97) ẋ = 2t+x−4
t+3x+3

98) ẋ = t+3x+2
3t+2x+1

99) ẋ = t+2x+1
2t+4x+3

100) ẋ = 3t−x+2
6t−2x−2

101) ẋ = 2t+2x−5
t+x−3

102)-104) Bestimmen Sie die orthogonalen Trajektorien der Kurvenschar (a durchläuft jeweils
den maximal möglichen Bereich):

102) y2 = x2(1
2 − lnx) + a

185



103) x(x2 + y2) = a2

104) r = a(1 + cosϕ) (in Polarkoordinaten)

105)-107) Für mehrparametrige Kurvenscharen kann man oft eine Differentialgleichung höher-
er Ordnung bestimmen, indem man entsprechend oft differenziert und alle Parameter elimi-
niert. Bestimmen Sie auf diesem Weg eine Differentialgleichung der Schar

105) ax2 + by2 = 1, a, b ∈ R

106) y3 = ax2 + bx+ c, a, b, c ∈ R

107) y = a cos 2x+ b sin 2x, a, b ∈ R

108)-110) Ermitteln Sie eine Differentialgleichung der angegebenen Kurvenschar und die
Einhüllende der Scharkurven. Kann man daraus sämtliche Lösungen der erhaltenen Diffe-
rentialgleichung gewinnen ?

108) xy = (a− x+ y)2, a ∈ R

109) ay3 = (xy − a)2, a ∈ R

110) (x+ y)2 = axy, a ∈ R

111)-113) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der angegebenen Differentialgleichung indem
Sie zuerst eine spezielle Lösungsschar bestimmen:

111) y = xy′ − sin y′

112) y = xy′ + y′2

113) y = xy′ − ln y′

114)-116) Bestimmen Sie die durch den Punkt (1, 1) bzw. den Punkt (1,−5) führenden Lösun-
gen der Differentialgleichung:

114) y = xy′ +
√
y′ + 4

115) y = x
(
y′ + 1

y′

)
116) yy′ = 2xy′2 + 1
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ZU KAPITEL 3

117)-119) Suchen Sie zunächst eine Polynom-Lösung des angegebenen Systems und bestim-
men Sie sodann die allgemeine Lösung durch d’Alembert-Reduktion. Welche Anfangswert-
probleme mit Startwert t0 = 0 sind lösbar ?

117) t2ẋ = 3(t− 1)x+ t2y
t2ẏ = 3x+ (t− t2)y

118) 2t.ẋ = 3x+ ty
2t.ẏ = x− ty

119) 2t2ẋ = −tx+ y
2tẏ = tx+ y

120) Ermitteln Sie durch Transformation in Polarkoordinaten eine Lösungsbasis des Systems
ẋ = a(t).x+ b(t).y
ẏ = −b(t).x+ a(t).y

121)-123) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung des Systems:

121) ẋ = 3t2x− ty + tet
3

ẏ = tx+ 3t2y + tet
3

122) ẋ = 2t.x− y + et
2

ẏ = x+ 2t.y + et
2+t

123) ẋ = cos t.x− 3t2 sin t3.y
ẏ = 3t2. sin t3.x+ cos t.y + t2.esin t

124)-129) Ermitteln Sie für das angegebene System zur Anfangsbedingung (x, y)(0) = (1, 0)
die Formeln zur Berechnung der Koeffizienten beim Potenzreihenansatz mit Anschlußstelle
0. Berechnen Sie die ersten 3 Koeffizienten der gesuchten Potenzreihen. Liefert die Methode
formal (d.h. abgesehen von allfälligen Konvergenzproblemen) eine Potenzreihenlösung ?

124) ẋ = t2x− (t+ 1)y + t3

ẏ = (2t− 1)x+ 3y + 1

125) ẋ = (t− 1)x+ (t2 + 1)y
ẏ = 2x− ty + et

126) ẋ = tx− ty + t
ẏ = (t2 + 1)x+ y − e2t
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127) t2ẋ = −2y + t
ẏ = −x+ 1

128) t2ẋ = −2y
tẏ = −x+ t

129) tẋ = x+ 3y + t− 1
tẏ = x− y − 1

130)-132) Ermitteln Sie durch Aufsuchen einer speziellen Lösung (von Polynom- oder Expo-
nentialgestalt) und Reduktion der Ordnung die allgemeine Lösung von:

130) (1 + t2)ẍ− 2tẋ+ 2x = 0

131) tẍ− (t+ 1)ẋ− 2(t− 1)x = 0

132) tẍ− (2t+ 1)ẋ+ (t+ 1)x = 0

133)-135) Ermitteln Sie für die angegebene Gleichung die Formel zur Berechnung der Koeffizi-
enten beim Potenzreihenansatz mit Anschlußstelle 0. Berechnen Sie die ersten 6 Koeffizienten
für die Anfangsbedingung x(0) = 1, ẋ(0) = −1 :

133) (1 + t2)ẍ− 2tẋ+ 2x = 0

134) tẍ− (t+ 1)ẋ− 2(t− 1)x = 0

135) tẍ− (2t+ 1)ẋ+ (t+ 1)x = 0

136)-141) Bestimmen Sie etJ (J = Jordan-Normalform von A) und die entsprechende reelle
Matrix doppelter Dimension:

136) A =

 2 13 1
−1 5 1

3 0 0



137) A =

 −7 1 2
−6 −3 5
−3 1 −2



138) A =

 3 2 1
4 0 5
0 −2 2



139) A =


2 1 1 −1
1 2 0 1
1 −1 2 1
3 −3 −2 6


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140) A =


0 2 −1 −3

−1 3 0 −1
3 1 3 3
1 0 1 4



141) A =


1 3 1 1
2 2 1 1

−2 0 3 1
−3 1 0 4


142)-147) Berechnen Sie eine reelle Lösungsbasis des Systems ẋ = A.x für:

142) A aus Bsp.136

143) A aus Bsp.137

144) A aus Bsp.138

145) A aus Bsp.139

146) A aus Bsp.140

147) A aus Bsp.141

148)-150) Lösen Sie das System ẋ = A.x durch Aufsuchen einer konstanten Lösung und
Reduktion nach dem d’Alembert-Verfahren:

148) A =

 4 2 1
−3 1 2
−1 7 8



149) A =

 −2 −3 1
1 5 1

−6 5 9



150) A =

 1 9 −7
2 3 1
1 −1 3


151)-153) Bestimmen Sie mit Hilfe der aus der Variation der Konstanten stammenden Formel
eine partikuläre Lösung des Systems ẋ = A.x + b(t) :

151) A aus Bsp.136, b(t) = (e3t, sin 2t, e3t)

152) A aus Bsp.137, b(t) = (e4t, e4t + cos t, e4t)
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153) A aus Bsp.138, b(t) = et(cos t+ sin t, cos t+ 1, cos t− sin t)

154)-156) Bestimmen Sie eine partikuläre Lösung des Systems ẋ = A.x + b(t) durch unbe-
stimmten Ansatz:

154) A aus Bsp.136, b(t) = (t2, 0, sin 2t)

155) A aus Bsp.137, b(t) = (t, 3 cos t, 0)

156) A aus Bsp.138, b(t) = (sin t, cos t, 1)

157) Schwingungsvorgänge mit k Freiheitsgraden führen oft auf Systeme der Gestalt

mj ẍj +
k∑

n=1

ajnẋn +
k∑

n=1

bjnxn = 0 (j = 1, . . . , k),

d.h. in Matrixschreibweise:

M ẍ +Aẋ +Bx = 0.

Solche Systeme kann man über C mit dem Ansatz x = v.eλt (v konstanter Vektor) be-
handeln. Auf welche Aufgabe führt dieser Ansatz ? In welchem Fall erhält man damit eine
Lösungsbasis ? Erläutern Sie auch den Spezialfall A = 0.

158)-160) Bestimmen Sie mit der in Bsp.157 beschriebenen Methode die allgemeine Lösung
des Systems M ẍ +Aẋ +Bx = 0 :

158) M =

(
1 0
0 2

)
, A =

(
1 −1
1 −3

)
, B =

(
−8 1
−23 1

)

159) M =

(
1 0
0 −1

)
, A =

(
1 1

−24 1

)
, B =

(
12 1
36 0

)

160) M =

(
3 0
0 1

)
, A =

(
2 2
6 0

)
, B =

(
4 2

−2 −1

)

161)-163) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung von:

161) x(3) + ẍ+ ẋ+ x = e−t + 4t

162) x(3) + 6ẍ+ 28ẋ+ 40x = t2 + e−2t cos 4t

163) x(3) + ẋ− 10x = e−t sin 2t+ 1

∗ 164)-166) Lösen Sie das Anfangswertproblem ẋ = A.x, x(0) = c mit Hilfe der Methode
ohne Bildung der Jordan-Normalform:
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164) A aus Bsp.136, c = (1, 1, 3)

165) A aus Bsp.137, c = (2, 4,−1)

166) A aus Bsp.138, c = (−1, 2,−1)
2

167)-169) Lösen Sie das angegebene Anfangswertproblem mit Hilfe der Laplace-Transformation:

167) ẋ = 2x− 6y + e2t (x, y)(0) = (1, 0)
ẏ = 3x− 4y

168) ẋ = −x+ 4y + 1 (x, y)(0) = (2, 2)
ẏ = x+ 2y + t2

169) ẋ = 3x− y + te−t (x, y)(0) = (0, 1)
ẏ = 2x+ 3y

170)-172) Lösen Sie mit Hilfe der Laplace-Transformation:

170) x(3) + ẍ+ ẋ+ x = e−t + 4t

171) x(3) + 6ẍ+ 28ẋ+ 40x = t2 + e−2t cos 4t

172) x(3) + ẋ− 10x = e−t sin 2t+ 1

173)-175) Transformieren Sie mit Hilfe der Laplace-Transformation in ein Problem 1.Ord-
nung:

173) ẍ+ (2t+ 1)ẋ+ 3tx = t3

x(0) = 0, ẋ(0) = 2

174) ẍ− (3t+ 2)ẋ+ (2t− 1)x = sin t
x(0) = 1, ẋ(0) = 2

175) ẍ+ (t− 3)ẋ− (2t− 1)x = 3
√
t

x(0) = 0, ẋ(0) = −1

176)-178) Lösen Sie das Randwertproblem auf direktem Weg:

176) ẋ = 2x− 6y + 14 sin t x(0) = x(π)
ẏ = 3x− 4y + 13 sin t y(0) = 1

177) ẋ = −x+ 4y + 4t− 3 x(0) + y(0) = 4
ẏ = x+ 2y − 6t2 − 2 ẋ(0) = ẏ(1)

191



178) ẋ = 3x− y + 9e−t x(0) + 2ẋ = y( π√
2
)

ẏ = 2x+ 3y x( π√
2
) = 0

179)-181) Lösen Sie das Randwertproblem unter Zuhilfenahme der Green-Matrix:

179) Bsp.176

180) Bsp.177

181) Bsp.178

182)-184) Stellen Sie die angegebene Randbedingung in Matrixform dar und untersuchen Sie
das Randwertproblem auf (eindeutige) Lösbarkeit:

182) x(3) + ẍ+ ẋ+ x = e−t − 1
x(0) = 1, x(π) = e−π + 1, ẋ(0) = ẋ(π)

183) x(3) + 6ẍ+ 28ẋ+ 40x = e2t sin 4t
x(0) = ẍ(0) = 0, ẋ(π) = 1

184) x(3) + ẋ− 10x = 1
x(0)− ẋ+ 2ẍ(2) = 0, x(2) = ẋ(2), ẋ(0) + 2ẋ(2) = 1

185)-187) Bestimmen Sie die Green-Funktion des Randwertproblems

185) aus Bsp.182

186) aus Bsp.183

187) aus Bsp.184

188)-190) Untersuchen Sie wieviele Lösungen das angegebene Randwertproblem hat:

188) x(0) = 2y(0), 2e−πx(0) + x(π) + 2y(π) = 4(e−π − 1)
zum System aus Bsp.176

189) e3x(0) + (4e3 − 2)y(0) = x(1) + 5e3 − 17, y(0) = 2y(1)
zum System aus Bsp.177.

190) 2e
3π√

2 y(0) = x( π√
2
)− 2y( π√

2
), e

3π√
2x(0) = −4y( π√

2
) + 2e

3π√
2

zum System aus Bsp.178.

∗ 191)-193) Ermitteln Sie die Gleichung, der die Eigenwerte des Problems genügen:

191) ẍ+ 2ẋ− 8x+ λx = 0
x(1) = 0, ẋ(0) = 0
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192) ẍ− 4ẋ+ λx = 0
x(0) = x(1), ẋ(0) = 0

193) ẍ+ 5ẋ+ λx = 0
x(0) = 0, ẋ(0) = ẋ(1).

2

ZU KAPITEL 4

194) Bei der Beschreibung von mechanischen Schwingungen bzw. von Schwingungen in elek-
trischen Stromkreisen treten häufig Differentialgleichungen der Gestalt ẍ + αẋ + βx = b(t)
auf.
Bestimmen Sie die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung und analysieren Sie deren
Lösungsverhalten für t→∞ in Abhängigkeit von α und β (tragen Sie ihre Ergebnisse in eine
Skizze der (α, β)-Ebene ein!)

195) Analysieren Sie das Lösungsverhalten für t→∞ der Gleichungen ẍ+βx = b sinωt und
ẍ+ βx = b cosωt.

196)-204) Analysieren Sie das qualitative Verhalten für t→∞ der Lösungen von:

196) ẋ = 3x+ 2z
ẏ = x+ y + 2z
ż = 4x+ 5y + 6z

197) ẋ = 2x+ 2y + z
ẏ = −x+ 3z
ż = 5x+ y + z

198) ẋ = 3x− 4y + z
ẏ = x+ 2y − z
ż = x− 2y

199) x(5) − x(4) + 24x(3) − 33ẍ− 481ẋ+ 148x = 0

200) x(6) − x(5) − 13x(4) + 12x(3) + 412ẍ− 400ẋ− 400x = 0

201) x(6) + 2x(5) + 4x(4) − 12x(3) − 35ẍ+ 50ẋ+ 250x = 0

202) x(4) + 2ẍ− 3ẋ+ x = 0

203) x(4) − 3ẍ+ 4ẋ− 5x = 0

204) x(4) + 2ẍ− 3ẋ+ 13x = 0
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205) Analysieren Sie in Abhängigkeit von der Matrix A das Lösungsverhalten für t→∞ des
Systems (

ẋ
ẏ

)
= A.

(
x
y

)
+

(
sinωt
cosωt

)

206)-208) Untersuchen Sie in Abhängigkeit vom Anfangswert (x, y)(0) das qualitative Ver-
halten für t→∞ der Lösung des Systems:

206) ẋ = −9x+ 13y
ẏ = −5x+ 7y

207) ẋ = −3x+ 4y
ẏ = −2x+ 3y

208) ẋ = −2x+ 5y
ẏ = −2x+ 6y

∗ 209)-211) Ermitteln Sie das qualitative Verhalten für t→∞ der Lösungen der angegebenen
Differentialgleichung. Führen Sie die Berechnungen für die Perioden π und 2π durch!

209) ẍ− 2ẋ cos2 t− 4x sin2 t = 0
(Eine Lösung ist x = e2t)

210) ẍ+ (cos 2t− 2)ẋ+ (2 sin 2t− cos 2t+ 5)x = 0
(Eine Lösung ist x = et cos 2t)

211) ẍ+ ẋ sin 2t− x cos 2t = 0
(Eine Lösung ist x = sin t)

212)-214) Hat die angegebene Gleichung Lösungen der Periode π bzw. 2π ?

212) ẍ− 2ẋ cos2 t− 4 sin2 t = cos 2t

213) ẍ+ (cos 2t− 2)ẋ+ (2 sin 2t− cos 2t+ 5)x = 1

214) ẍ+ ẋ sin 2t− x cos 2t = sin2 t

215) Zeigen Sie, daß für jede Gleichung ẍ + f(t).x = 0 mit ω-periodischer stetiger Funktion
f und jede Lösungsbasis für die Eigenwerte der Übergangsmatrix Cω(W ) gilt:

λ1λ2 = 1 und λ1 + λ2 = spCω(W ).

(Hinweis: Zeigen Sie zuerst, daß die Wronski-Determinante jeder Lösungsbasis konstant ist.)
2
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216)-218) Untersuchen Sie, ob die angegebene Gleichung periodische Lösungen hat:

216) ẍ+ x− ẋ2 + 1 = 0

217) ẍ+ x2 + 1 = 0

218) ẍ+ ẋ2 + x+ 1 = 0

219)-221) Zeigen Sie, daß jedes System der Gestalt

ẋ = y + xf(r)
r

ẏ = −x+ y f(r)
r (r = Polarradius)

zu jeder Nullstelle von f(r) einen Grenzzyklus hat.
Bestimmen Sie die Grenzzyklen und skizzieren Sie das Phasenportrait für die angegebene
Funktion f .
Bestimmen Sie zu jedem Anfangswert die ∞-Grenzmenge der entsprechenden Lösung.

219) f(r) = (r − 3)2(r2 − 5r + 4)

220) f(r) = r4 − 4r2 − 12

221) f(r) = (r2 + 3r − 4)(r2 − r).

222)-224) Bestimmen Sie die singulären Punkte und die geschlossenen Trajektorien des an-
gegebenen Systems und skizzieren Sie sein Phasenportrait:

222) ẋ = (x2 + y2 − x)
(
x(x2+y2−1)√

x2+y2
− y

)
ẏ = (x2 + y2 − x)

(
y(x2+y2−1)√

x2+y2
+ x

)
223) ẋ = x4y + x2y3 − 4x2y −

√
x2 + y2(x3y2 + xy4 − 2xy2)

ẏ = x3y2 + xy4 − 4xy2 +
√
x2 + y2(x4y + x2y3 − 2x2y)

224) ẋ = (x3 + xy2 + 4x− (5x+ y)
√
x2 + y2)(x2 − y + 2)

ẏ = (x2y + y3 + 4y − (5y − x)
√
x2 + y2)(x2 − y + 2)

225)-233) Skizzieren Sie das Phasenportrait des angegebenen Systems. Klassifizieren Sie den
Nullpunkt:

225) ẋ = 3x+ 4y
ẏ = 2x+ 5y

226) ẋ = 2x+ y
ẏ = 3x
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227) ẋ = 6x+ y
ẏ = −10x− y

228) ẋ = −x+ 3y
ẏ = 6x+ 2y

229) ẋ = x+ y
ẏ = 2x

230) ẋ = 4x+ y
ẏ = 10x+ y

231) ẋ = 4x− 3y
ẏ = −2x+ 2x

232) ẋ = −x+ 4y
ẏ = −x+ y

233) ẋ = −3x− y
ẏ = x+ 2y

234)-236) Klassifizieren Sie die stationären Punkte des Systems (soweit dies mit der Stan-
dardmethode möglich ist):

234) ẋ = (xy + 3x2)(ey − 1)
ẏ = (x− 2)(y + 2)(x+ y + 1)

235) ẋ = (x2y − 2x)(y + x)
ẏ = (x− 1)(y − 2)(x+ y − 1)

236) ẋ = (y2 + x+ 1)(x− 3)(x+ y)
ẏ = (3x− y − 3)(y − 4)

ZU KAPITEL 5

237)-239) Die Auswirkung kleiner Änderungen eines linearen Sysems auf das Verhalten
der Lösungen: untersuchen Sie, ob eine Abweichung eines Koeffizienten der Matrix A um
höchstens 5% vom angegebenen Wert das Verhalten für t → ∞ (bezüglich Beschränktheit
bzw. Konvergenz gegen 0) der Lösungen des Systems ẋ = A.x ändert.

237) A =

(
−9 13
−5 7

)
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238) A =

(
−3 4
−2 3

)

239) A =

(
−2 5
−12 6

)

240)-242) Überprüfen Sie die stetige Abhängigkeit der Lösungen des Anfangswertproblems
mit x(t0) = c, ẋ(t0) = d vom Parameter p für p→ 0 :

240) ẍ+ p2x = 0;

241) ẍ+ 2pẋ− x = 0;

242) ẍ− 2pẋ+ p2 = 0

243) Unter welchen Bedingungen für a, b, c, d hat das System

ẋ = ax+ by
ẏ = cx+ dy

eine von 0 verschiedene konstante Lösung ?
Untersuchen Sie das Stabilitätsverhalten dieser konstanten Lösung.

244)-249) Untersuchen Sie das Stabilitätsverhalten der Lösungen von:

244) ẋ = 4x− 3y + z + t
ẏ = x− 2y
ż = −x+ 2y − 3z + sin t

245) ẋ = 3x− 2y + 4z + 1
ẏ = x+ y − z + t2

ż = −x− y + 4z

246) ẋ = x+ y + z − cos t
ẏ = 2x+ 2y − z + et

ż = x− y + z

247) x(5) + 2x(4) + 3x(3) + 6ẍ+ 7ẋ+ 14x = et
2

248) x(5) − 2x(3) + 2ẍ− 3ẋ+ 2x = cos t2

249) x(5) + x(4) + 4x(3) + 4ẍ+ 4ẋ+ 4x = 3t2
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250)-252) Ermitteln Sie ein erstes Integral der Gleichung

ẍ+ g(x) = 0 (g stetig mit g(0) = 0).

Unter welchen Bedingungen kann man mit Hilfe dieses ersten Integrals auf Stabilität der
Null-Lösung schließen ? Wenden Sie die Methode speziell an auf:

250) g(x) = xn sinx (n ∈ N)

251) g(x) = xn (n ∈ N)

252) g(x) = eax (a ∈ R+)

253) In der Theorie elektrischer Schaltkreise spielt die Liénard-Gleichung ẍ+ h(x)ẋ+ x = 0
eine wichtige Rolle. Unter welchen Bedingungen (für h) liefert das auf elementarem Weg
berechenbare erste Integral der vereinfachten Gleichung ẍ + x = 0 eine Aussage über das
Stabilitätsverhalten der Null-Lösung der Liénard-Gleichung ?
Wenden Sie Ihr Ergebnis speziell an für h(x) = a(3x2 − 1) (van der Pol-Gleichung).

254)-256) Welche Aussagen über das Stabilitätsverhalten der Null-Lösung der angegebenen
Gleichung kann man mit Hilfe einer Funktion von Polynomgestalt mit Grad ≤ 2 gewinnen ?

254) ẍ+ (1− e−tx)ẋ+ 2x = 0

255) ẍ+ ẋ cosh t+ 2x = 0

256) ẍ+ ẋ
cosh t + 2x = 0

257)-259) Es soll das Stabilitätsverhalten der Gleichgewichtslagen des angegebenen Systems
untersucht werden. Transformieren Sie das Problem in Untersuchungen des Stabilitätsverhal-
tens der Null-Lösung geeigneter Systeme

u̇ = f(u, v)
v̇ = g(u, v).

Welche Aussagen kann man mit Hilfe der Funktionen V (u, v) = u2 ± v2 gewinnen ?

257) ẋ = 1− xy
ẏ = x− y3

258) ẋ = xy + x
ẏ = xy + y − 1

259) ẋ = x2 + xy − x− y
ẏ = xy − 2x− 1
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260) Systeme der Gestalt ẋ = grad V (x) heißen Gradientensysteme. Unter welchen Voraus-
setzungen über V kann man das Stabilitätsverhalten der Gleichgewichtslagen eines solchen
Systems mit Hilfe von V untersuchen ?
Welches Verhalten zeigen für zweimal stetig differenzierbares V die strikten lokalen Mini-
mumsstellen von V ?

261)-263) Untersuchen Sie das Stabilitätsverhalten der Null-Lösung der Gleichung

ẍ+ g(x) = 0 (g differenzierbar mit g(0) = 0)

mit Hilfe der Linearisierung. Geben Sie an, welche Aussagen Sie speziell für die angegebene
Funktion g erhalten:

261) g(x) = xn sinx (n ∈ N)

262) g(x) = xn (n ∈ N)

263) g(x) = eax (a ∈ R+)

264) Untersuchen Sie das Stabilitätsverhalten der Null-Lösung der Liénard-Gleichung

ẍ+ h(x)ẋ+ x = 0

mit Hilfe der Linearisierung. Was erhalten Sie speziell für die van der Pol-Gleichung
(h(x) = a(3x2 − 1)) ?

265)-270) Untersuchen Sie das Stabilitätsverhalten der Null-Lösung mit Hilfe der Linearisie-
rung:

265) ẋ = y − x3 sin2 y
ẏ = −x− x2y sin2 y

266) ẋ = y − x5

ẏ = −x− x4y − y5

267) ẋ = −x+ x2y
ẏ = −y + xy2

268) ẍ+ (1− e−tx)ẋ+ 2x = 0

269) ẍ+ ẋ cosh t+ 2x = 0

270) ẍ+ ẋ
cosh t + 2x = 0

271)-273) Untersuchen Sie das Stabilitätsverhalten der Gleichgewichtslagen durch Linearisie-
rung um diese:
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271) ẋ = 1− xy
ẏ = x− y3

272) ẋ = xy + x
ẏ = xy + y − 1

273) ẋ = x2 + xy − x− y
ẏ = xy − 2x− 1

274) Sei ẋ = −grad V (x) ein Gradientensystem mit zweimal stetig differenzierbarem V und
x = c eine Gleichgewichtslage. Wie lautet die Linearisierung des Systems um c? Welche
Stabilitätsaussagen über die Lösung c kann man aus der Linearisierung gewinnen ?

275)-277) Welche Aussagen über das Stabilitätsverhalten der Gleichgewichtslagen des ange-
gebenen Gradientensystems kann man aus den Bsp.260 und 273 gewinnen ?

275) ẋ = y cosx
ẏ = sinx

276) ẋ = ln(y + 1)
ẏ = x

y+1

277) ẋ = 2x3 + 3xy2

ẏ = 4y3 + 3x2y

278)-280) Untersuchen Sie das Stabilitätsverhalten der Lösungen des Systems:

278) ẋ = −4x+ (e−t − 20)y − 2z + t2

ẏ = (e−2t + 1)x+ 1
t2
y − z + 1

ż = 6x+ 1
t2
y + (e−t − 1)z.

279) ẋ = 1
t2
x+ y − 2z + t2

ẏ = −2x+ 1
t2
y + z + t

ż = 1
t2
x+ 3y − 4z + 1

280) ẋ = 2e−2tx+ 3y + 8z + et

ẏ = 1
t2+1

x− y + 1
ż = x+ y − (e−t − 1)z
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